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1. EINIGE ALLGEMEINE VORBEMERKUNGEN

Die meisten von Thnen kommen mehr oder weniger direkt von der Schule (die pro-
minenteste Ausnahme sind die zukiinftigen Realschullehrer /innen, die die Lineare
Algebra I erst im dritten Semester horen). Das Erste, das Sie sich zu Beginn Thres
Mathematik-Studiums klar machen miissen, ist, dass das, was Sie in der Schule
unter der Bezeichnung ,Mathematik® kennen gelernt haben, nicht wirklich Ma-
thematik ist. Das bedeutet, dass Sie hier an der Universitédt im Grunde auf vollig
andere Art und Weise gefordert sein werden als an der Schule. Das heifit jetzt
nicht, dass Sie die ganze Schulmathematik vergessen koénnen — manches kann als
Beispielmaterial noch niitzlich sein, und es schadet auch nicht, wenn man eine
gewisse Fertigkeit im Rechnen hat, wie man sie an der Schule lernt.

Was folgt aus diesem in Deutschland leider traditionellen Bruch zwischen Schule
und Universitat?

e Die meisten von Thnen werden sich erst einmal sehr schwer tun. Das ist vollig
normal und kein Grund zur Beunruhigung.

e Wenn Sie in der Schule in Mathe sehr gut waren, heifit das nicht, dass Ihnen die
Mathematik an der Universitédt auch leicht fallt. Umgekehrt kann es sein, dass
Ihnen die Mathematik an der Schule langweilig war und Sie dann hier auf den
Geschmack kommen.

e Sie sollten nicht erwarten, den Stoff sofort wéahrend der Vorlesung zu verste-
hen. Das Nacharbeiten der Vorlesung ist sehr wichtig, da man Mathematik nur
verstehen kann, wenn man dariiber nachdenkt. (Das Modulhandbuch sieht drei
Stunden pro Woche dafiir vor.) Ganz wichtig ist auch, dass Sie die Ubungs-
aufgaben bearbeiten, denn richtig versteht man den Stoff erst, wenn man ihn
anwendet. (Das Modulhandbuch sieht dafiir finf Stunden pro Woche vor.) Dabei
hilft es, gemeinsam in kleinen Gruppen zu arbeiten, denn fiir das Versténdnis ist
es ungemein forderlich, wenn man versucht, jemand anderem etwas zu erkléaren.

e Fiir diejenigen von Thnen, die Lehrer/innen werden wollen, heifit das umgekehrt
auch, dass Sie den gréfiten Teil von dem, was Sie hier lernen, in der Schule nicht
direkt verwenden konnen. Es ist zu hoffen, dass sich das bald einmal dndert und
Sie die Moglichkeit haben werden, die ,richtige“ Mathematik Thren Schiilern
nahezubringen. In jedem Fall sollte Sie die Ausbildung, die Sie an der Univer-
sitét erhalten, in die Lage versetzen, IThren Unterricht innerhalb der Mathematik
einzuordnen und weiter gehende Fragen Threr Schiiler /innen souverén zu beant-
worten.

Lassen Sie sich von den Schwierigkeiten am Anfang nicht zu sehr frustrieren! Bei
den meisten von Thnen wird in den ersten beiden Semestern der Groschen fal-
len. Falls Sie aber nach zwei Semestern immer noch das Gefiihl haben, nichts zu
verstehen, dann kann es auch sein, dass das Mathematikstudium doch nicht das
Richtige fiir Sie ist.

Ich habe in dieses Skript an manchen Stellen Links zu Webseiten eingebaut (anklick-
bar in der Bildschirmversion), die so aussehen (dieser Link fiihrt auf meine Ho-
mepage). Die meisten davon verweisen auf die Wikipedia, die fiir den Zweck einer
ersten Orientierung meistens gut geeignet ist. (Als Hauptquelle fiir Zitate in einer
wissenschaftlichen Arbeit wie z.B. einer Bachelor- oder Masterarbeit ist die Wiki-
pedia aber nicht geeignet. Da miissen Sie Lehrbiicher oder Fachartikel zitieren.)
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2. DIE SPRACHE DER MATHEMATIK: LOGIK UND MENGENLEHRE

Worum geht es nun in der Mathematik?
Die Wikipedia schreibt (Stand Oktober 2020):

Fiir Mathematik gibt es keine allgemein anerkannte Definition; heu-
te wird sie iiblicherweise als eine Wissenschaft beschrieben, die
durch logische Definitionen selbst geschaffene abstrakte Strukturen
mittels der Logik auf ihre Eigenschaften und Muster untersucht.

Es geht also unter anderem um Abstraktion. Man abstrahiert von den speziellen
Eigenschaften, die man in verschiedenen Situationen vorliegen hat, und zieht das
Gemeinsame heraus. Dann versucht man auf der Grundlage nur dieser wesentlichen
Merkmale moglichst viele Aussagen abzuleiten, die dann auf alle Situationen zu-
treffen, die diese Merkmale aufweisen. Dies geschieht durch den zentralen Vorgang
aller mathematischen Tétigkeit, ndmlich durch das Fiihren eines mathematischen
Beweises. Zugespitzt kann man sagen, dass ein*e Mathematiker*in die*derjenige
ist, die*der in der Lage ist, einen solchen Beweis zu fiihren:

e Das wichtigste ,,Lernziel“ in den Grundvorlesungen besteht darin, dass Sie ler-
nen, wie man mathematische Beweise fiihrt.

Sie sollen hier natiirlich auch und nicht zuletzt Ergebnisse und Methoden der
Linearen Algebra kennen lernen, aber ohne die mathematische Grundfertigkeit
des Beweisens wiirde IThnen das kaum etwas niitzen.

Bevor wir damit beginnen konnen, miissen wir die Vokabeln und Grammatik der
Sprache der Mathematik lernen. Mathematische Aussagen und Beweise werden
in der Sprache der Logik formuliert; die Objekte, von denen die Rede ist, in der
Sprache der Mengenlehre. Beide werden wir hier kurz einfithren (oder wiederholen,
je nachdem wie viel Sie davon schon aus der Schule kennen). Es handelt sich um
das ,Handwerkszeug*, mit dem Sie téglich zu tun haben werden, also passen Sie
gut auf!

2.A Aussagenlogik.

Die Aussagenlogik verkniipft mathematische Aussagen (die wahr oder falsch sein
kénnen) miteinander und untersucht, wie das Wahr- oder Falschsein einer zusam-
mengesetzten Aussage von den beteiligten Aussagen abhéngt. (In der Bildschirm-
version des Skripts erscheint der folgende Text in griin. Diese Farbe kennzeichnet
Definitionen.)

Die logischen Verkniipfungen sind:

(1) Die Negation: wir schreiben ,nicht A* oder ,—A* fiir die Verneinung der
Aussage A. = A ist genau dann wahr, wenn A falsch ist, und umgekehrt.

(2) Die Konjunktion: wir schreiben ,A und B* oder ,A A B“; diese Aussage
ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr sind.

(3) Die Disjunktion: wir schreiben ;A oder B“ oder , AV B*; diese Aussage
ist genau dann wahr, wenn wenigstens eine der Aussagen A und B wahr
ist.

(4) Die Implikation: wir schreiben ,aus A folgt B“, ,A impliziert B* oder

,2A = B“; diese Aussage ist genau dann wahr, wenn A falsch oder B wahr
ist (oder beides).

DEF
-A
ANB
AV B
A= B
A& B



(5) Die Aquivalenz: wir schreiben , A genau dann, wenn B, ,A und B sind
dquivalent” oder ,A < B*“; diese Aussage ist genau dann wahr, wenn
entweder A und B beide wahr oder A und B beide falsch sind.

Alle hier aufgefithrten Schreibweisen sind moglich und erlaubt; die Schreibweise
»AN B* ist zum Beispiel nicht besser oder schlechter als , A und B* (nur kiirzer).
Bei verschachtelten Verkniipfungen werden Klammern gesetzt, um die Bedeutung
klar zu machen: Bei ;A und B oder C*“ ist sonst nicht klar, ob (A A B) V C oder
AN (BVC) gemeint ist.

Die Definition der logischen Verkniipfungen lésst sich iibersichtlich durch die ent-
sprechenden Wahrheitstafeln zusammenfassen. Wir schreiben W fiir wahr und F
fiir falsch. Dann lasst sich die Negation wie folgt definieren:

A|-A
W| F
Fl W
Die iibrigen Verkniipfungen sind gegeben durch:
A B|ANAB A B|AVB A B|A=1B A B|A& B
W W| W W W| W W W W W w W
W F F W F w W F F W F F
F W F F W| W F W W F W F
F F F F F F F F W F F w

Die wichtigste (und gleichzeitig die am schwersten zu verstehende) dieser Ver-
kniipfungen ist die Implikation. Sie ist wichtig, weil die grole Mehrzahl aller ma-
thematischen Sétze die Form einer Implikation haben: Wenn gewisse Vorausset-
zungen A gelten, dann folgt eine Aussage B. Sie ist ein wenig schwierig, weil mit
ihr im téglichen Leben oft ungenau bis falsch umgegangen wird. Vor allem nei-
gen viele Menschen dazu, zwischen jaus A folgt B* und ,aus B folgt A“ nicht
sorgfiltig zu unterscheiden. Diesen Unterschied zu begreifen, ist die erste wichtige
Hiirde fiir Sie als zukiinftige Mathematiker. Machen Sie sich Folgendes klar:

e A = B ist jedenfalls immer dann wahr, wenn A falsch ist.

e A = B ist auch immer dann wahr, wenn B wahr ist.
e A = B kann nur dann falsch sein, wenn A wahr, aber B falsch ist.

Wir verwenden manchmal die Schreibweise ,, 1 fiir das Fualsum, also eine stets
falsche Aussage oder einen Widerspruch. Analog gibt es die stets wahre Aussage
, 1. Dann konnen wir also schreiben

1l =B und A=T gelten stets.

Fir die Lateiner unter Ihnen: Die erste dieser Tatsachen ist auch unter dem
schonen Namen Ez falso quodlibet bekannt.

Folgende Schlussweise ist nicht erlaubt:

Wir wollen A zeigen. Also nehmen wir einmal an, dass A stimmt.
Dann miisste auch B gelten. B ist aber richtig, also muss auch A
gelten.

(In der Bildschirmversion erscheint der folgende Text in blau. Diese Farbe wird
fiir Beispiele verwendet.)

Als Beispiel: Wir wollen 0 = 1 zeigen. Dazu formen wir um: Aus 0 = 1 folgt
durch Verdoppeln 0 = 2, dann durch Subtraktion von 1 auf beiden Seiten —1 =1,
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schliellich durch Quadrieren 1 = 1, was offensichtlich stimmt. Also gilt auch die
urspriingliche Gleichung 0 = 1.

Hier ist alles korrekt bis auf das ,,Also* im letzten Satz, denn der Schluss von
A = B und B auf A ist nicht moglich.

Der Schluss von A = B und A auf B ist hingegen sehr wohl moglich und stellt eine
der grundlegenden Schlussweisen in Beweisen dar. Haufig ist , A = B* ein mathe-
matischer Satz, der angewendet werden soll. Wir weisen nach, dass die Vorausset-
zung A gilt, und kénnen dann auf B schliefen. Die Korrektheit dieses Schlusses
driickt sich darin aus, dass die Aussage

(A= B)NA)=B
stets wahr ist. So eine Aussage heifit auch eine Tautologie. In den Tautologien
(ANB) = A, A= (AVB) und (A< B)< (A= B)AN(B=A))

verbergen sich weitere Schlussregeln. Die letzte davon zeigt, dass man eine Aqui-
valenz A < B dadurch beweisen kann, dass man die beiden Implikationen A = B
und B = A nachweist. Das wird uns héufig begegnen.

Wie zeigt man, dass eine Verkniipfung von Aussagen eine Tautologie ist? Das kann
man mit Hilfe von Wahrheitstafeln tun, indem man alle méglichen Kombinationen
von Wahrheitswerten der beteiligten Grundaussagen ausprobiert. Zum Beispiel:

A B|A=B|(A=BANA|(A=B)ANA) =B

* W w * W
W F F F W
F F W F W

Der Stern x steht dabei fiir einen nicht festgelegten Wahrheitswert; wir nutzen
aus, dass die Implikation C' = B immer wahr ist, wenn B wahr ist.

Weitere wichtige Schlussregeln kommen aus den Tautologien
-Ae (A= 1) und (A= B) < (-B=-A).

Die erste besagt, dass man die Negation von A dadurch beweisen kann, dass man
die Annahme, dass A gilt, zum Widerspruch (,, L“) fiihrt. Die zweite ist der klas-
sische Widerspruchsbeweis: Um die Implikation A = B zu zeigen, nehme ich A
an und will B zeigen. Fiir den Widerspruchsbeweis nehme ich nun an, dass B
falsch ist (also dass =B gilt) und leite daraus den Widerspruch —=A zu A ab. Das
zeigt, dass =B unter der Annahme A nicht gelten kann, also muss B richtig sein.
Die Implikation =B = —A wird auch die Kontraposition der zu ihr dquivalenten
Implikation A = B genannt.

Hier sind ein paar weitere Tautologien, an denen Sie sich versuchen konnen. Sie
zeigen, wie man eine Negation in andere Verkniipfungen , hineinziehen® kann.

-(AANB) < (nAV-B), —(AVB)< (mnAAN-B), —(A= B)< (AAN-B).
Die ersten beiden davon sind als de Morgansche Regeln bekannt.

Als ein weiteres Beispiel mochte ich Thnen vorfiithren, dass

(A=B)AN(B=C))= (A=)

DEF
Tautologie

DEF
Kontra-
position
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eine Tautologie ist.

A B C|A=>B|B=C|(A=BAB=C)|A=>C|(..)=>A=C0)
F % x W * * W W
x  x W * w * W w
W W F w F F F wW
W F F| F w F F W

Das entspricht einer Schlusskette: Wenn wir aus A folgern kénnen, dass B gilt,
und aus B, dass C' gilt, dann ist es auch richtig, dass aus A die Richtigkeit von C
folgt. Man kann also den Beweis von ,A = C* zerlegen in Beweise von ,A = B*
und von ,B = C“. Wenn man einen solchen Beweis aufschreibt, schreibt man
dann auch einfach

A= B=C

oder

A= B =By=...= B, = C,

wenn es liber mehrere Zwischenschritte geht.

Warnung. Die Notation ,,A = B*“ kann zweierlei bedeuten:

e Die Aussage ,,aus A folgt B*, und

e den Beweisschritt ,,wir schliefen von A auf B“, der die als wahr bekannte Aus-
sage A = B verwendet.

Eigentlich wire es besser, dies auch in der Schreibweise zu unterscheiden, etwa
indem man ein anderes Symbol (wie zum Beispiel ~) fiir Beweisschritte verwendet.
Allerdings sind beide Verwendungen von ,, = ziemlich {iblich, und so werden wir
hier auch beide benutzen.

Manche Teile dieses Skripts sind — wie hier — kleiner gedruckt. Dort wird Material
behandelt, das iiber den eigentlichen Stoff der Vorlesung hinaus geht, aber vielleicht fiir
den Einen oder die Andere von Thnen interessant ist.

Hier geht es um die Frage, ob es schwierig ist, fiir eine gegebene aussagenlogische Formel
zu entscheiden, ob sie eine Tautologie ist. Wir haben ja gesehen, dass man mit Hilfe einer
Wahrheitstafel immer feststellen kann, ob eine Tautologie vorliegt oder nicht. Allerdings
gibt es, wenn n verschiedene elementare Aussagen (wie A und B oben) beteiligt sind,
2™ mogliche Kombinationen von Wahrheitswerten, die iiberpriift werden miissen. Diese
Zahl wiichst sehr schnell mit n: 299 = 1267 650 600 228 229 401 496 703 205 376 (,,expo-
nentielles Wachstum*), sodass es praktisch unmoglich ist, alles durchzuprobieren. Auf
der anderen Seite haben wir gesehen, dass man oft mehrere Moglichkeiten zusammen-
fassen kann, sodass man sich fragen kann, ob es auch eine einigermaflen effiziente (also
mit vertretbarem Aufwand durchfithrbare) Methode gibt. Solche Fragen werden von der
Komplexititstheorie studiert, die im Bereich zwischen mathematischer Logik und theore-
tischer Informatik angesiedelt ist. Im vorliegenden Fall ist die Antwort , wahrscheinlich
Nein“: Das eng verwandte Erfiillbarkeitsproblem ist NP-vollstindig (eine Aussage ist
genau dann nicht erfiillbar, wenn ihre Negation eine Tautologie ist), und fiir solche Pro-
bleme sind keine effizienten Losungsverfahren (Algorithmen) bekannt. Die Frage danach,
ob es tatsichlich keine g¢ibt, ist der Inhalt des ,,P = NP7“-Problems, fiir dessen Losung
man eine Million Dollar bekommen wiirde.
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2.B Mengen.

Ich setze voraus, dass Sie in der Schule gelernt haben, mit Mengen umzugehen.
Daher werde ich mich auf eine kurze Wiederholung bzw. Einfiihrung von Schreib-
weisen und grundlegenden Operationen und Rechenregeln beschranken.

Endliche Mengen kénnen durch Aufzédhlung ihrer Elemente angegeben werden:

{1,2,4,8y,  {{1},{1,2}}.

Beachte: die Elemente einer Menge kénnen selbst wieder Mengen sein. Sehr wich-
tig ist die leere Menge, die {} geschrieben werden kann. Es ist aber die Schreibweise
() allgemein gebriuchlich; wir werden uns ebenfalls daran halten. Wir schreiben
Lo € M fiir die Aussage ,,x ist Element der Menge M*“ und ,x ¢ M* fiir ihre
Negation. Zum Beispiel ist z € () stets falsch, da die leere Menge keine Elemente
hat. Zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente haben. Insbesondere
kommt es nicht darauf an, wie oft man ein Element auffiihrt:

{1,1,2,2,2,3} = {1,2,3}.

Man kann Mengen auch durch Angabe der Eigenschaften beschreiben, die ihre
Elemente haben, wie zum Beispiel

{n | n ist Primzahl} .

(Statt des senkrechten Strichs ,,|“ ist auch ein Doppelpunkt ,:¢ gebréuchlich.) Es
gibt Symbole fiir gewisse héufig benotigte Mengen, wie

e die Menge N = {0,1,2,3,...} der natirlichen Zahlen,

e die Menge Z ={...,—-3,-2,-1,0,1,2,3,...} der ganzen Zahlen,
o die Menge Q = {¢ | a,b € Z,b # 0} der rationalen Zahlen und

e die Menge R der reellen Zahlen.

Warnung. Die Definition von N ist in der Literatur nicht einheitlich; sehr haufig
wird auch N = {1,2,3,...} (also ohne die Null) gesetzt. Hier gibt es kein Rich-
tig oder Falsch; letzten Endes ist das eine Geschmacksfrage. Fiir mich sind die
natiirlichen Zahlen gerade die Méchtigkeiten (die Machtigkeit einer Menge ist die
Anzahl ihrer Elemente) von endlichen Mengen, und da die leere Menge endlich ist,
sollte auch die Null eine natiirliche Zahl sein.

2.1. Definition. Eine Menge T heifit Teilmenge der Menge M, kurz T" C M,
wenn jedes Element von 7' auch ein Element von M ist. Man beachte, dass der
Fall T" = M hier erlaubt ist. Um auszudriicken, dass T eine echte Teilmenge
von M ist (also Teilmenge von M, aber nicht ganz M), schreiben wir T C M.
Statt M C N kann man auch N D M schreiben. Die Teilmengenbeziehung heifit
auch Inklusion. &

Warnung. Die Schreibweise wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet;
oft findet man 7" C M fiir echte Teilmengen und 7" C M fiir beliebige Teilmengen.
Machen Sie sich solche Unterschiede bewusst, wenn Sie Lehrbiicher benutzen!

Einfache Beispiele von Teilmengen sind die leere Menge, die Teilmenge jeder Men-
geist: ) C M, und natiirlich ist jede Menge Teilmenge von sich selbst: M C M. Fiir
die oben eingefiithrten Zahlenmengen haben wir die Beziehungen N C Z C Q C R.

DEF
0, xe M

DEF
M =N

DEF
N,Z,Q,R

DEF
Teilmenge

O



BSP
Potenzmenge

DEF
MUN

MNON

M\ N

SATZ
Eigensch.
Mengen
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2.2. Definition. Die Menge aller Teilmengen von M heifit die Potenzmenge
von M; wir schreiben

PM)=A{T|T c M}
dafiir. O

2.3. Beispiel. Zum Beispiel gilt

PO) ={0}, PH0}) ={0,{0}} wnd P({12})={0,{1},{2},{1,2}}. &

An dieser Stelle gleich noch ein wichtiger Hinweis:

e Man muss sorgfiiltig zwischen Mengen und ihren Elementen unterscheiden. Zum
Beispiel haben ,a € M*“ und ,,a C M* vollig verschiedene Bedeutungen.

e Besonders schwer fillt die Unterscheidung zwischen dem Element a und der
Einermenge {a}. Es ist sehr wichtig, sich diese Unterschiede gleich zu Beginn
klar zu machen!

Auf der anderen Seite ist a € M dquivalent zu {a} C M — wenn man also beides
falsch macht, wird es wieder richtig.

Mengen konnen miteinander verkniipft werden:

2.4. Definition. Seien M und N zwei Mengen.

(1) Die Vereinigung von M und N ist
MUN={z|zeMVzeN}.

(2) Der Durchschnitt oder die Schnittmenge von M und N ist
MNN={z|ze MAzeN}.
Zwei Mengen, deren Durchschnitt leer ist (M N N = (), heiflen disjunkt.
(3) Die Mengendifferenz von M und N ist
M\N={zx|zeMAMAnxz¢N}.

Sie besteht aus den Elementen von M, die keine Elemente von N sind. <

Fiir diese Verkniipfungen gelten gewisse Rechenregeln und es gibt Beziehungen
zum Begriff der Teilmenge. Ich werde hier einige davon angeben und auch bewei-
sen; andere konnen Sie sich selbst herleiten, was eine gute erste Ubung darstellt,
einfache Beweise zu fithren. Einige solche Aufgaben finden Sie auf dem Ubungs-
blatt. (In der Bildschirmversion des Skripts erscheint der folgende Text in rot.
Diese Farbe kennzeichnet mathematische Sétze oder Lemmata (Hilfssétze).)

2.5. Satz.

(1) Es gilt fur alle Mengen M und N, dass M genau dann eine Teilmenge
von N ist, wenn die Mengen M U N und N dbereinstimmen.:

MCN < MUN=N.
(2) Fiir je zwei Mengen X und Y gilt das ,Absorptionsgesetz*
(XNY)uY =Y.
(3) Fir alle Mengen A, B, C gilt das ,Distributivgesetz*
(ANB)UC =(AUC)N(BUC(C).

DEF
Potenzmenge
P(M)
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Es gelten auch die analogen folgenden Aussagen, die wir hier aber nicht beweisen
werden:

(1)

(2)

(3)
(In der

Fiir alle Mengen M und N gilt M CN < MNN =M.
Fiir je zwei Mengen X und Y gilt (XUY)NnY =Y.
Fiir alle Mengen A, B,C gilt (AUB)NC =(ANC)U(BNC(C).

Bildschirmversion des Skripts erscheint der folgende Text in dunkelrot.

Diese Farbe kennzeichnet Beweise.)

Bewezs.

(1)

Zu zeigen ist eine Aquivalenz A < B. In den meisten Fillen ist es am
besten, den Beweis in zwei Teile, ndmlich den Beweis von A = B und den
Beweis von B = A, zu zerlegen.

»,=: (D.h., wir beweisen die Richtung ,von links nach rechts®, also die
Aussage M C N = M UN = N.) Wir setzen voraus, dass M eine Teil-
menge von N ist, und wir miissen zeigen, dass M U N = N ist. Dies ist
wiederum eine Aquivalenz, ndmlich die Aussage z € MUN < z € N. Wir
zerlegen den Beweis wieder in zwei Schritte:

~MUN C N“: Sei x € M UN. (Das ist die iibliche Formulierung dafiir,
dass man annimmt, dass x € M U N richtig ist.) Das bedeutet nach Defi-
nition x € M oder x € N. Im ersten Fall (x € M) folgt z € N, da nach
Voraussetzung M Teilmenge von N ist. Im zweiten Fall gilt € N bereits.

»N C M UN*“: Das gilt immer, denn aus x € N folgt t € M Vx € N.

Damit ist die Gleichheit M U N = N gezeigt und der Beweis der einen
Richtung beendet.

,<=": (Jetzt beweisen wir die Richtung ,von rechts nach links“, also die
Aussage M UN = N = M C N.) Es gelte M UN = N. Zu zeigen ist
M C N, also die Implikation x € M = x € N. Sei also x € M. Dann ist
auch x € M U N, aber M UN = N, also folgt x € N. Damit ist gezeigt,
dass M eine Teilmenge von N ist.

Es ist eine Gleichheit von Mengen zu beweisen. Wir haben eben schon
gesehen, dass das eine Aquivalenz a € (X NY)UY < a € Y ist, die man
in der Regel am besten in zwei Implikationen aufspaltet. In diesem Fall
verwenden wir haufig folgende Kurzschreibweise:

»C“: (Wir beweisen die Inklusion (X NY)UY CY.)Seia e (XNY)UY.
Das bedeutet a € XNY oder a € Y. Der zweite Fall (a € Y) ist gerade, was
wir zeigen wollen. Im ersten Fall gilt a € X und a € Y, also insbesondere
(ein Wort, das Mathematiker gerne verwenden) wieder a € Y.

» D% (Wir beweisen die Inklusion (XNY)UY DY, alsoY C (XNY)UY.)
Sei a € Y. Dann gilt die schwéchere Aussage ,a € X NY oder a € Y,
und das bedeutet gerade a € (X NY)UY.

Alternativ kann man auch argumentieren, dass Aussage (2) aus Aussage (1)
folgt, wenn man dort M = X NY und N =Y setzt, denn die Inklusion
XNY CY, die dann auf der linken Seite der Aquivalenz steht, ist immer
richtig.

Wie eben teilen wir den Beweis der Gleichheit zweier Mengen auf in die
Teile ,,C*“ und ,,D“.
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,C“: Sei s € (AN B)UC. Das bedeutet s € AN B oder s € C. Im ersten
Fall gilt s € A und s € B, daraus folgt s € AUC und s € BUC und damit
s € (AUC)N(BUC). Im zweiten Fall (also s € C') gilt ebenfalls s € AUC
und s € BUC, also folgt auch in diesem Fall s € (AUC)N(BUC). Damit
ist die Inklusion (AN B)UC C (AUC)N(BUC) gezeigt.

,D“ Seise (AUC)N (BUC). Das bedeutet s € AUC und s € BUC.
Die erste dieser Aussagen heifit s € A oder s € C. Wenn s € C ist, dann
ist auch s € (AN B)UC. Wenn s ¢ C ist, dann muss s € Aund s € B
sein, also ist s € AN B und damit auch s € (AN B)UC. Q

Beachten Sie, dass wir in einigen der obigen Beweise eine Fallunterscheidung be-
nutzt haben. Dahinter stecken die Tautologien

(A=C)AN(B=0)=(AvB)=20C),
die man benutzt, um eine Implikation der Form (A V B) = C zu zeigen, und
(A= B)AN(-A= B))= B,

die die klassische Fallunterscheidung darstellt: Wenn ich B sowohl unter der An-
nahme, dass A gilt, als auch unter der Annahme, dass A nicht gilt, zeigen kann,
dann muss B richtig sein.

Da die Aussagen, die wir hier bewiesen haben, durch aussagenlogische Verkniipfungen
aus endlich vielen ,, Elementaraussagen“ der Form z € M zusammengesetzt sind, konnten
wir sie auch durch Aufstellen einer Wahrheitstafel beweisen. Zweck der Ubung sollte aber
sein, zu einer gewissen Fingerfertigkeit im logischen Schliefen zu kommen, denn spéter
wird es meistens nicht mehr moéglich sein, Beweise rein aussagenlogisch zu fithren.

2.C Pradikatenlogik.

Nun hat man es in der Mathematik nicht nur mit einfachen Aussagen zu tun, die
man irgendwie verkniipft, sondern in aller Regel hdngen die Aussagen noch von
gewissen Parametern oder Variablen ab. Ein typisches Beispiel ist die Aussage
Lo € M* deren Wahrheitswert davon abhéngt, wofiir z und M stehen. (Man
nennt solche parameterabhéngigen Aussagen manchmal Aussageformen, weil sie
erst dadurch zu einer Aussage mit festgelegtem Wahrheitswert werden, dass man
den Parametern Werte zuweist. Auch der Begriff Pradikat ist gebrauchlich, was die
Bezeichnung ,, Pradikatenlogik“ erklért.) Um aus solchen von Variablen abhéngigen
Aussagen wiederum Aussagen zu machen, die nicht mehr von (einigen oder allen)
Variablen abhéngen, gibt es im Wesentlichen zwei Moglichkeiten. Sei dafiir A(z)
eine (moglicherweise) von der Variablen x abhéngige Aussage.

e Wir machen die Aussage ,,fiir alle z gilt A(x)* oder kurz ,Va: A(z)“.
e Wir machen die Aussage ,es gibt ein x, sodass A(zx) gilt* oder kurz

Ldr: A(z)“.

Im Fachjargon spricht man von Quantifizierung, da man eine Aussage dariiber
macht, fiir wie viele z (alle oder wenigstens eines) A(x) stimmt. In diesem Zusam-
menhang heiflen die Symbole V und 3 auch Quantoren, genauer Allquantor (V)
und Existenzquantor (3).

In der Praxis kommen fast nur die Kombinationen
Ve:xz e M = A(x) und dr:x e M AA(x)
vor, die man dann zu

Ve e M: Ax) Hfiir alle x € M gilt A(x)“
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und
dr e M: A(z) »es gibt ein x € M mit A(x)“
abkiirzt. An der ausfiihrlicheren Form oben erkennt man, dass

Ve e (: A(z)

immer wahr ist, denn die Voraussetzung x € () in der Implikation ,z € § = A(z)*
ist falsch. Entsprechend ist

dz e 0: A(x)
immer falsch, denn es gibt ja kein Element der leeren Menge, also erst recht keines
mit zusédtzlichen Eigenschaften.

Fiir den Umgang mit den Quantoren sind folgende Regeln wichtig:

Vo e M: A(x) ist gleichbedeutend mit dr e M: —-A(x)
und

—Jz € M: A(x) ist gleichbedeutend mit Vo e M: -A(x).

Die erste zeigt, wie man eine ,, Allaussage widerlegt: Man gibt ein Gegenbeispiel
an. Das macht auch versténdlich, warum Va € (): A(z) wahr sein muss: Es gibt
kein Gegenbeispiel! Das klingt jetzt vielleicht wie esoterische Spielerei, das ist es
aber keineswegs: Es ist sehr wichtig, Grenzfille zu verstehen. Die leere Menge ist
ein typischer Grenzfall in vielen Situationen, und nur wenn Sie diesen Grenzfall
verstehen, haben Sie die Situation wirklich verstanden! Zum Beispiel gilt die auf
den ersten Blick offensichtliche Implikation

(Vz € M: A(z)) = (3z € M: A(z))

(,wenn alle Elemente von M die Eigenschaft A haben, dann hat wenigstens eines
diese Eigenschaft“) nur dann, wenn M nicht die leere Menge ist. Das zu wissen
kann einem manche Falltiiren im Beweisgeschéft ersparen.

Eine wichtige Regel ist, dass es auf den Namen der Variablen nicht ankommt:
Wenn y in A(z) nicht vorkommt, dann sind

Ve e M: A(x) und Yy e M: A(y)

dquivalent (,,gebundene Umbenennung“); analog fiir Existenzaussagen. Sie kennen
das vielleicht in dhnlicher Form von Integralen:

/bf(x)dl“:/bf(y)dy-

Sehr wichtig ist auch, dass es auf die Reihenfolge der Quantoren ankommt: Die
Aussagen

Ve e M 3y e N: Az, y) und dye NVe e M: A(z,y)

haben unterschiedliche Bedeutung — in der ersten Aussage kann das y, dessen
Existenz behauptet wird, von x abhéngen, in der zweiten Aussage gibt es ein festes
y, das fiir alle x funktionieren muss. Deswegen sollte man sich auch angewohnen,
alle Quantoren systematisch vor die Aussage zu stellen, auf die sie sich beziehen.
Etwas in der Art von

da e M: A(a,x),Yx € N

ist unbedingt zu vermeiden! Das gilt entsprechend auch fiir die Formulierung von
Aussagen in Textform.
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2.6. Beispiel.
VeeNdyeN:y>ux

(,fir jede natiirliche Zahl z gibt es eine groflere natiirliche Zahl y*) ist sicher
richtig, wahrend
JyeNVreN:y>x

(,es gibt eine natiirliche Zahl y, die groBer ist als alle natiirlichen Zahlen x*) falsch
ist. Die Variante
JreNVyeN:y>x

(,es gibt eine natiirliche Zahl z, die kleiner ist als alle natiirlichen Zahlen y*)
ist ebenfalls falsch, aber sozusagen nur knapp, denn mit ,>* statt ,,>“ wére sie
richtig (mit = = 0). &

Auf der anderen Seite sind
Vo e MYy e N: Az, y) und Vye NVre M: A(z,y)
dquivalent; deswegen kiirzt man das auch gerne in der Form
Vee M,y e N: A(z,y)

oder, falls M = N,
Va,y e M: A(z,y)
ab. Das gilt dann analog auch fiir zwei (oder mehr) Existenzquantoren.

Als Illustration dafiir, wie man Beweise von quantifizierten Aussagen fiihrt, zeige
ich jetzt, dass es unendlich viele gerade natiirliche Zahlen gibt. Dabei lernen Sie
auch gleich eine mathematische ,, Redewendung® kennen, mit der man ausdriicken
kann, dass es unendlich viele natiirliche Zahlen mit einer gewissen Eigenschaft
gibt: Man sagt, dass es zu jeder gegebenen natiirlichen Zahl eine groflere gibt, die
die Eigenschaft hat.

Behauptung: Vm € N dn € N: n > m und n ist gerade.

Beweis. Sei m € N beliebig. Dann gilt fiir ng = 2m + 2 € N, dass ng > m
ist (denn ng = m + (m +2) und m + 2 > 0), und ny = 2(m + 1) ist gerade.
Also existiert ein n € N (ndmlich zum Beispiel ng) mit n > m und n gerade:
dn € N: n > m und n ist gerade. Da m € N beliebig war, gilt diese Aussage fiir
alle m € N. a

Man beweist also eine Allaussage Vz € M: A(x), indem man ein nicht nidher
spezifiziertes x € M betrachtet (,Sei x € M*“ — das Wort , beliebig® steht oben
nur zur Verdeutlichung und kann weggelassen werden) und fiir dieses x die Aussage
A(x) zeigt. Eine Existenzaussage v € M : A(z) kann man zeigen, indem man fiir
ein bestimmtes xo € M die Aussage A(x) beweist.

Das nennt man dann auch einen konstruktiven Existenzbeweis, weil man ein geeignetes
Element explizit angibt oder konstruiert. Alternativ kann man die dquivalente Aussage
—Vx € M: = A(z) beweisen, indem man die Annahme, dass kein x € M die Eigenschaft A
hat, zum Widerspruch fithrt. Dabei muss kein Element von M angegeben werden, das
tatsdchlich die Eigenschaft A hat. Zum besseren Versténdnis hier ein Beispiel: Sei N > 1
eine gegebene natiirliche Zahl. Sie wollen beweisen, dass N einen echten Teiler d > 1
hat, also die Aussage

dJd,meN:d>1 Am>1ANN=d-m.

Das kann man natiirlich tun, indem man einen echten Teiler d findet. Man kann aber
auch versuchen, die Negation der Aussage, ndmlich ,,V ist Primzahl“ zum Widerspruch
zu fiihren. Dazu kann man etwa den ,kleinen Satz von Fermat* verwenden, der aussagt,

BSP
V4 und 3V
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dass fiir jede Primzahl p und jede ganze Zahl a die Zahl o — a durch p teilbar ist. Wenn
Sie also eine ganze Zahl a finden, sodass @’ — a nicht durch N teilbar ist, dann folgt
daraus, dass N keine Primzahl ist, also muss N einen echten Teiler haben, ohne dass
Sie einen angeben konnen. Dieser Unterschied ist durchaus auch praktisch relevant. Es
gibt namlich effiziente Algorithmen, die feststellen, ob N eine Primzahl ist oder nicht,
aber es sind bisher keine effizienten Algorithmen bekannt, die eine zusammengesetzte
Zahl faktorisieren kénnen.

Weitere Beispiele fiir Beweise werden in grofler Zahl im Lauf der Vorlesung folgen.

An den bisherigen Beispielen von Beweisen konnen Sie jedenfalls schon sehen, dass
die Struktur der zu beweisenden Aussage die Struktur des Beweises vorgibt: Bis zu
einem gewissen Grad gibt es auch fiir das Beweisen Rezepte, die man anwenden
kann!

2.D Geordnete Paare und kartesische Produkte.

Héufig mochte man mit zwei (oder vielleicht auch mehr, siche unten) Elementen
von verschiedenen Mengen gemeinsam arbeiten, wobei es auf die Reihenfolge an-
kommt. (Wenn die Reihenfolge keine Rolle spielt, also bei ungeordneten Paaren,
kann man Zweiermengen {a, b} verwenden.) Dazu fithrt man geordnete Paare ein:

2.7. Definition. Sind a und b Elemente irgendwelcher Mengen, dann steht (a, b)
fiir das daraus gebildete geordnete Paar. Die wesentliche Eigenschaft dieser geord-
neten Paare ist, dass zwei solche Paare genau dann gleich sind, wenn sie in beiden
Komponenten iibereinstimmen:

(a,b) = (z,y) < (a=zundb=y). &

Man kann geordnete Paare innerhalb der Mengenlehre definieren, indem man

(a,0) = {{a}, {a, b}}
setzt. (Man beachte den Sonderfall (a,a) = {{a}}.) Man muss dann zeigen, dass die so
definierten Paare die obige Eigenschaft haben. Das sollten Sie als Aufforderung begreifen!

2.8. Definition. Sind M und N zwei Mengen, dann schreibt man
M x N={(m,n)|meMmneN}

(lies , M kreuz N*¢) fiir die Menge der geordneten Paare, deren erste Komponente
aus M und deren zweite Komponente aus N kommt; die Menge M x N heifit das
kartesische Produkt der Mengen M und N. &

(,Kartesisch“ leitet sich vom latinisierten Namen Cartesius des Mathematikers

und Philosophen (,,cogito ergo sum*: ,ich denke, also bin ich“) René Descartes
ab.)

2.9. Definition. Analog zu Paaren kann man (geordnete) Tripel (a,b,c), Qua-
drupel (a,b,c,d), Quintupel (a,b,c,d, e), Sextupel (a,b,c,d, e, f) und ganz allge-
mein n-Tupel (ay,as,...,a,) einfiihren und kartesische Produkte mit mehr als
zwei Faktoren definieren, zum Beispiel

Ax BxCxD={(a,bc,d)|ac A,be B,ce C,de D}.

Die Gleichheit zweier n-Tupel (aq,as,...,a,) und (by,bs,...,b,) definiert man
analog zur Gleichheit von Paaren:

(al,ag,...,an):(bl,b2,...,bn) <— a;=bNaz=byAN...Na, =b,.

DEF
geordnetes
Paar (a,b)

DEF
M x N

R. Descartes
(1596-1650)

DEF

Tripel, ...
n-Tupel

My x---x M,
MTL



BSP
kartesische
Produkte

DEF

Abbildung
=

M—L N

Bild

Urbild

14

Einen wichtigen Spezialfall des allgemeinen kartesischen Produkts erhalten wir,
wenn alle beteiligten Mengen iibereinstimmen. Dann schreibt man kurz M? fiir
M x M, M3 fiir M x M x M und allgemein

Mn:{(m17m27"'7mn)‘m17m27"'7mn€M}

fiir die Menge der n-Tupel, deren Komponenten aus der Menge M kommen. Fiir
n = 1 haben wir “1-Tupel”; wir setzen (a) = a, damit ist dann M' = M. Fiir
n = 0 gibt es das (eindeutig bestimmte) Nulltupel (), und M° = {()} ist eine
einelementige Menge.

2.10. Beispiele. Zum Beispiel ist R? die Menge der Paare reeller Zahlen. Wenn
man die Komponenten als z- und y-Koordinate interpretiert, dann kann man R?
als die Menge der Punkte der Ebene auffassen, und entsprechend R? als die Menge
der Punkte des (dreidimensionalen) Raumes. Diese Mengen und ihre allgemeine-
re Form R"™ werden uns bald wieder als Standardbeispiele von ,, Vektorraumen*
begegnen. s

2.E Abbildungen.

Der (vorlaufig) letzte wichtige Begriff, den wir einfiihren miissen, ist der der Ab-
bildung zwischen zwei Mengen.

2.11. Definition. Seien M und N zwei Mengen. Dann ist eine Abbildung f von M
nach N eine Vorschrift, die jedem x € M ein eindeutig bestimmtes y € N zuord-
net; fiir dieses y schreiben wir dann f(z) (,,f von z*). Wir schreiben

f:M— N
oder, wenn wir die Abbildungsvorschrift angeben wollen,
f:M— N, z— f(z),

wobei statt ,, f(x)* meistens eine konkrete Formel oder Ahnliches steht. Beachten
Sie die beiden unterschiedlichen Pfeile ,,—* und ,,—“! Der erste steht zwischen
den Mengen M und N, der zweite zwischen den Elementen x € M und f(z) € N.
f(z) € N heiit dann das Bild von x € M unter f. Gilt f(x) = y fiir ein y € N,
dann heiflt x ein Urbild von y unter f. Man beachte: Es ist durchaus moglich, dass
ein y € N kein Urbild oder viele verschiedene Urbilder unter f hat.

Héufig (vor allem in der Analysis) verwendet man auch das Wort Funktion fiir
Abbildung (was die hiufig verwendete Bezeichnung , f“ fiir Abbildungen erklért).

¢

Mit ,,Vorschrift® ist hier nicht gemeint, dass das Bild von z unter f durch einen
Rechenausdruck oder so etwas gegeben sein muss. Es kommt nur darauf an, dass
jedem v € M genau ein f(x) € N zugeordnet ist. Man kann sich f als eine
,,Black Box“ vorstellen, die einem, wenn man ein x € M hineinsteckt, ein Element
f(z) € N herausgibt (und zwar fiir dasselbe = immer dasselbe f(z)):

M>z f f(z)e N

(Die Pfeile hier dienen nur der Illustration und sind nicht Teil der oben eingefiihr-
ten Notation f: M — N, z — f(x).)
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2.12. Definition. M heifit die Definitionsmenge, der Definitionsbereich oder die
Quelle der Abbildung f: M — N, N dementsprechend der Wertebereich oder
das Ziel von f. Wichtig ist dabei, dass zur Angabe einer Abbildung immer auch
Quelle und Ziel gehoren; die Abbildungsvorschrift alleine geniigt nicht.

Zwei Abbildungen f und g sind genau dann gleich (und man schreibt f = g),
wenn ihre Definitions- und Wertebereiche iibereinstimmen und fiir alle Elemen-
te = des Definitionsbereichs gilt f(z) = g(x): Abbildungen sind (bei gegebenem
Definitions- und Wertebereich) durch ihre Werte festgelegt.

Wir schreiben Abb(M, N) fiir die Menge aller Abbildungen mit Definitionsbe-
reich M und Wertebereich N. O

Der Wertebereich N von f ist von der Wertemenge oder Bildmenge
{f(z) |ze M} CN

von f zu unterscheiden. Die Bildmenge kann eine echte Teilmenge des Wertebe-
reichs sein.

2.13. Beispiele. Beispiele von Abbildungen sind
nR—DR, x+—0
(die Nullfunktion; es gilt n(z) = 0 € R fiir alle z € R),
pR—R, z+—2°—222+2-5

(eine Polynomfunktion; es gilt zum Beispiel p(1) = p(0) = —5),

1 falls x > 0,
s:R—{-1,0,1}, z+—<0 fallsz=0,
—1 fallsxz <0

(die Vorzeichenfunktion). Fiir eine beliebige Menge M gibt es die ,, Einermengenab-
bildung*

e: M — P(M), x— {z}.
Zum kartesischen Produkt M x N gehoren die Projektionsabbildungen
pry: M x N — M, (a,b)—a und pry: M x N — N, (a,b)—b.
Ist T" eine Teilmenge von M, dann hat man die Inklusionsabbildung

12T — M, x+— .

Fiir jede Menge X gibt es (als Spezialfall der Inklusionsabbildung) die identische
Abbildung oder kurz Identitdt

dy: X — X, z+—ux,

die jedes Element von X auf sich selbst abbildet. Als Grenzfille haben wir fiir jede
Menge X genau eine Abbildung () — X; eine Abbildung X — @ gibt es jedoch
nur dann, wenn X selbst die leere Menge ist, denn wenn X ein Element x hat,

konnte es auf kein Element abgebildet werden (denn die leere Menge hat keine
Elemente). &

Wenn Sie den Begriff ,, Vorschrift“, den wir oben verwendet haben, zu schwammig finden,
dann erfahren Sie hier, wie man den Abbildungsbegriff auf eine solide Grundlage stellen
kann. Man greift dazu auf die Mengenlehre zuriick und identifiziert eine Abbildung
f: M — N mit ihrem Graphen

L(f)={(z, f(z)) | xre M} C M x N.

DEF
Bildmenge

BSP
Abbildungen

px) /
1
1 X

DEF
Projektion

DEF
Inklusionsabb.

DEF
Identitat id x
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(Das verallgemeinert die Funktionsgraphen von Funktionen R — R, die Sie aus der
Schule kennen.) Dann kann man sagen, dass eine Teilmenge F' C M x N genau dann
einer Abbildung f: M — N entspricht, wenn die Bedingungen

Vee M 3Jye N: (x,y) € F

und
Ve € M Vy1,y2 € N: ((z,y1) € FA(x,y2) € F) = y1 =2

erfiillt sind. Die erste Bedingung driickt aus, dass jedes x € M auf ein Element von N
abgebildet werden muss, und die zweite Bedingung sagt, dass es hdchstens ein solches
Element von N gibt.

Es gibt gewisse wichtige Eigenschaften, die eine Abbildung haben kann oder nicht.

2.14. Definition. Sei f: M — N eine Abbildung.

(1) f heiit injektiv oder eine Injektion, wenn f keine zwei verschiedenen Ele-
mente von M auf dasselbe Element von N abbildet:
Vi, xp € M: f(x1) = f(22) = 21 = 22

(So weist man auch nach, dass f injektiv ist: Man nimmt an, zwei Elemente
hétten dasselbe Bild unter f und zeigt dann, dass diese beiden Elemente
gleich sein miissen.)

(2) f heiit surjektiv oder eine Surjektion (das ,sur® ist franzosisch fir ,auf*,
daher ist die korrekte Aussprache ,Biir*), wenn jedes Element von N als
Bild unter f eines Elements von M auftritt:

Vye NIz e M: f(x) =y

(3) f heifit bijektiv oder eine Bijektion, wenn f sowohl injektiv als auch sur-
jektiv ist. %

Man kann das auch so ausdriicken:
e f ist genau dann injektiv, wenn jedes Element von N héchstens ein Urbild
unter f hat.

e f ist genau dann surjektiv, wenn jedes Element von N mindestens ein Urbild
unter f hat.

e f ist genau dann bijektiv, wenn jedes Element von N genau ein Urbild unter f
hat.

2.15. Definition. Sei f: M — N bijektiv. Wir definieren dann eine Abbildung
f~': N — M dadurch, dass wir fiir f~!(y) das eindeutig bestimmte x € M mit
f(x) = y nehmen. Diese Abbildung f~! heifit die Umkehrabbildung oder inverse
Abbildung von f. Eine bijektive Abbildung f: X — X heifit auch eine Permutation
von X. &

2.16. Beispiele. Wir schreiben R fiir die Menge {x € R | > 0} der nichtne-
gativen reellen Zahlen. Dann gilt:

(1) fi: R — R, x — 2%, ist weder injektiv noch surjektiv, denn es gilt zum
Beispiel fi(1) = fi(—1) =1 und —1 € R hat kein Urbild.

(2) f2: Rsg = R, x +— 22, ist injektiv, aber nicht surjektiv.

(3) f3: R — Rsq, z — 22, ist surjektiv, aber nicht injektiv.
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(4) f41 RZO — Rzo, T = x2, ist leekth
Die Umkehrabbildung ist f;': Rsg — Rsg, 7+ /7.

Daran sieht man auch sehr schon, dass Definitions- und Wertebereich wesentlich
fiir eine Abbildung sind. Weitere allgemeine Beispiele sind:

(5) Fiir jede Menge M ist die identische Abbildung id,; bijektiv.

(6) Fiir jede Menge M ist die ,leere Abbildung“ () — M injektiv.

(7) Jede Abbildung {a} — M ist injektiv.

(8) Eine Abbildung M — {a} ist genau dann surjektiv, wenn M nicht leer ist.
(9)

9) Die Einermengenabbildung e: M — P(M) ist injektiv, aber nicht surjektiv
(Letzteres, weil zum Beispiel die leere Menge kein Urbild hat). s

Abbildungen konnen verkniipft werden, indem man sie ,, hintereinanderschaltet*:

2.17. Definition. Sind f: X — Y und ¢g: Y — Z Abbildungen, sodass der
Wertebereich von f mit dem Definitionsbereich von g iibereinstimmt, dann kann
man die zusammengesetzte Abbildung g o f: X — Z bilden, die x € X auf

g(f(x)) € Z abbildet:

r—=| [ |—= f() g 9(f(x)) ¢

Man muss sich merken, dass in g o f die Abbildung f zuerst ausgefithrt wird,
obwohl sie hinter g steht. Die Sprechweise ,,g nach f* fiir g o f hilft dabei.

Diese Verkniipfung oder Komposition von Abbildungen hat einige wichtige Eigen-
schaften:

2.18. Satz.

(1) Sind f: W — X, g: X = Y und h:' Y — Z Abbildungen, dann gilt
(hog)of=ho(go f). Man lisst deswegen meistens die Klammern weg
und schreibt ho go f.

(2) Ist f: X =Y eine Abbildung, dann gilt
fOidX:f und ldyof:f

(3) Sind f: X — Y und g: Y — Z injektive Abbildungen, dann ist auch
go f: X = Z injektiv.

(4) Sind f: X = Y und g: Y — Z surjektive Abbildungen, dann ist auch
go f: X — Z surjektiv.

(5) Ist f: X — 'Y bijektiv mit Umkehrabbildung f~': Y — X, dann gilt
fﬁlofzidX und foffl =idy .

(6) Sind f: X =Y und g: Y — Z zwei Abbildungen, dann gilt

go [ injektiv = [ injektiv und go [ surjektiv = g surjektiv.

(7) Ist f: X — Y eine Abbildung, dann ist f genau dann injektiv, wenn X
leer ist oder es eine Abbildung g: Y — X mit go f =idx g¢ibt.

(8) Ist f: X — Y eine Abbildung, dann ist f genau dann surjektiv, wenn es
eine Abbildung g: Y — X gibt mit f o g = idy-.
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(9) Ist f: X — Y eine Abbildung, dann ist f genau dann bijektiv, wenn es
eine Abbildung g: Y — X gibt mit go f =idx und f o g = idy.

Man kann also auf (mindestens) zwei verschiedene Arten beweisen, dass eine Ab-

bildung f: X — Y bijektiv ist:

e Man weist nach, dass f injektiv und surjektiv ist, oder

e man findet einen Kandidaten g fiir die Umkehrabbildung und rechnet nach, dass
gof:idX undfog:idy ist.

In vielen Féllen ist die zweite Methode einfacher durchzufiihren.

Beweis.

(1) Erst einmal ist klar, dass die Abbildungen den gemeinsamen Definitions-
bereich W und den gemeinsamen Wertebereich Z haben. Die Aussage
s(hog)of=ho(go f)* bedeutet dann

Yw e W ((hog) of)(w) = (ho (gof))(w).
Sei also w € W. Dann ist

((hog)o f)(w) = (hog)(f(w)) = h(g(f(w)))

und ebenso

(ho(gof))(w)=nh((go f)(w)) =h(g(f(w))),
also gilt die behauptete Gleichheit fiir w. Da w € W beliebig war, gilt die
Gleichheit fiir alle w € W.

w—=| [ |— f(w) g 9(f(w)) h hg(f(w)))

(2) In beiden Féllen haben alle beteiligten Abbildungen denselben Definitions-
bereich X und denselben Wertebereich Y. Fiir z € X gilt

(f eidx)(z) = f(idx(2)) = f(x),
also ist foidy = f, und

(idy of)(z) = idy (f(2)) = f(=),
also ist auch idy of = f.

(3) Ubung.

(4) Ubung.

(5) Die Definitions- und Wertebereiche stimmen jeweils iiberein. Fir z € X
gilt f7'(f(xz)) = = = idx(z) nach Definition der Umkehrabbildung, also
ist f7lof=1idyx. Firy € Y gilt f(f~'(y)) = y = idy(y) ebenfalls nach
Definition der Umkehrabbildung, also ist f o f~! = idy.

(6) Wir nehmen an, dass g o f injektiv ist; wir miissen zeigen, dass auch f
injektiv ist. Seien dazu x1, 2 € X mit f(z1) = f(x2). Dann folgt

(g0 f)(z1) = g(f(z1)) = g(f(z2)) = (g o f)(z2),
und weil g o f injektiv ist, muss x; = x5 sein. Damit ist gezeigt, dass f
injektiv ist.
Jetzt nehmen wir an, dass go f surjektiv ist; wir miissen zeigen, dass auch
g surjektiv ist. Sei dazu z € Z. Da nach Voraussetzung g o f surjektiv ist,
gibt es x € X mit (go f)(z) = z. Das heifit aber g(f(z)) = 2, also gilt mit
y = f(z) € Y auch g(y) = z. Das zeigt, dass g surjektiv ist.
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(7) Zu zeigen ist die Aquivalenz
f: X =Y injektiv <= (X =0 VvV Jg€ Abb(Y, X): go f =1idx).

»,=“ Wir nehmen an, f sei injektiv. Wenn X leer ist, dann gilt die rechte
Seite. Wenn X nicht leer ist, dann sei xyg € X irgendein Element. Wir
konstruieren eine passende Abbildung ¢g: Y — X wie folgt: Sei y € Y.
Wenn es ein x € X gibt mit f(x) = y, dann setzen wir g(y) = . Da es (weil
f injektiv ist) dann genau ein solches x gibt, ist ¢g(y) eindeutig bestimmt.
Wenn es kein x € X gibt mit f(x) = y, dann setzen wir g(y) = zo. Jetzt
miissen wir nachpriifen, dass ¢ die geforderte Eigenschaft g o f = idx
hat. Definitions- und Wertebereich beider Seiten stimmen {iberein, und fiir
x € X gilt nach Definition von g, dass (g o f)(z) = g(f(x)) = = = idx(zx)
ist. Damit ist die Gleichheit der Abbildungen gezeigt.

,<"“ Wenn X = () ist, dann ist f injektiv. Wenn es g: Y — X gibt mit
gof =idy, dann ist f ebenfalls injektiv nach Teil (6), denn idy ist injektiv.

(8) ,=“: Ist f surjektiv, dann kénnen wir zu jedem y € Y ein z, € X
auswéahlen mit f(x,) = y (denn es gibt ja immer mindestens ein Urbild).
Wir setzen dann ¢(y) = z, und es folgt f o g =idy.

,<=“: Das folgt aus Teil (6), denn idy ist surjektiv.

(9) ,,=*“: Ist f bijektiv, dann hat g = f~! die verlangte Eigenschalft.
,<=": Nach Teil (7) ist f injektiv und nach Teil (8) auch surjektiv, also
bijektiv. 0

Wenn man Abbildungen definieren mochte, die von zwei (oder mehr) Elementen
moglicherweise verschiedener Mengen abhédngen, dann kann man dies unter Zu-
hilfenahme von kartesischen Produkten tun: Mochte man einem Element von M;
und einem Element von M ein Element von N zuordnen, so entspricht das einer
Abbildung M; x My — N. Zum Beispiel kann man die Addition reeller Zahlen als
eine Abbildung R x R — R, (z,y) — = + y, auffassen. Ist f: M; x My — N eine
Abbildung, dann schreibt man auch f(my, ms) fiir f((mi,ms)). Eine Abbildung
der Form M x M — M heifit auch eine Verkniipfung auf M.

SchlieBlich fithren wir noch eine weitere Interpretation und Schreibweise fiir Ab-
bildungen ein, die hdufig vorkommt.

2.19. Definition. Wenn a: I — M eine Abbildung ist, dann schreibt man dafiir
auch (a;);er und nennt das eine Familie von Elementen von M mit der Indexmen-
ge I. Dabei ist a; = a(i) der Wert der Abbildung a an der Stelle ¢ € I. Sie kennen
das von Folgen (a,)nen. Die n-Tupel, die wir vor einer Weile eingefiihrt haben,
kann man als den Spezialfall I = {1,2,...,n} einer solchen Familie betrachten.
In Analogie zur Schreibweise M" fiir die Menge der n-Tupel mit Komponenten
aus M schreibt man auch M fiir die Menge der Familien von Elementen von M
mit Indexmenge I. Das ist (bis auf die Schreibweise) nichts anderes als die Menge
Abb(I, M) der Abbildungen von I nach M. o

Der Unterschied zwischen einer Abbildung a: I — M und einer Familie (a;)ics
von Elementen von M ist lediglich einer der Perspektive:
e Bei der Abbildung interessiert man sich mehr fiir den Vorgang der Zuordnung.

e Bei der Familie interessiert man sich mehr fiir die vorkommenden Werte.

An dieser Stelle bietet es sich an, etwas mehr zur Mengenlehre zu sagen. Was wir hier
betreiben, ist ,naive“ Mengenlehre; wir machen uns hier also keine Gedanken dariiber,

DEF
Verkniipfung

DEF
Familie



.ag‘ ;
ia

B. Russell
(1872-1970)

20

welche Konstruktionen mit Mengen tatséchlich moglich oder erlaubt sind. Das fithrt
normalerweise auch nicht zu Problemen. Sie sollten aber wissen, dass die Mengenlehre
durchaus nicht so harmlos ist, wie sie einem zunéchst erscheinen mag. Wenn man bei der
Bildung von Mengen zu viel erlaubt, kommt man in Schwierigkeiten, wie die berithmte
Russellsche Antinomie zeigt. Denn dann kénnte man die ,Menge aller Mengen, die
sich nicht selbst als Element enthalten®, also M = {z | z ¢ x} konstruieren. Die
Frage, ob M ein Element von M ist, fiihrt auf einen unauflosbaren Widerspruch. (In
der Unterhaltungsmathematik gibt es die Variante mit dem Dorfbarbier, der genau die
Ménner im Dorf rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Rasiert sich nun der Barbier oder
nicht?) Um diesen Widerspruch zu vermeiden, muss man genaue Regeln formulieren,
wie man Mengen konstruieren darf. Das fithrt zur axiomatischen Mengenlehre.

Die meisten der Axiome sind recht ,harmlos®; sie besagen etwa, dass die leere Menge
existiert, dass man Einer- und Zweiermengen bilden kann, dass man immer Teilmengen
bilden kann, und dass Vereinigungsmengen und Potenzmengen existieren. Es gibt aber
ein Axiom, das Auswahlaziom, das von einigen Mathematikern abgelehnt wurde. Es be-
sagt, dass ,es zu jeder Familie nichtleerer Mengen eine Auswahlfunktion gibt®“. Genauer:
Ist (X;);er eine Familie von Mengen mit X; # () fiir alle ¢ € I, dann gibt es eine Auswahl-
funktion f: I — X, wobei X = {xz | Ji € [: x € X;} die Vereinigung aller Mengen X; ist
(die nach einem der harmlosen Axiome existiert), sodass fiir jedes i € I das Bild f(7) ein
Element von X; ist. Die Auswahlfunktion wihlt also aus jeder Menge X; ein Element
aus. Wir haben dieses Auswahlaxiom im Beweis von Teil (8) von Satz 2.18 benutzt, als
wir fiir jedes y € Y ein Urbild z, ausgewéhlt haben. Der Grund fiir die Ablehnung des
Auswahlaxioms liegt darin, dass es nicht , konstruktiv® ist: Es macht eine Existenzaus-
sage (,es gibt eine Auswahlfunktion“), sagt aber nicht, wie man eine Auswahlfunktion
bekommt. Heutzutage vertreten die meisten Mathematiker den pragmatischen Stand-
punkt, dass das Auswahlaxiom niitzlich ist und es deswegen seine Berechtigung hat. Vor
allem in der Analysis kéime man ohne das Auswahlaxiom nicht weit. Es ist bekannt, dass
die Hinzunahme des Auswahlaxioms nicht zu einem Widerspruch in der Mengenlehre
fithrt, wenn die Mengenlehre ohne das Auswahlaxiom widerspruchsfrei ist (allerdings
gilt das auch fiir seine Verneinung).

Zum Abschluss dieses Abschnitts {iber Grundlagen gibt es hier noch eine Tabelle
mit griechischen Buchstaben. Als Mathematiker gehen einem schnell die Buchsta-
ben aus, um die verschiedenen Objekte zu bezeichnen, mit denen man es zu tun
hat. Darum wird gerne auf das griechische Alphabet zuriickgegriffen.

klein | grofl | Name klein | grof | Name klein | grofl | Name
« A Alpha L I Iota p,0 | P Rho
15} B Beta K Kappa o )y Sigma,
0 I' | Gamma A A | Lambda T T Tau
) A Delta 1 M My v T | Ypsilon
£, € E | Epsilon v N Ny o, 0| D Phi
¢ Z Zeta 19 = Xi X X Chi
i H Eta 0 O | Omikron (0 N\ Psi
0,9 | © Theta T IT Pi w Q | Omega
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3. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN: GRUPPEN, RINGE, KORPER

In diesem Abschnitt werden wir die wichtigsten algebraischen Strukturen einfiih-
ren. Gruppen treten in vielen Zusammenhéngen in der Mathematik auf, allerdings
wird das hier in der Linearen Algebra noch nicht so deutlich werden. Fiir uns
wichtig sind Korper (das sind Strukturen, in denen man die vier Grundrechenar-
ten zusammen mit den iiblichen Rechenregeln zur Verfiigung hat), denn zu einem
Vektorraum (das ist die Struktur, die in der Linearen Algebra hauptséchlich be-
trachtet wird) gehort immer ein Korper, aus dem die ,,Skalare“ kommen. Ringe
sind gewissermaflen Korper ohne Division; sie sind als Zwischenschritt bei der
Definition von Koérpern praktisch und auch wichtig in der Algebra. Sie werden
ausfiihrlicher in der Vorlesung , Einfithrung in die Zahlentheorie und algebraische
Strukturen“ untersucht.

Wir beginnen mit dem Minimum, das man fiir eine halbwegs interessante alge-
braische Struktur braucht.

3.1. Definition. Eine Halbgruppe ist ein Paar (H,x*), bestehend aus einer Men-
ge H und einer Verkniipfung «: Hx H — H, (a,b) — axb, die das Assoziativgesetz
erfiillt:
Va,b,ce H: (axb)xc=ax(bxc).
Die Halbgruppe heifit kommutativ, wenn zusétzlich das Kommutativgesetz gilt:
Ya,be H: axb=bxa.

Wenn die Verkniipfung * aus dem Kontext klar ist, spricht man der Einfachheit
halber meist von ,,der Halbgruppe H*“. &

Eine Bemerkung zur Notation: Verkniipfungen in algebraischen Strukturen wie *

in obiger Definition werden gerne in ,, Infix-Notation“ geschrieben, also a * b statt
x(a,b).

Das Assoziativgesetz bewirkt, dass es nicht darauf ankommt, wie Ausdriicke, die
drei oder mehr Elemente miteinander verkniipfen, geklammert sind. Zum Beispiel
gilt fiir beliebige Elemente a, b, ¢, d, e von H:

ax((bxc)xd)=ax*(bx(cxd)) = (axb)x*(cxd)
=((axb)xc)xd=(ax(bxc))*d  und
ax(bx(cx(dxe)))=(axb)x(cx(dxe))=((a*xb)x(cxd))xe=....
Man kann deswegen einfach a % b * ¢ * d bzw. a % b * ¢ % d *x e schreiben.

Hier ergibt sich die interessante kombinatorische Frage, wie viele verschiedene Klamme-
rungen es fiir eine Verkniipfung von n Elementen gibt. Wir schreiben C,, fiir diese Zahl.
Dann gilt offenbar C7 = Cy =1, C3 = 2 und C4 = 5. Wenn man sich iiberlegt, dass man
n Elemente dadurch verkniipfen kann, dass man eine Verkniipfung von k& Elementen
(mit 1 < k < n) mit einer Verkniipfung von n — k Elementen verkniipft, dann sieht man
die folgende Rekursion fiir die Zahlen C,:
n—1
Cn=) CiCpt=C1Cp1+CoCrg+ ...+ CpsCy+Cyr1Cy  fiir allen > 2.
k=1
Damit kann man dann zum Beispiel C5 = 1-5+1-24+2-1+5-1 = 14, Cg = 42,
C'7 = 132 usw. berechnen. Es gibt auch eine Formel fiir C,,, ndmlich

o _L(m=2y_ 1 (m-1)_ (2n-2)
" np\n—-1) 2n—-1\n—-1) (n—1n!’
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die aber direkt nicht so einfach zu beweisen ist (was Sie natiirlich nicht von einem
Versuch abhalten soll!). Die Zahlen C),, heiflen Catalan-Zahlen (was die Bezeichnung
erklirt; oft ist der Index verschoben und man fingt mit Cy = C7 = 1 an) und treten in
der Kombinatorik in vielen verschiedenen Zusammenhéngen auf.

Wenn die Halbgruppe kommutativ ist, dann kommt es auch nicht auf die Reihen-
folge an:

axbxc=bxaxc=b*xcxa=cxbxa=cxaxb=a*xcxb.

Im Folgenden schreiben wir Nog = {n € N | n > 0} = {1,2,3,...} fiir die Menge
der echt positiven natiirlichen Zahlen.

3.2. Beispiele. Das Trivialbeispiel einer Halbgruppe ist (0, x), wobei *: O x () — ()
die leere Abbildung ist (beachte: ) x () = ().

Beispiele von kommutativen Halbgruppen sind (Nso, +), (N, +), (Z,+), (Nso, ),
(N,+), (Z,-). Die Halbgruppe (Abb(X, X), o) fiir eine beliebige Menge X, mit der
Komposition von Abbildungen als Verkniipfung, ist im Allgemeinen nicht kom-
mutativ. (Diese Halbgruppe ist genau dann kommutativ, wenn X hochstens ein
Element hat — Ubung!) &

Mit Halbgruppen kann man allerdings noch nicht allzu viel anfangen. Deshalb
fordern wir zusétzliche Eigenschaften.

3.3. Definition. Ein Monoid ist ein Tripel (M, *, e), bestehend aus einer Men-
ge M, einer Verkniipfung *: M x M — M und einem Element e € M, sodass
(M, *) eine Halbgruppe mit neutralem Element e ist:

Yo e M:exa=a=axe.

Das Monoid heifit kommutativ, wenn die Halbgruppe (M, %) kommutativ ist. <

Wenn es ein neutrales Element gibt, dann ist es eindeutig bestimmt, wie das
folgende Lemma zeigt. (Ein Lemma ist eine Hilfsaussage oder ein weniger wichtiger
mathematischer Satz. Plural: Lemmas oder Lemmata (wenn man seine klassische
Bildung heraushéngen lassen will).)

3.4. Lemma. Sei (H,x*) eine Halbgruppe. Ist e ein links- und €' ein rechtsneu-
trales Element in dieser Halbgruppe, also

Vo€ H:exa=aundaxe =a,

dann gilt e = €.

Beweis. Da e linksneutral ist, gilt ex e’ = €’. Da €’ rechtsneutral ist, gilt exe’ = e.
Es folgt e = €. Q

Aus diesem Grund ldsst man meistens die Angabe des neutralen Elements weg
und spricht vom ,Monoid (M, *)“ oder auch nur vom ,Monoid M*“, wenn die
Verkniipfung aus dem Kontext klar ist.

Es ist allerdings moglich, dass es in einer Halbgruppe zum Beispiel mehrere linksneutrale
Elemente (und dann natiirlich kein rechtsneutrales Element) gibt. Wenn etwa M beliebig
ist und man als Verkniipfung pry wihlt (also a*b = b), dann hat man eine Halbgruppe,
in der alle Elemente linksneutral sind.
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3.5. Beispiele. Da die Definition von ,Monoid* ein neutrales Element fordert,
kann die leere Menge kein Monoid sein. Das triviale Monoid ist dann ({e}, x, e),
wobei * die einzige Abbildung {e} x {e} — {e} ist (es ist also e x e = e).

Bis auf (N5g, +), wo es kein neutrales Element gibt, lassen sich alle Beispiele von
Halbgruppen aus 3.2 als Monoide (N, +,0), (Z,+,0), (Nxo,-, 1), (N,-, 1), (Z,-,1)
und (Abb(X, X), o,idx) betrachten. &

Noch schoner ist es, wenn sich die Verkniipfung mit einem Element durch die
Verkniipfung mit einem (in der Regel) anderen Element wieder riickgdngig machen
ldsst. Das fithrt auf den Begriff der Gruppe.

3.6. Definition. Eine Gruppe ist ein Quadrupel (G, %, e, i), bestehend aus einer
Menge G, einer Verkniipfung *x: G x G — G, einem Element e € G und einer
Abbildung i: G — G, sodass (G, *,e) ein Monoid ist und fiir jedes ¢ € G das
Element i(g) € G ein Inverses von g ist:

VgeG:i(g)xg=e=gxi(g).

Die Gruppe heifit kommutativ oder abelsch, wenn das Monoid (G, *, e) kommutativ

ist. O

Die Bezeichnung ,abelsch® ehrt den norwegischen Mathematiker Niels Henrik
Abel, nach dem auch der Abelpreis benannt ist, ein dem Nobelpreis vergleichbarer
Preis fiir Mathematik, der seit 2003 jéhrlich verliehen wird.

Auch Inverse sind eindeutig bestimmt:

3.7. Lemma. Sei (M, *,e) ein Monoid und sei a € M. Ist b € M ein Linksin-
verses und ¢ € M ein Rechtsinverses von a, also

bxa=e=axc,

dann gilt b = c.

Beweis. Wir haben

b=bxe=>bx(axc)=(bxa)xc=exc=c. Q

Analog zu Monoiden spricht man deshalb auch einfach von ,der Gruppe (G, *)“
oder auch von ,der Gruppe G“, wenn die Verkniipfung aus dem Kontext klar ist.

Gruppen schreibt man gerne ,,multiplikativ®, dann ist die Verkniipfung a - b oder
kurz ab, das neutrale Element heifit 1 und das Inverse von a wird a~! geschrieben.
Kommutative Gruppen schreibt man auch héufig ,additiv®, dann ist die Ver-
kniipfung a + b, das neutrale Element heifit 0 und das Inverse von a wird als das
Negative von a geschrieben: —a. Dann schreibt man auch kurz a — b fiir a + (—b).

3.8. Beispiele. Das triviale Monoid lésst sich auch als Gruppe betrachten, denn
das einzige Element e ist sein eigenes Inverses.

Von den iibrigen Beispielen von Monoiden in 3.5 kann nur (Z, +,0, —) auch als
Gruppe betrachtet werden (und im letzten Beispiel Abb(X, X'), wenn X hochstens
ein Element hat; dann hat man eine triviale Gruppe). Ein weiteres Beispiel einer
kommutativen Gruppe ist (Rsq,-, 1,2 — 1/z), wobei R.o die Menge der positiven
reellen Zahlen ist.
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Wenn man sich bei den Abbildungen X — X auf die bijektiven Abbildungen
beschrénkt, dann erhilt man eine Gruppe (S(X),o,idyx, f — f~1), die auch die
symmetrische Gruppe von X heifit. Dabei ist

S(X)={f: X — X | f bijektiv}.

Diese Gruppe ist genau dann kommutativ, wenn X hochstens zwei Elemente
enthélt (Ubung).

Gruppen treten haufig in der Mathematik als ,Symmetriegruppen von irgendwelchen
Objekten auf. Zum Beispiel bilden die Drehungen und Spiegelungen der Ebene, die ein
regelméfiges n-Eck auf sich abbilden, eine Gruppe, oder die Drehungen des dreidimen-
sionalen Raumes, die ein regulires Tetraeder, einen Wiirfel (oder ein regulidres Oktaeder)
oder ein regulidres Dodekaeder (oder Ikosaeder) in sich abbilden, bilden jeweils eine Grup-
pe, die Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaedergruppe. In einem recht allgemeinen Sinn ist
die symmetrische Gruppe S(X) die Symmetriegruppe der Menge X ohne weitere Struk-
tur. In der Algebra treten Symmetriegruppen als ,, Automorphismengruppen® auf. Zum
Beispiel bildet fiir eine Gruppe (G, *) die Menge

Aut(G) = {f: G — G| f bijektiv und Vg,¢' € G: f(g*xg') = f(g9) * f(¢")}

mit der Komposition von Abbildungen eine Gruppe, die Automorphismengruppe von G.
Sie besteht aus den bijektiven Abbildungen G — G, die mit der Struktur von G als
Gruppe vertraglich sind. &

Damit eine Halbgruppe sogar eine Gruppe ist, geniigt es, die Existenz eines linksneutra-
len Elements e und fiir jedes Element x die Existenz eines Linksinversen i(x) (also mit
i(z) *xx = e) zu fordern. Dann folgt zunéchst, dass e auch rechtsneutral ist, denn es gilt

xxe = exrxe = i(i(x))*i(x)*xxxe = i(i(x))xexe = i(i(x))xe = i(i(x))*i(x)*x = exx = x.

Daraus ergibt sich auch i(i(z)) = x. Damit kann man dann zeigen, dass i(x) auch
Rechtsinverses von x ist:

xxi(z) =1i(i(z)) xi(z) =e.

Ganz analog funktioniert das natiirlich auch, wenn man ,links* jeweils durch ,rechts“
ersetzt. Auf der anderen Seite gibt es aber Halbgruppen mit linksneutralen und rechts-
inversen Elementen, die keine Gruppen sind. Finden Sie ein Beispiel!

Eine wichtige Eigenschaft von Gruppen ist, dass sich gewisse Gleichungen stets
eindeutig 16sen lassen. Zuerst beweisen wir aber eine Kiirzungsregel.

3.9. Lemma. Sei (G, x*,e,i) eine Gruppe und seien a,b,c € G. Dann gilt

axc=bxc <= a=b <= cxa=cxb.

Beweis. Wir beweisen die erste Aquivalenz; der Beweis der zweiten ist analog.

,<="ist klar. Fiir ,=“ haben wir

axc=bxc = (axc)xi(c)=(bxc)xi(c) = ax(cxi(c)) =bx*(cxi(c))
— axe=bxe — a=0"». u

DEF
Symmetrische
Gruppe S(X)
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3.10. Lemma. Sei (G, *,e,i) eine Gruppe und seien a,b € G. Dann haben die
Gleichungen
a*xx=2>0 und rxa=>

jeweils eine eindeutige Losung x € G, ndmlich x = i(a) *x b bzw. x = bxi(a).

Beweis. Wir fithren den Beweis exemplarisch fiir die erste Gleichung:
axr=0b <= i(a)xaxx=1i(a)*xb < exx=1i(a)xb < x=1i(a)*b.

Fiir die erste Aquivalenz haben wir Lemma 3.9 benutzt. a
Als Néchstes betrachten wir Strukturen mit zwei Verkniipfungen.

3.11. Definition. Ein Ring ist ein Sextupel (R, +,0, —, -, 1), bestehend aus einer
Menge R, Verkniipfungen +,-: R x R — R, Elementen 0,1 € R und einer Abbil-
dung —: R — R, sodass (R,+,0,—) eine kommutative Gruppe und (R, -, 1) ein
Monoid ist und die Distributivgesetze

Va,b,ce R:a-(b+c¢)=a-b+a-¢ und (a+b)-c=a-c+b-c
gelten. Der Ring heifit kommutativ, wenn das Monoid (R, -, 1) kommutativ ist.

Da die neutralen und inversen Elemente eindeutig bestimmt sind, spricht man oft
nur vom ., Ring (R, +, ) oder sogar vom ,,Ring R*, wenn die Verkniipfungen aus
dem Kontext klar sind. Ist der Ring kommutativ, dann geniigt es, eines der beiden
Distributivgesetze zu fordern (das andere folgt dann). Fiir das Produkt a - b zweier
Elemente schreibt man auch kurz ab.

In einem Ring kann man also addieren, subtrahieren und multiplizieren, und die
iiblichen Rechenregeln gelten, wie zum Beispiel 0-a = a-0 =0, —(a+b) = —a—b,
(—a) - (=b) = a - b (Ubung). Was aber im Allgemeinen nicht gelten muss, ist die
Implikation a - b =0 = a = 0V b = 0. Wenn sowohl Summen als auch Produkte
in einem Term vorkommen, gilt ,Punkt vor Strich“, d.h., Multiplikation bindet
stiarker als Addition:

a-b+c-d=(a-b)+ (c-d) und nicht  a-(b+c¢)-d.

3.12. Beispiele. Das Trivialbeispiel fiir einen Ring ist der sogenannte Nullring
({0},+,0,—,-,0), indem 0 = 1 und 0 +0 = —0 = 0-0 = 0 gelten. Jeder
Ring R, in dem Or = 1p gilt, ist so ein Nullring, denn fiir alle r € R gilt dann
Tle'TIOR'T:OR.

Das Standardbeispiel fiir einen (kommutativen) Ring ist der Ring Z der ganzen
Zahlen mit der iiblichen Addition und Multiplikation als Verkniipfungen. Ein etwas
anders geartetes Beispiel ist (P(X), A, 0, idp(x), N, X) fiir eine beliebige Menge X;
dabei ist Ty ATy, = (T1 \ T2) U (T3 \ T1) die ,symmetrische Differenz* der Mengen
T) und T, (Ubung).

Falls Sie aus der Schule Matrizen kennen und wissen, wie man sie addiert und
multipliziert, dann kénnen Sie nachpriifen, dass die Menge der 2 x 2-Matrizen mit
Eintragen aus R zusammen mit der Addition und Multiplikation von Matrizen
einen nicht-kommutativen Ring bildet. &

Schliellich kommen wir zu den Korpern. (Der Stern im linken Rand neben der
Definition bedeutet, dass dies eine der Definitionen ist, die moglicherweise in der
Klausur explizit abgefragt werden. Ahnliches gilt fiir Sitze ,,mit Stern“. Das heifit
natiirlich nicht, dass Sie die tibrigen Definitionen und Sétze nicht kennen miissten!)

DEF
Ring
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Ringe
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3.13. Definition. Ein Kdrper ist ein Septupel (K, +,0, —, -, 1,1), bestehend aus
einer Menge K, Verkniipfungen +,-: K x K — K, Elementen 0,1 € K und
Abbildungen —: K — K, i: K \ {0} — K\ {0}, sodass (K,+,0,—,-,1) ein
kommutativer Ring und (K \ {0}, -,1,4) eine (kommutative) Gruppe ist. Fiir i(a)
schreibt man a™!. o

Wie iiblich spricht man meistens einfach von dem ,,Korper (K, +,-)* oder von dem
,Korper K“. Aus der Definition folgt, dass 0 und 1 in einem Ko&rper verschieden
sein miissen, denn 1 soll das neutrale Element der Gruppe K \ {0} sein. Fiir diese
Gruppe (K \ {0}, -) schreibt man auch K* und nennt sie die multiplikative Gruppe
von K. (Héufig findet man auch die Schreibweise K* dafiir.)

Man kann natiirlich auch ohne Riickgriff auf Ringe und Gruppen definieren, was ein
Korper ist. Dann hat man fiir alle a,b,c € K die folgenden Axiome:

(a+b)+c=a+(b+c), a+b=b+a

a+0=a, a+(—a)=0

(a-b)-c=a-(b-c) a-b=b-a
a-1=a, aZ0=a-a"' =1
0#1, a-(b+c¢)=a-b+a-c

Fiir a,b € K, b # 0, kann man die Division definieren durch a/b = a - b~!. Dann
hat man die vier Grundrechenarten zur Verfiigung und die iiblichen Rechenregeln
dafiir gelten, denn man kann sie aus den Koérperaxiomen ableiten. Zum Beispiel
gilt in einem Korper stets, dass aus a-b = 0 folgt, dass a = 0 oder b = 0 ist. (Denn
ist a # 0, dann folgt 0 =a™'-0=a"'-a-b=1-b=0.)

3.14. Beispiele. Das kleinste Beispiel fiir einen Koérper hat nur die beiden Ele-
mente 0 und 1, die in der Definition gefordert werden. Fiir die Addition und
Multiplikation folgen 0 +0=0,04+1=1+0=1,0-0=0-1=1-0= 0 und
1-1 =1 direkt aus der Definition; fiir die verbleibende Summe 1 4+ 1 bleibt nur
der Wert 0, da die Gleichung a + 1 = 0 lsbar sein muss. Man kann (einfach, aber
langlich) nachpriifen, dass dieser Korper, der mit Fy bezeichnet wird, die Axiome
erfiillt.

Es gibt noch weitere endliche Kérper: Zu jeder Potenz p¢ einer Primzahl p (mit e > 1)
gibt es im Wesentlichen (,,bis auf Isomorphie®) genau einen Kérper Fpe mit p¢ Elementen,
und es gibt keine anderen endlichen Korper. Das wird in der ,,Einfiihrung in die Algebra
genauer besprochen.

Standardbeispiele fiir Korper sind der Koérper Q der rationalen Zahlen und der
Korper R der reellen Zahlen, jeweils mit der bekannten Addition und Multiplika-
tion. Im néchsten Abschnitt werden wir einen weiteren Korper konstruieren, den
Korper C der komplexen Zahlen. )
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4. DER KORPER DER KOMPLEXEN ZAHLEN

Der Korper R der reellen Zahlen hat, wie Sie in der Analysis lernen, viele schéne
Eigenschaften. Eine FEigenschaft allerdings fehlt ihm: Es sind nicht alle Gleichungen
der Form

"+ a2+ iz +ay=0
(mit » > 1 und agp, ay,...,a,—1 € R) in R losbar.

Fiir ungerades n folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass es stets eine Losung geben muss;
das lernen Sie bald in der Analysis.

Die einfachste Gleichung dieser Art ohne Losung ist 22 + 1 = 0: Die linke Seite ist
stets > 1, kann also niemals null werden. Wir werden jetzt einen R umfassenden
Korper konstruieren, in dem diese Gleichung eine Losung hat.

Um zu sehen, wie man dabei vorgehen kann, stellen wir uns einfach einmal vor,
dass wir schon so einen Korper hétten; wir nennen ihn C. Dann haben wir eine
Losung 4 obiger Gleichung, also ein Element 4 € C mit 3> = —1. Wir haben
natiirlich auch die reellen Zahlen in C. Mit a,b € R koénnen wir dann das Element
a + bt € C erzeugen. Muss es noch weitere Elemente geben? Dazu miissen wir
iiberpriifen, ob die vier Grundrechenarten aus der Menge der Elemente der Form
a + bi herausfithren. Seien a,b,d’, b’ € R. Dann gilt, wenn C ein Korper ist,

(a+bt)+ (d+Vi)=(a+d)+(b+V)i und
(a4 bi)-(a +b'i) = ad +ab'i+ba'i +bb'i* = (aa’ — bb') + (ab' + ba')i .

Dabei haben wir 4> = —1 benutzt. Offensichtlich ist das additive Inverse (also das
Negative) von a + bi gerade (—a) + (—b)i. Wie sieht es mit dem multiplikativen
Inversen aus (also dem Kehrwert)? Dazu iiberlegen wir uns erst, dass genau dann
a+ bi =0 ist, wenn a = b = 0 gilt. Eine Richtung (,<*) ist klar. Umgekehrt sei
a + bi = 0. Dann folgt

0=(a—0i)-0=(a—0bi) (a+bi)=a>+1*.

Da a und b reelle Zahlen sind, ist das nur méoglich, wenn a = b = 0 gilt. Seien

also a und b nicht beide null. Dann sollte gelten (das ist der alte Trick, wie man

,Quadratwurzeln aus dem Nenner entfernt“; man beachte, dass ¢ = ,/—1¢ ist):
1 a— b a— bt a —b

atbi (a—bi)atbhi) 24P @+ a2+p

Offenbar brauchen wir also keine zuséatzlichen Elemente.

Um das Ganze formal auf eine solide Grundlage zu stellen, ersetzen wir einen
Ausdruck der Form a + bt durch das Paar (a,b) € R x R. Wir schreiben C fiir
R x R und definieren die folgenden Abbildungen:

+¢: CxC — C, ((a,b),(d, b)) —> (a+d',b+ V')
c:CxC—C, ((a,b), (', b)) — (ad’ — bb', ab’ + ba’)
—c: C—C, (a,b) — (—a, —b)

et €\ {(0.0)} — €\ {(0.0)) @0 ()

AuBerdem schreiben wir O¢c und 1¢ fiir (0,0) und (1, 0).
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4.1. Satz. Die Menge C = RxR zusammen mit den oben definierten Abbildungen SATZ
und Elementen bildet einen Kérper. Korper C

Beweis. Es sind die verschiedenen Axiome nachzupriifen. Fiir die additive Gruppe
(C, +¢,0¢, —¢) ist das sehr leicht; darum lassen wir das hier weg (es sei Thnen
aber als Ubung empfohlen). Wir priifen Assoziativitit und Kommutativitdt der
Multiplikation. Dabei benutzen wir, dass R ein Korper ist, dass also dort die
bekannten Rechenregeln gelten.

((a, b) -c (d, b’)) ¢ (a”,b")

= (aa’ — bb', ab’ + a'b) -¢ (a", V")
((aa" —bb')a" — (ab + ba" V", (aa’" — bb" )" + (ab' + ba’)a")
= (ad'a” — ab't" — ba't" —bV'a", ad't’ + abla” + ba'a” — bb'D")

und dasselbe Resultat erhalten wir aus (a, b) ¢ ((¢/, ') -c (a”,b")). Ebenso gilt
(a,b) ¢ (a', V) = (ad" =0V, ab + ba") = (d’'a — b'b,ba’ + ab’) = (a', V') -c (a,b).
Dass 1¢c = (1,0) neutrales Element der Multiplikation ist, folgt aus
(1,0)c(a,b)=(1-a—0-b,1-b+0-a)=(a,b).

Wir rechnen nach, dass ic((a, b)) das multiplikative Inverse von (a, b) # (0, 0) ist:

(a,b)-ci«:((a,b))z(%b)@( e )

a? + b2’ a2 + b2

B a? —b? —ab . ba
S \a2 42 a4+ a2+ 02 a4 b2
=(1,0) = 1¢.

Oc # 1¢ ist klar. Es bleibt das Distributivgesetz nachzupriifen:

(a,b) ¢ ((a, ) +¢ (a",0")) = (a,b) -c (' +a", b +b")

= (a(a' +a") = bt/ +b"),a(t +b") + b(a' + a"))
= (ad' + aa” — b — bV’ ab’ + ab” + ba’' + ba")

= (aa’ — bV + aa” — bb", ab' + ba’ + ab” + ba")

= (aa’ — V', ab’ + ba') +¢ (aa” — bb", ab” + ba")
= (

a,b) -c (a',0) +c (a,b) ¢ (a",b"). Qa

Ist a eine reelle Zahl, dann haben wir das Element ac = (a,0) € C. Fiir a,b € R
gilt

a=b << ac =bc, (a—i—b)([;:a(c—l-(cb(c und (ab)(j:a(c'(cb(c.

Mit den Elementen ac rechnet man also genauso wie mit den zugehorigen reel-
len Zahlen a. Deswegen macht man keinen Unterschied zwischen a und ac und
betrachtet R als eine Teilmenge von C. Wir schreiben also einfach «a fiir das Ele-
ment ac = (a,0) von C. AuBerdem schreiben wir ab jetzt der Einfachheit halber
meistens 4, - und so weiter statt +¢, -¢ etc.
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4.2. Definition. Der in Satz 4.1 eingefithrte Korper C heifit der Korper der

komplexen Zahlen. Wir schreiben i fiir das Element (0,1) € C. Dann gilt 4° = —1,
und jedes Element z = (a,b) € C kann geschrieben werden als z = a + bi (oder
a + tb) mit a,b € R. Dann heiBt a der Realteil Re z und b der Imagindrteil Im z
von z. Gilt Rez = 0, dann heifit z rein tmagindr. &

Die in der Definition gemachten Behauptungen sollten wir nachpriifen:
i’=(0,1)¢c(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0) = (=1,0) = (=1)¢c = —1

und
a+bi = (a,0) +¢ (b,0) ¢ (0,1) = (a,0) +¢ (0,b) = (a,b) .

Man kann sich die komplexen Zahlen ganz gut veranschaulichen, wenn man sich
daran erinnert, dass C = R x R = R? der Menge der Punkte der Ebene ent-
spricht. Wenn man die Ebene so interpretiert, spricht man auch von der komple-
zen (Zahlen-)Ebene. Die Addition entspricht dann dem, was Sie aus der Physik
als ,, Krafteparallelogramm® kennen.

w
w+Z
z i w
l
B o
+0
0 1 yl
4
wz
Addition w + z Multiplikation w - z

Auch die Multiplikation lasst sich geometrisch interpretieren. Wir betrachten dazu
z=a+bi € C. Dann ist a® +b*> > 0; man setzt |z| = v/a2 + b2 und nennt das den
Absolutbetrag von z. Das entspricht dem Abstand des Punktes z in der komplexen
Ebene vom Ursprung 0 € C. Fiir z € R (also b = 0) bekommt man den bekannten
Absolutbetrag auf R. Ist z # 0, dann hat w = z/|z| den Absolutbetrag 1. Wenn
wir w = u + vt schreiben, dann gilt u? + v? = 1, also liegt der Punkt (u,v) auf
dem Einheitskreis. Es gibt dann o € R mit v = cos o, v = sin . Dieser Winkel «
heifit auch das Argument von w und von z (es ist aber nur bis auf Vielfache von
27 = 360° eindeutig bestimmt). Es gilt die Beziehung

(cosa + isina) - (cos B + i sin ) = cos(a + 5) + isin(a + )
— das ist dquivalent zu den Additionstheoremen fiir Sinus und Cosinus:
cos(a + ) = cos avcos f — sin asin f3, sin(a + ) = cosasin § + sinawcos 3.

Daher addieren sich die Winkel bei Multiplikation. Man kann das dann so formu-
lieren: Multiplikation mit z # 0 bewirkt eine Drehstreckung der komplexen Ebene
mit dem Drehwinkel o und dem Streckfaktor |z|.

In der Analysis werden Sie lernen, dass
cosa + tsina = e**
ist. Die Relation oben folgt dann aus e*™Y = % - Y.

Wir kénnen jetzt immerhin zeigen, dass man quadratische Gleichungen in C stets
16sen kann.

DEF
Absolut-
betrag |z|

DEF
Argument



SATZ
Fundamental-
satz der
Algebra

DEF
algebraisch
abgeschlossen

30

4.3. Satz. Seien a,b,c € C mit a # 0. Dann hat die Gleichung
az’ +bz4+c=0

mindestens eine Losung z € C.

Beweis. Die Gleichung ist fquivalent zu (2az + b)? = b* — 4ac. Es geniigt also
zu zeigen, dass jede komplexe Zahl eine Quadratwurzel in C hat. (Ist 2/ € C
mit 2’* = b® — 4ac, dann ist z = (—=b 4+ 2)/(2a) eine Losung der Gleichung. Das
ist die bekannte Losungsformel fiir quadratische Gleichungen.) Sei also w € C.
Wir wollen z € C finden mit 2?2 = w. Ist w = 0, dann ist 2 = 0 eine Losung.
Sonst konnen wir wie oben w als w = |w|(cosa + ¢sin«) schreiben. Dann ist
z = \/W(cos $ + 2sin %) eine Losung. a
Analog zeigt man, dass es fiir jede komplexe Zahl w und jede natiirliche Zahl n > 1
eine nte Wurzel z € C von w gibt, also eine Losung der Gleichung 2" = w. Es gilt
aber sogar noch viel mehr.

4.4. Satz. Jede Gleichung
a2 taztay=0

mit n > 1 und ag,aq,...,a,_1 € C hat mindestens eine Lisung z € C.

Beweisen konnen wir diesen Satz hier nicht. Es gibt verschiedene Beweise; der
wohl einfachste verwendet den Satz von Liouville aus der Funktionentheorie. Sie
werden ihn in der Vorlesung ,,Funktionentheorie* kennenlernen.

Zwar lassen sich Gleichungen der obigen Form mit n < 4 durch Ziehen von Quadrat-
und Kubikwurzeln 16sen (das wurde bereits im 16. Jahrhundert von del Ferro, Tartaglia
und Ferrari entdeckt); Gleichungen mit n > 5 lassen sich jedoch im Allgemeinen nicht
mehr mit Hilfe der vier Grundrechenarten und durch das Ziehen von beliebigen mten
Wurzeln 16sen (Satz von Abel-Ruffini; erster vollstdndiger Beweis 1824 von Abel). Die
Aussage von Satz 4.4 ist also viel starker als die Existenz von nten Wurzeln in C.

Ein Korper K mit der Eigenschaft, dass jede Gleichung
"+ a, 2"+t art+ay=0

mit n > 1 und ag, aq,...,a,_1 € K eine Losung x € K hat, heif3t algebraisch abge-
schlossen. Der ,Fundamentalsatz der Algebra“ lésst sich also auch so formulieren:

Der Kérper der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Demgegeniiber ist der Korper der reellen Zahlen nicht algebraisch abgeschlossen,
wie wir gesehen haben. In dieser Hinsicht ist C also ,,besser” als R. Auf der anderen
Seite ist C kein angeordneter Korper mehr; man verliert also auch etwas beim
Ubergang von R zu C. (In einem angeordneten Kérper K gilt 22 > 0 fiir z € K.
Damit miisste in C gelten, dass —1 = 3° > 0 ist, aber —1 ist in einem angeordneten
Korper immer negativ, und wir haben einen Widerspruch.)

Da mit 4 auch —i eine Losung von 22 + 1 = 0 ist, konnte man iiberall ¢ durch —i
ersetzen und alles wiirde genauso funktionieren. Fiir z = a + bi € C setzen wir daher
Z = a — bi; die Abbildung C — C, z — Z, heifit die kompleze Konjugation. Es gilt
w+ 2z =w+zund Wz = w-Z (leichte Ubung); auBerdem 2z = a? +b? = |2|? (das haben
wir schon benutzt). Daraus bekommt man die Formel z~! = z/|z|? fiir den Kehrwert
einer komplexen Zahl z # 0; das ist derselbe Ausdruck, den wir bereits hergeleitet

SATZ
quadratische
Gleichungen

in C
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hatten, in einer etwas abgekiirzten Form. Aulerdem hat die komplexe Konjugation noch
die folgenden Eigenschaften:

2+ Zz zZ—Zz
, Imz = -
2 21

2ER <= 2z=72%, Rez =




J.-B.-J. Fourier
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5. VEKTORRAUME: DEFINITION UND BEISPIELE

In diesem Abschnitt beginnen wir mit dem Studium der Linearen Algebra. Was ist
,Lineare Algebra“? Die Lineare Algebra befasst sich mit ,linearen Strukturen®,
genauer mit Vektorrdumen und linearen Abbildungen zwischen ihnen. Diese Be-
griffe sind zunéchst einmal sehr abstrakt, aber darin liegt gerade die Stérke der
Linearen Algebra: Vektorrdume und lineare Abbildungen treten sehr héufig in der
Mathematik in den unterschiedlichsten Zusammenhéngen auf. Gerade weil man
von den jeweils konkreten individuellen Umstédnden abstrahiert und sich auf die we-
sentlichen gemeinsamen Eigenschaften beschrénkt, lassen sich die Ergebnisse der
Linearen Algebra in all diesen unterschiedlichen Situationen anwenden. Es war,
historisch gesehen, ein langwieriger Prozess, zu dieser Abstraktion zu gelangen,
aber am Endpunkt dieser Entwicklung steht eine sehr leistungsfihige, allgemein
anwendbare und erfolgreiche Theorie. Das hat dazu gefiihrt, dass lineare Probleme
als einfach gelten, wahrend nichtlineare Probleme sehr haufig besonders schwierig
sind. In Ausschreibungen fiir Mathematik-Professuren findet man zum Beispiel
haufiger das Wort ,nichtlinear (etwa im Kontext von ,nichtlinearen partiellen
Differentialgleichungen®), aber so gut wie niemals das Wort , linear“. Zwei Beispie-
le mit physikalischem Hintergrund: Die Wiérmeleitungsgleichung, die die zeitliche
Entwicklung der Temperaturverteilung in einem Korper beschreibt, ist eine [i-
neare partielle Differentialgleichung. Die zugehorige Losungstheorie wurde bereits
von Jean-Baptiste-Joseph Fourier entwickelt (,, Théorie analytique de la chaleur®,
1822). Im Gegensatz dazu sind die Navier-Stokes-Gleichungen, die die Bewegung
von Fliissigkeiten beschreiben, nichtlineare partielle Differentialgleichungen, und
die Frage, ob sie fiir verniinftige Anfangsbedingungen im dreidimensionalen Raum
immer eindeutig losbar sind, ist eines der sieben Millenniumprobleme der Clay
Foundation; fiir die Losung bekommt man eine Million US-Dollar.

Was bedeutet nun ,linear“? Dazu als Beispiele drei lineare Gleichungen (oder
Gleichungssysteme):

5.1. Beispiele.

(1) Wir suchen w, z,y,z € R mit
w+zr+y+z2z=0 und r+2y+32=0.

Wahrscheinlich haben Sie in der Schule gelernt, wie man solche Gleichungs-
systeme 16st (und in jedem Fall werden wir das auch in dieser Vorlesung
besprechen). Als Losungen erhélt man

(w,z,y,2) = (a,—2a + b,a — 2b,b) mit a,b € R.
(2) Wir suchen Folgen (a,)nen reeller Zahlen, fiir die gilt
Qpto = Qpi1 + ap fiir alle n € N.
Die Folge (0,1,1,2,3,5,8,...) der Fibonacci-Zahlen ist eine Losung, aber
es gibt noch mehr. Alle Losungen lassen sich darstellen in der Form
in = “(1 +2\/5>n * b<1 _2\/5>n
(3) Wir suchen (zweimal differenzierbare) Funktionen f: R — R, fiir die gilt
f"(x)+ f(z) =0  fiir alle z € R.
Hier sind die Losungen gegeben durch

f(z) =acosx + bsinz mit a,b € R. &

mit a,b € R.
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Obwohl die betrachteten Objekte ganz unterschiedlich sind (Quadrupel von re-
ellen Zahlen, Folgen reeller Zahlen, zweimal differenzierbare reelle Funktionen),
ist die Struktur der Losungsmenge in allen drei Féllen sehr dhnlich. Dass dies
so sein muss, ist ein allgemeines Resultat iiber lineare Gleichungen. Etwas kon-
kreter duflert sich die Linearitét darin, dass die Summe zweier Losungen wieder
eine Losung ist, und dass Vielfache einer Losung wieder Losungen sind. Diese
beiden Operationen, also Addition und Vervielfachung, d.h. Multiplikation mit ei-
nem , Skalar® (in den Beispielen ist das jeweils eine reelle Zahl), ergeben die lineare
Struktur, die in der folgenden Definition formalisiert ist.

5.2. Definition. Sei K ein Korper. Ein K -Vektorraum oder Vektorraum tber K
oder linearer Raum iber K ist ein Quintupel (V,+,0,—, ), bestehend aus einer
Menge V, einer Verkniipfung +: V x V. — V (genannt Addition), einem Ele-
ment 0 € V, einer Abbildung —: V' — V und einer Abbildung -: K xV — V
(Skalarmultiplikation), sodass (V,+,0,—) eine kommutative Gruppe ist und die
folgenden weiteren Bedingungen (,, Axiome*) erfiillt sind:

(1) Vo € V: 1-v=w (hier ist 1 € K das Einselement des Korpers K).

(2) (Assoziativitdt der Skalarmultiplikation)
Vipue KYoe Vi (u-v)=(Au)-v.

(3) (Distributivgesetze)
Vipe KYoeViA+pu)-v=Av+pu-v und
Ve KYo,weV:A-(v+w)=X-v+ A w.

Statt A-v schreibt man oft kurz \v. Die Elemente eines Vektorraums werden auch
Vektoren genannt. 0 € V' heifit der Nullvektor des Vektorraums V.

Ein R-Vektorraum heifit auch ein reeller Vektorraum, ein C-Vektorraum ein kom-
plexer Vektorraum. &

Machen Sie sich klar, dass ,,+* in diesen Axiomen zwei verschiedene Bedeutun-
gen hat: Es kann die Addition im Kérper K gemeint sein oder die Addition im
Vektorraum V!

Der Vollstéindigkeit halber und zur Erinnerung sind hier noch einmal die vier Axiome
fiir eine kommutative Gruppe (V,+,0, —) angegeben:

(1) (Assoziativitdt der Addition) Vi, v, v3 € Vi (v1 + va) + vz = v1 + (v2 + v3).
(2) (Kommutativitidt der Addition) VYv,w e V:v+w=w+v.

(3) (Nullelement) YveV:v+0=uw.

(4) (Negative Elemente) Yv e V:v+ (—v)=0.

Wir kiirzen v + (—w) zu v — w ab.

Wie iiblich kann man sich auf die Angabe von Addition und Skalarmultiplika-
tion beschrinken, da das Nullelement und die Negation eindeutig bestimmt sind.
Wenn die Verkniipfungen aus dem Kontext klar sind, spricht man einfach nur
vom ,, K-Vektorraum V*; wenn auch der Kérper K aus dem Kontext klar ist, vom
,, Vektorraum V“.

Wir kommen zu einigen einfachen Eigenschaften.

DEF
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5.3. Lemma. Sei (V,+,0,—,-) ein K-Vektorraum. Dann gilt:

(1) VoeV:0-v=0.

(2) VAe K: A-0=0.

B) VoeV:(-1) -v=—v.

(A VAe KVYveV:Av=0 <= A=0 oder v=0.

Bewezs.

(1) Es ist (mit einem der beiden Distributivgesetze)
0-v4+0-v=(04+0)-v=0-v
und Addition von —(0 - v) auf beiden Seiten liefert
O-v=0v4+0-v-0-v=0-v—-0-v=0.

(2) Das geht analog unter Verwendung des anderen Distributivgesetzes:

0=X-0-X-0=X-(04+0)—A-0=X-0+A-0-X-0=AX-0.
(3) Es gilt

v+ (=1)-v=1-v+(-1)-v=(1+(-1)-v=0-v=0,
also muss (—1) - v das eindeutig bestimmte Negative —v von v sein.

(4) Seien A € K und v € V. Die Implikation ,,<=“ wurde bereits in den ersten
beiden Teilen des Lemmas bewiesen. Es gelte also A - v = 0. Ist A = 0,
dann gilt die rechte Seite. Anderenfalls gibt es A™' € K und es folgt (mit
Teil (2) und der Assoziativitéit der Skalarmultiplikation)

O=X2"0=X2"(N0v) =N\ v=1-v=0. a
Hier sind einige Beispiele von Vektorrdumen:

BSP 5.4. Beispiele. Sei K ein Korper.

Vektorraume
(1) Der kleinste K-Vektorraum besteht nur aus dem Nullvektor: V' = {0} und

es gilt 040 = 0 und A-0 = O fiir alle A € K. Dieser Vektorraum heif3t der
Null-Vektorraum. Er ist als Vektorraum nicht besonders interessant, spielt
aber in der Linearen Algebra eine &hnliche Rolle wie die leere Menge in
der Mengenlehre.

(2) Das néchste Beispiel ist der Korper K selbst mit seiner Addition und Mul-
tiplikation. Die Vektorraum-Axiome entsprechen einem Teil der Korper-
Axiome.

(3) Sehr wichtig ist die folgende Klasse von Beispielen, denn es sind die Stan-
dardbeispiele fiir K-Vektorrdume. Als Menge nimmt man K", die Menge
der n-Tupel von Elementen von K, und die Verkniipfungen definiert man
,komponentenweise*:

(xlyx%---axn)+(3/17y27~--73/n) = (x1+y17132+y27~--737n+yn) und
A (1,29, x,) = (AT, AT, ..., ATy) .

LEMMA
Rechenregeln
Vektorraum
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Dann kann man die Axiome leicht nachpriifen. Wir fithren das hier exem-
plarisch fiir eines der Distributivgesetze durch:

A ((m17x27"‘7xN>+(y17y2a"'7yn)) Z/\~(x1+y1,x2+y2,...,xn+yn)

= ()\(xl + 1), Mae +1y2), ..., Map —i—yn))
= (Az1 + Ay1, Ao + Aya, . .., Az + Ayp)

= (A1, ATo, ..., Azy) + (Ay1, AYa, - -, AYn)
=X (x1, 20, ., x0) A (Y1, Y2y -+, YUn) -

Man sieht, dass das direkt aus dem Distributivgesetz A\(x + y) = Az + \y
von K folgt. Fiir die iibrigen Axiome geht das ganz analog. In diesem Bei-
spiel sind die beiden vorigen Beispiele als Grenzfille enthalten: Fiir n =0
hat die Menge K° nur ein Element (das Nulltupel, das keine Komponenten
hat) und ist somit ein Null-Vektorraum. Fiir n = 1 ist K! = K und man
bekommt K als Vektorraum iiber K. Fiir K = R und K = C haben wir
den reellen Vektorraum R™ und den komplexen Vektorraum C” fiir jedes
n € N.

Man kann das vorige Beispiel noch verallgemeinern: K™ kann als der Spe-
zialfall I = {1,2,...,n} der Menge K’ der Familien von Elementen von K
mit Indexmenge I aufgefasst werden. (Zur Erinnerung: Familien (z;);c; mit
z; € K sind nur eine andere Schreibweise fiir Abbildungen I — K.) Man
macht K! zu einem K-Vektorraum, indem man Addition und Skalarmul-
tiplikation wieder komponentenweise definiert:

(i)ier + (Yi)ier = (xi + Yi)ier  und
A (i)ier = (Azi)ier -
Wenn man statt mit Familien mit Abbildungen I — K arbeitet, dann sieht

das so aus (in diesem Fall sagt man auch , punktweise“ statt , komponen-
tenweise®):

Frg I — K, ir— f(i)+g6), dh (f+9)6)=fG0)+g() und
ANfiT— K, i— Af(i), dh. (A £)(E) = Af().

Das Nachpriifen der Axiome funktioniert im Wesentlichen genauso wie
fir die n-Tupel. Als Beispiel hier das andere Distributivgesetz (in der
Abbildungs-Schreibweise): Seien A\, x € K und f: I — K eine Abbildung.
Dann gilt fiir ¢ € I:

(A +p) - £)@) = A+ ) f@E) = Af(0) + uf(i)
= A NE)+ (- @) = f+p- @),
also folgt (A +p) - f = X- f+ p- f. Zum Beispiel kénnen wir den reellen

Vektorraum R¥® = Abb(R,R) aller reellen Funktionen betrachten oder den
Vektorraum RY aller Folgen reeller Zahlen.

Ein auf den ersten Blick ganz anders gearteter Vektorraum ist der folgende:
Sei X eine Menge. Dann definieren wir eine Addition auf der Potenzmen-
ge P(X) durch

A+B=AAB=(A\B)U(B\A)
(symmetrische Differenz, siehe Beispiel 3.12) und eine Skalarmultiplikation
mit Elementen des Korpers Fo = {0,1} in der einzig moglichen Form,

niamlich durch 0 - A = 0 = ) und 1 - A = A. Dann erhilt man einen
Fy-Vektorraum. Man kann die Axiome wieder nachrechnen, aber man tut
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sich etwas leichter, wenn man sich klar macht, dass die Potenzmenge P(X)
und die Menge F2 der Abbildungen X — Fy einander bijektiv entsprechen

durch
0 fallsx & A,
PX) —Fy Ar—><x»—>{1 fallsxgeéA,})
FYX — P(X), fr—Are X | f(x)=1}.

Dann entsprechen sich auch Addition und Skalarmultiplikation auf beiden
Seiten, also folgt die Giiltigkeit der Axiome fiir P(X) aus ihrer Giiltigkeit
fiir FX.

(6) Der Korper C der komplexen Zahlen ist ein reeller Vektorraum: Die Ad-
dition ist die von C, die Skalarmultiplikation ist die Multiplikation von C,
eingeschriankt auf R x C. (Die Einschrinkung einer Abbildung f: X — Y
auf eine Teilmenge 7" C X ist die Abbildung f|r: T — Y, x — f(x), bei
der der Definitionsbereich verkleinert (also eingeschrénkt) wird, die Abbil-
dungsvorschrift aber unveréindert bleibt.) Wenn wir C als R? betrachten,
dann ist das derselbe reelle Vektorraum wie in (3) oben mit X = R und

n=2. &

Weitere Beispiele von Vektorrdumen erhalten wir als Untervektorriume von an-
deren Vektorrdumen; das werden wir im néchsten Abschnitt genauer betrachten.

In den Beispielen 5.1 fiir lineare Gleichungen vom Beginn dieses Abschnitts sind
Losungen in gewissen reellen Vektorrdumen gesucht: Im ersten Beispiel in R*,
im zweiten Beispiel in RY und im dritten Beispiel in einem Untervektorraum

von Abb(R, R).
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6. UNTERVEKTORRAUME

Héufig moéchte man, wenn man einen Vektorraum V' gegeben hat, nicht mit dem
ganzen Vektorraum arbeiten, sondern mit einer Teilmenge. Damit stellt sich die
Frage, wann so eine Teilmenge (wenn man die Addition und Skalarmultiplikation
darauf einschrénkt) selbst wieder ein Vektorraum ist. Damit diese Frage sinnvoll
ist, miissen die Addition und Skalarmultiplikation auf der Teilmenge wohldefiniert
sein, das heifit, dass Summen und Vielfache von Elementen der Teilmenge wieder in
der Teilmenge liegen miissen. Auflerdem brauchen wir natiirlich das Nullelement.
Das fiihrt auf folgende Definition:

6.1. Definition. Seien K ein Koérper, V ein K-Vektorraum und U C V eine
Teilmenge von V. Dann heifit U ein Untervektorraum oder linearer Unterraum
von V, wenn U die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) 0eU,

(2) Yup,ug €U:ug +ug €U
(,U ist abgeschlossen unter der Addition®),

B)VAe KVueU: A-uelU
(,U ist abgeschlossen unter der Skalarmultiplikation®). O

Wir zeigen gleich, dass diese Definition sinnvoll ist.

6.2. Lemma. Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und U C V' ein Unter-
vektorraum. Dann gilt fir alle w € U, dass auch —u ein Element von U ist.

Wir schreiben 4y fir die auf U (auch im Wertebereich) eingeschrinkte Addi-
tion +y: U x U — U, (u,us) — uy + us, —y fir die auf U eingeschrinkte
Negationsabbildung —y: U — U, u — —u, und -y fir die auf U eingeschrinkte
Skalarmultiplikation -y: K x U — U, (\,u) — X -u. Dann ist (U,+y,0,—y, v)
emn K-Vektorraum.

Beweis. Die erste Behauptung ist Vu € U: —u € U. Das folgt aber aus der De-
finition, denn —u = (—1) - u, vgl. Lemma 5.3. Deshalb und nach der Definition
konnen wir +, —y und -y wie angegeben definieren (denn die Bilder liegen jeweils
in U). Es bleiben die Vektorraum-Axiome fiir U nachzupriifen. Diese haben aber
alle die Form von ,,Allaussagen®, es wird also verlangt, dass eine Aussage fiir alle
Elemente wuy,us, ... von U gilt. Da V' ein Vektorraum ist, gelten diese Aussagen
aber sogar fiir alle Elemente von V, also erst recht fiir alle Elemente von U. U

In der Literatur finden Sie meistens eine Definition von ,,Vektorraum* (und analog fiir
Gruppen, Ringe, Korper, ...), die von dem Tripel (V,+,+) ausgeht und dann die Exi-
stenz eines Nullelements und von Inversen beziiglich der Addition fordert. Im Gegensatz
dazu haben wir hier das Nullelement und die Negationsabbildung mit in die ,,Daten® des
Vektorraums aufgenommen. Der Vorteil ist, dass die Axiome dann alle zu Allaussagen
werden, die man leichter nachpriifen kann, wie im obigen Beweis. Auf der anderen Seite
muss man sich aber vorher iiberlegen, was das Nullelement ist und wie die Negationsab-
bildung aussieht. Im gerade bewiesenen Lemma geschieht dies dadurch, dass wir zeigen,
dass U auch unter der Negation abgeschlossen ist, sodass wir die Negationsabbildung —¢
definieren kénnen. Wenn man die andere Formulierung der Axiome benutzt, dann muss
man diesen Beweisschritt ausfithren, wenn man die Existenz des zu u negativen Ele-
ments zeigt. Im Endeffekt muss man also das Gleiche tun, nur die Reihenfolge ist etwas
anders.
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Die Schreibweise +; usw. fiir die auf U eingeschrankten Abbildungen diente nur
der Verdeutlichung fiir die Formulierung des Lemmas. Wir schreiben normalerwei-
se einfach + usw. fiir die Addition usw. auf U.

6.3. Beispiele. Jeder Vektorraum V' hat die Untervektorrdume U = {0} C V
(ein Null-Vektorraum) und U = V. s

6.4. Beispiel. Sei a € R. Wir betrachten den reellen Vektorraum V = R? und
setzen U, = {(x,y) € R? | x + y = a}. Fiir welche a ist U, ein Untervektorraum
von R2?

Dazu miissen wir die Bedingungen in der Definition nachpriifen. Die erste davon
sagt, dass der Nullvektor 0 = (0,0) ein Element von U, sein muss. Das bedeutet
0+ 0 = a, also ist das nur fiir @ = 0 moglich. Wir priifen die beiden anderen
Bedingungen:
e U, ist abgeschlossen unter der Addition, denn fiir Elemente u; = (z1,y;) und

Uy = (22, %2) von Uy gilt uy +uy = (x1 + 2, 1 + o) und

(x14+22)+ (W1 +y2)=(r1+vy1) + (2 +1y2) =04+0=0,

also ist u; + uy € Up.
e U ist abgeschlossen unter der Skalarmultiplikation, denn fiir u = (z,y) € Uy

und A € Rist A - u = (Az, A\y) und es gilt

A+ Ay =ANz+y)=X-0=0,
also ist A - u € Uy. &

Weitere interessante Beispiele sind ,, Folgenrdume®“ und , Funktionenrdume*, die
als Untervektorrdume des Vektorraums RY der Folgen reeller Zahlen oder des
Vektorraums Abb(R, R) der reellen Funktionen auftreten.

6.5. Beispiele. Sei V = R der reelle Vektorraum, dessen Elemente alle Folgen
reeller Zahlen sind.

(1) Sei Uy = {(an)nen € RY | (an)nen ist beschriinkt}. Dann ist U ein Unter-
vektorraum von RY.

Beweis. Wir priifen die Bedingungen nach. Die konstante Nullfolge (mit
a, = 0 fir alle n € N) ist beschrinkt, also gilt 0 € U,. Seien (a,)en und
(bn)nen zwei beschrinkte Folgen. Dann gibt es A, B € R mit |a,| < A und
|b,] < B fiir alle n € N. Es folgt |a, + b,] < A + B, also ist auch die
Summenfolge (@, )nen + (bn)nen = (@ + by )nen beschrankt. Ist zusétzlich
A € R, dann gilt |Aa,| < |A|A, also ist auch die Folge A+ (a,)nen = (Aan)nen
beschrénkt. a

(2) Sei Up = {(an)nen € RY | (an)nen ist eine Nullfolge}. Dann ist U, ein
Untervektorraum von RY (oder auch von Uy). (Ubung.)

(3) Sei Uy = {(an)nen € RY | (ay)nen konvergiert}. Dann ist Uy, ein Untervek-
torraum von R (oder auch von Uy).

Beweis. Die konstante Nullfolge konvergiert (gegen 0), also ist sie in Uy. In
der Analysis lernen Sie, dass die Summe zweier konvergenter Folgen wieder
konvergiert und dass jedes Vielfache einer konvergenten Folge konvergiert.
Damit sind die drei Bedingungen erfiillt. a
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Fiir diese drei Untervektorraume gilt U,, C Uy C U, (denn jede Nullfolge konver-
giert gegen 0 und jede konvergente Folge ist beschrénkt, vgl. Analysis). s

6.6. Beispiele. Sei V = Abb(R,R) der reelle Vektorraum, dessen Elemente alle
Funktionen R — R sind.

(1) Sei C(R) = {f € Abb(R,R) | f ist stetig}. Dann ist C(R) ein Untervektor-

raum von V.

Beweis. Die Nullfunktion x — 0 ist stetig. In der Analysis lernen Sie, dass
Summen und Vielfache stetiger Funktionen wieder stetig sind. u

(2) Sei n € N und
C"(R) = {f € Abb(R,R) | f ist n-mal differenzierbar und f(™ ist stetig}
der Raum der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen. Aus Ergebnissen
der Analysis folgt, dass C"(R) ein Untervektorraum von V' ist.

(3) Sei @ > 0 und P(a) = {f € Abb(R,R) | Vz € R: f(z +a) = f(x)} die
Menge der periodischen Funktionen mit Periode a (zum Beispiel sind sin
und cos Elemente von P(27)). Dann ist P(a) ein Untervektorraum von V.

Beweis. Die Nullfunktion ist periodisch, also ein Element von P(a). Seien
f,g € P(a) und A € R. Wir zeigen f + g, \f € P(a): Fir alle x € R gilt

(f+9) @ +a)=flx+a)+ gz +a) "= f@) + g(2) = (f+9)(x) und

M) +a) = A +a) EYAf(@) = \f)(a).
Damit sind alle drei Bedingungen erfiillt. a

&

Auch in der Codierungstheorie spielt der Begriff des Untervektorraums eine sehr
wichtige Rolle.

6.7. Beispiel. Seien F ein endlicher Korper (zum Beispiel F' = F5) und n € N.
Dann heifit ein Untervektorraum von F™ ein linearer Code der Lénge n iiber F'.
Ein Beispiel ist der Hamming-Code der Lange 7 iiber Fy, der gegeben ist durch

7
H = {(x1, 29, x5, T4, T1+ T2+ 24, T14+ 23+ 24, Tota3+24) € Fy | 21,29, 23,24 € Fo} .

In der Codierungstheorie interessiert man sich dann fiir die ,,Grole“ (genauer: die
Dimension, die wir bald einfithren werden) des Codes und dafiir, wie viele Fehler
er korrigieren kann. Dafiir ist wichtig, dass je zwei verschiedene Codewérter (also
Elemente des Codes) sich an moglichst vielen Stellen unterscheiden. Wegen der
linearen Struktur kann man Differenzen bilden und daher annehmen, dass eines
der Codeworter null ist. Dann ist die Frage, an mindestens wie vielen Stellen
ein von 0 verschiedenes Codewort eine von 0 verschiedene Komponente hat. Fiir
den Hamming-Code H ist diese , Minimaldistanz® 3, was bedeutet, dass er ,,einen
Fehler korrigieren kann. (Wenn ein Codewort an einer Stelle verdndert wird, kann
man es rekonstruieren, da sich jedes andere Codewort von dem verdnderten Wort
an mindestens zwei Stellen unterscheidet.) &
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7. ERZEUGENDENSYSTEME

Wir erinnern uns an die Beispiele von Funktionenrdumen im letzten Abschnitt.
Dort hatten wir gesehen, dass der Raum C(R) der stetigen reellen Funktionen und
der Raum P(a) der a-periodischen reellen Funktionen beides Untervektorrdume
von Abb(R, R) sind. Wie sieht es mit stetigen periodischen Funktionen aus? Muss
C(R) N"P(a) auch ein Untervektorraum sein?

7.1. Lemma. SeiV ein K-Vektorraum mit zwei Untervektorraumen Uy und Us.
Dann wst Uy N Uy ebenfalls ein Untervektorraum von V.

Beweis. Wir miissen die drei Bedingungen aus der Definition von ,, Untervektor-
raum‘ nachpriifen.

(1) Da U; und U, Untervektorrdume sind, ist 0 € U; und 0 € Us, also auch
00U NUs,.

(2) Seien w,u’ € U; N Usy. Dann gilt u, v’ € Uy und u, v’ € U,. Da Uy und Us
Untervektorraume sind, folgt v + v’ € U; und u + v’ € U,, also auch
u + u’ € Ul N Ug.

(3) Seien A € K und u € Uy NU,. Dann ist v € Uy und u € Us. Da U,
und U; Untervektorrdume sind, folgt A\u € U; und Au € U, also auch
e U NUs. (|

Wir wollen diese Aussage jetzt auf Durchschnitte von beliebig (auch unendlich)
vielen Untervektorrdumen verallgemeinern. Dazu fithren wir erst eine Schreibweise
fiir Vereinigungen und Durchschnitte von vielen Mengen ein.

7.2. Definition. Ist (A;);c; eine Familie von Mengen, dann schreiben wir
UAi:{x|EIiEI:x€AZ-}
icl
fiir die Vereinigung aller Mengen A;. (Ist I die leere Menge, dann ist diese Verei-
nigung ebenfalls leer.) Ist I # (), dann schreiben wir analog

(Ai={x|Viel:zeA}
iel
fiir den Durchschnitt aller Mengen A;.

Ist M eine Menge, deren Elemente selbst Mengen sind, dann schreiben wir
UM= ] A={z|FAeM:z e 4}
AeM
fiir die Vereinigung all dieser Mengen und, falls M nicht leer ist,
(M=) A={z|VAeM:z € A}
AeMm
fiir ihren Durchschnitt. &

Im Fall I = () wire die Bedingung Vi € I: x € A; fiir alle x erfiillt und man bekiime
die Menge, die alles enthélt. Diese Menge kann es aber nicht geben, denn sie wiirde
die Menge enthalten, die zur Russellschen Antinomie fiihrt, siehe die Bemerkungen zur
Mengenlehre am Ende von Abschnitt 2.

Damit konnen wir jetzt die Verallgemeinerung formulieren:
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LEMMA 7.3. Lemma. Sei V' ein K-Vektorraum und sei (U;);er eine Familie von Unter-
Durchschnitt  vektorrdumen von V- mit I # (0. Dann ist
von Unter-VR U— m Ul

i€l

ebenfalls ein Untervektorraum von V.

Fir I ={1,2,3,...,n} (mit n > 1) haben wir den Spezialfall
U,U,, ..., U, CV Untervektorraume
— U;NnU;N...NU, C V Untervektorraum.

Beweis. Wir miissen die Bedingungen aus Definition 6.1 fiir U nachpriifen.

(1) Da jede Teilmenge U; ein Untervektorraum von V ist, gilt Vi € 1: 0 € U,.
Das bedeutet gerade 0 € U.

(2) Seien uy,us € U. Nach Definition von U bedeutet das Vi € I: uy,uy € U;.
Da alle U; Untervektorrdume von V sind, folgt Vi € I: uy + us € Uj;, also

up +ug € U.
(3) Sei A € K und u € U. Dann gilt Vi € I: u € U;. Da alle U; Untervek-
torrdume von V sind, folgt Vi € I: \u € U;, also \u € U. a
7.4. Beispiel. Der Raum BSP
C(R)NP(a) ={f € Abb(R,R) | f ist stetig und a-periodisch}
ist ein Untervektorraum von Abb(R, R). )

Wie sieht es mit Vereinigungen von Untervektorrdumen aus? Im Allgemeinen
erhélt man daraus keinen Untervektorraum. Die Vereinigung von zwei Untervek-
torrdumen U; und U, zum Beispiel ist nur dann wieder ein Untervektorraum, wenn |
einer der beiden im anderen enthalten ist (Ubung). Man hat aber immerhin das
folgende Resultat.

7.5. Lemma. SeiV ein K-Vektorraum und sei (Uy,)nen eine aufsteigende Folge LEMMA

von Untervektorriaumen von V- (d.h. U, C U, fir alle n € N). Dann ist aufsteigende
Vereinigung
U= U Un von Unter-VR

neN
ebenfalls ein Untervektorraum von V.

Beweis. Wir priifen die Bedingungen fiir U.

(1) 0 € Uy, also ist auch 0 € U.

(2) Seien uy,us € U. Dann gibt es ny,ny € N mit uy € U, und uy € U,,. Sei
n die grofere der beiden Zahlen n, und ns. Da wir eine aufsteigende Folge
von Untervektorrdumen haben, gilt dann U,, C U, und U,, C U, und
damit uq,us € U,. Da U, ein Untervektorraum ist, folgt u; +u, € U,, C U.

(3) Sei A € K und u € U. Dann gibt es n € N, sodass u € U, ist. Da U, ein
Untervektorraum ist, folgt Au € U,, C U. a

Lemma 7.3 erlaubt es uns nun, den kleinsten Untervektorraum zu konstruieren,
der eine gegebene Teilmenge eines Vektorraums V' enthélt.
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7.6. Definition. Sei V ein K-Vektorraum und A C V eine beliebige Teilmenge
von V. Dann heifit der Untervektorraum

(A) = (A = ﬂ{U C V| U Untervektorraum von V und A C U}

(also der Durchschnitt aller A enthaltenden Untervektorrdume von V') der von A
erzeugte oder aufgespannte Untervektorraum von V, die (K -)lineare Hiille von A
oder der (K-)Spann von A. Ist A = {v1,vs,...,v,} endlich, dann schreiben wir
auch

(V1,09 ..., V) oder (U1,V9, .. ., Un) K
statt (A) oder (A) k.

Wir werden statt Mengen haufiger auch Familien (v;);c; von Elementen von V
betrachten. Wir schreiben dann

((vi)ier) oder auch (v; |1 el

fiir den von allen v; erzeugten Untervektorraum ({v; | i € I}). O

Lemma 7.3 garantiert uns, dass (A) tatsichlich ein Untervektorraum von V' ist,
denn (A) ist definitionsgeméf der Durchschnitt einer nichtleeren Menge von Unter-
vektorrdumen (nichtleer, weil V' selbst immer ein A enthaltender Untervektorraum
von V ist).

Wir benutzen die Schreibweise (A)g, um zu verdeutlichen, welcher Kérper zu-
grunde gelegt wird. Zum Beispiel gilt im R-Vektorraum C, dass (1) = (1)r = R
ist. Wird C aber als C-Vektorraum betrachtet, dann haben wir (1) = (1)¢ = C.

7.7. Beispiel. In Definition 7.6 konnen wir fiir A die leere Menge wéhlen. Was
ist der von A erzeugte Untervektorraum?

Da jeder Untervektorraum von V' die leere Menge enthélt, miissen wir den Durch-
schnitt iiber alle Untervektorrdume von V' bilden. Da jeder Untervektorraum den
Nullvektor enthédlt und {0} ein Untervektorraum ist, folgt () = {0}. &

7.8. Definition. Sei V' ein K-Vektorraum und £ C V eine Teilmenge von V.
Dann heifit E ein (K-)Erzeugendensystem von V, wenn V' = (FE) gilt. Analog
heiBt eine Familie (v;);e; von Elementen von V' ein (K -)Erzeugendensystem von V,
wenn V' = ((v;)ier) ist. &

Zum Beispiel ist die leere Menge ein Erzeugendensystem des Null-Vektorraums.

Definition 7.6 ist sehr elegant, aber nicht besonders praktisch, weil sie uns nicht
sagt, ,wie die lineare Hiille von A aussieht“, also was ihre Elemente sind. In
gewisser Weise ist es eine Definition , von oben® — wir betrachten alle Unter-
vektorrdume, die mindestens so grofl sind wie gewiinscht, und wéhlen dann den
kleinsten (im Sinne der Inklusion von Mengen) aus. (Das ist iibrigens vollig analog
zur Definition des Abschlusses A einer Menge A als Durchschnitt aller A enthal-
tenden abgeschlossenen Mengen oder auch zur Definition des Supremums einer
Menge reeller Zahlen als kleinste obere Schranke.) Was wir aber gerne hétten, ist
eine Definition ,,von unten®, die die Elemente von (A) aus den Elementen von A
konstruiert.

Dafiir betrachten wir als Beispiel ein Paar (vi,v2) von Vektoren in V. Welche
Elemente muss (v, v2) mindestens enthalten?

Wir wissen, dass v; und vy Elemente von (v, v,) sind, auflerdem ist (v, vy) ein
Untervektorraum, also unter Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen. Es
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miissen also insbesondere Summen von Vielfachen von vy und vy in (vq,v9) ent-
halten sein:

{)\11)1 + )\2"02 | )\1,)\2 € K} - <’L)1,’U2> .

Auf der anderen Seite iiberlegt man sich leicht, dass diese Menge selbst schon
ein Untervektorraum von V ist. Da dieser Untervektorraum v; und vy enthélt und
gleichzeitig in allen v; und v, enthaltenden Untervektorrdumen enthalten ist, muss
er gleich (v, v9) sein. (Das ist analog zu unserer Konstruktion des Kérpers C: Wir
haben erst iiberlegt, welche Elemente er enthalten muss, und dann gezeigt, dass
diese bereits ausreichen, da sie einen Korper bilden.) Diese Beobachtung ldsst sich
verallgemeinern.

7.9. Satz. Set V ein K-Vektorraum.

(1)

2)

(3)

(
(4) =

Sind vy, v, ...,v, €V, dann gilt

(U1, V9, ..., Up) = { A1 + AU + ...+ Ao | A1, Aoy A, € K}

Ist A C 'V beliebig, dann gilt

{1+ Xve 4+ oo+ Ao, [ R ENJv, v, 0, € A A Ay A, € K

Ist (v;)ier eine Familie von Elementen von V, dann gilt

<vi\i€[>:{Alvil—l—)\gviQ—i—...—i—)\nvin\nGN,il,...,inEI,)\l,...,)\nEK}.

Fiir n = 0 setzen wir dabei A\jv; + Avy + ... + A0, = 0 (,,leere Summe*).

Bewezs.

(1)

Sei U = {M\v1 + Avg + ... + Ao | Ay A, .., A, € K} die Menge
auf der rechten Seite der Gleichung. Da vy, vs,...,v, € (v1,02,...,0,)
und (v, vs, ..., v,) unter Skalarmultiplikation und Addition abgeschlossen
ist, muss jedes Element der Form Ajv; + Asvs + ... 4+ A\,v, ebenfalls in
(v1,v9,...,0,) liegen. Es gilt also U C (vq,vg,...,v,).

Auf der anderen Seite gilt vy, vq,...,v, € U (wéhle A\; = 1 und \; = 0 fiir
alle i € {1,2,...,n}\ {j}, um zu sehen, dass v; € U ist) und U ist ein
Untervektorraum von V:

e 0 € U (setze \; = 0 fiir alle 7).
e U ist abgeschlossen unter der Addition, denn
(Av1 + Avg + ..o+ X)) F+ (101 + pove + .o+ ppvy)
=M+ )i+ Ao+ p2)va+ ..o+ (A + fn)vn
e U ist abgeschlossen unter der Skalarmultiplikation, denn

)\()\1"01 + )\21)2 + ...+ )\n’l}n) = ()\)\1)1)1 + ()\)\Q)UQ + ...+ (/\)\n)vn .

Da U ein vy, vy, . . ., v, enthaltender Untervektorraum von V ist, folgt (nach
Definition 7.6) (v, vs,...,v,) C U; insgesamt erhalten wir die behauptete
Gleichheit.

Sei wieder U die Menge auf der rechten Seite der Gleichung. Wie in Teil (1)
ist klar, dass U C (A) ist. Es gilt wieder, dass U ein A enthaltender Un-
tervektorraum ist. Die einzige Schwierigkeit tritt beim Nachweis der Ab-
geschlossenheit unter der Addition auf, denn in den beiden zu addierenden
Summen konnen verschiedene Elemente von A auftreten. Da aber nicht

SATZ
Beschreibung
von (A)
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vorausgesetzt ist, dass die auftretenden Elemente paarweise verschieden!
sein miissen, konnen wir die beiden Summen einfach , formal®“ addieren:

(Ao + Aovg + .+ M) + (rwy + pows + .o+ e Wiy)
= MU+ XU+ oo+ AU+ A 1Una1 - Ao Untm
wenn wir \,y; = p; und v,4+; = w; setzen fir j € {1,2,...,m}.
(3) Das folgt wegen (v; | i € I) = ({v; | i € I}) aus der vorigen Aussage. Q1
Es ist eine gute Ubung, sich zu iiberlegen, an welcher Stelle in diesem Beweis
welche der Vektorraum-Axiome verwendet werden.

Weil die Ausdriicke der Form A\jv; + A\vg + ... + A\,v, so wichtig sind, haben sie
einen eigenen Namen.

7.10. Definition. Seien K ein Kérper und V ein K-Vektorraum.

(1) Sind vy,ve,...,v, € V und A, Ag, ..., A\, € K, dann heifit
AU + AqUa + ...+ AU,
eine (K -)Linearkombination von vy, vy, ..., Uy,
Dabei heifit \; der Koeffizient von v; in der Linearkombination.

(2) Ist A C V eine beliebige Teilmenge von V, dann heifit jede K-Linearkombi-
nation von Elementen vy, vs,...,v, € A eine (K-)Linearkombination von
Elementen von A.

(3) Ist (v;)ier eine Familie von Elementen von V, dann heifit jede K-Linear-
kombination von Vektoren v;,,v;,,...,v; mit iy,ia,...,i, € I eine (K-)
Linearkombination der Familie (v;)icr. &

Satz 7.9 kann dann so formuliert werden:

Die lineare Hiille von A C 'V besteht genau aus allen Linearkombinationen von
Elementen von A. Die entsprechende Aussage gilt fiir Familien.

Eine Teilmenge £ C V ist genau dann ein Erzeugendensystem von V, wenn jedes
Element von V' eine Linearkombination von Elementen von E ist. Die analoge
Aussage gilt fiir Familien als Erzeugendensysteme.

Warnung. In einer Linearkombination kommen immer nur endlich viele Ele-
mente vor! In der Linearen Algebra gibt es (im Gegensatz zur Analysis) keine
unendlichen Summen!

7.11. Definition. Um Summen von beliebig vielen Elementen prézise und kurz
hinschreiben zu koénnen, fithren wir folgende Summenschreibweise ein: Wir schrei-

ben
n
Z a; bzw. Z a;
iel i=1
fiir die Summe der Glieder der Familie (a;);c; bzw. fiir die Summe der Kompo-
nenten des n-Tupels (ay,as,...,a,). Dabei sind die a; aus einer kommutativen
Gruppe (bei uns fast immer Elemente eines Vektorraums) und die Menge I ist

1,,1)1, Vg, ..., Uy, sind paarweise verschieden“ bedeutet ,\Vi,j € {1,2,...,n}: 1 # j = v; # v;“.
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endlich. Ist I leer (bzw. n = 0), dann ist der Wert dieser ,leeren Summe* das
Nullelement der Gruppe. Eine Linearkombination kann dann in der Form

n
E Aiv;
i=1

geschrieben werden.

Fiir unendliche Indexmengen I verlangen wir, dass alle bis auf endlich viele Sum-
manden a; null sind, und setzen dann

> o=
ie{jel|a;#0}

icl
die rechts stehende Summe ist wieder endlich. In dieser Schreibweise sind dann
die Linearkombinationen der Familie (v;);e; gegeben durch

Z Aivi

wobei (\;);es eine Familie von Skalaren (Elementen von K) ist, sodass nur endlich

viele \; # 0 sind. &

Qg

7.12. Beispiel. Sei K ein Korper und n € N. Im Standard-Vektorraum K™ haben
wir die Elemente
er = (1,0,0,...,0), ey =(0,1,0,...,0), ..., e,=(0,0,0,...,0,1).

Dabei sind alle Komponenten von e; null mit Ausnahme der j-ten, die den Wert 1
hat. (e1, es, ..., e,) ist ein Erzeugendensystem von K™, denn jedes Element von K"
ist eine Linearkombination dieser Elemente:

(T1, T2, ..., &y) = T1€1 + T2€2 + ... + Tp€y, . &

7.13. Beispiel. Ein Vektorraum hat im Allgemeinen viele Erzeugendensysteme.
Zum Beispiel sind

(er,e2), ((1,1),(1,-1)), {(1,2),(2,3),(3,4)}, ZxZ und RxR

alles Erzeugendensysteme des reellen Vektorraums V = R2. s

7.14. Beispiel. Im reellen Vektorraum V' = Abb(R,R) betrachten wir die Po-

tenzfunktionen
forxr—1, fiixr—ax, forxz—az?, ...,

Wie sieht der von (fo, f1, f2, - -

aus?

forx— 2™,

) = (fu)nen erzeugte Untervektorraum P von V

Seine Elemente sind gerade die Linearkombinationen von endlich vielen der Po-
tenzfunktionen. Indem wir eventuell Potenzfunktionen mit Koeffizient 0 hinzufii-
gen (was am Wert der Linearkombination nichts &ndert) und gleichartige Terme
zusammenfassen, kénnen wir annehmen, dass die Linearkombination die Form
f=afotafi+...+anfn
hat mit n € N und ag, aq, ..., a, € R. Dann gilt
f(x) =aofo(z) +arfi(z)+ ... +anfu(x) = ag + a1z + agz® + ... + a,a™.

Die Elemente von P sind also gerade die Polynomfunktionen. &

Wir notieren noch einige einfache Eigenschaften der linearen Hiille.

BSP
Erzeugenden-

system
von K"

BSP

Viele
Erzeugenden-
systeme

BSP
Vektorraum
der Polynom-
funktionen
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LEMMA 7.15. Lemma. SeiV ein K-Vektorraum.

Eigensch. , . :

lineare (1) Fir Teilmengen A C B C 'V gilt (A) C (B).

Hiille (2) Sei E ein Erzeugendensystem von V. Eine Teilmenge A C V ist genau

dann ein Erzeugendensystem von V, wenn E C (A) gilt.

Beweis. Ubung. u
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8. LINEARE UNABHANGIGKEIT

Wir haben gesehen, dass ein K-Vektorraum V' sehr viele Erzeugendensysteme ha-
ben kann; eines davon ist zum Beispiel die Menge V' selbst. Das erscheint aber ein
wenig verschwenderisch, sodass sich die Frage stellt, ob es auch minimale Erzeugen-
densysteme gibt und wie sie gegebenenfalls charakterisiert werden kénnen. Dazu
iiberlegen wir Folgendes: Sei E ein Erzeugendensystem von V, das nicht minimal
ist in dem Sinn, dass es ein Element v, € E gibt, sodass Ey = E \ {vo} auch schon
ein Erzeugendensystem von V' ist. Dann konnen wir vy als Linearkombination von
Elementen von Ej schreiben:

Vo = )\1’(}1 +)\2U2 + ... +)\nvn

mit vy, vs,...,0, € Fyund A, Ag, ..., A\, € K. Dabei konnen wir annehmen, dass
v1, Vs, ..., U, paarweise verschieden sind (sonst fassen wir die Terme entsprechend
zusammen). Wenn wir A = —1 setzen, dann kénnen wir das auch in symmetrischer
Form schreiben als
/\0?}0+>\1U1+...+)\n’l}n =0.

Es gibt also eine nichttriviale Linearkombination (das ist eine, in der nicht alle Ko-
effizienten null sind; hier ist \g = —1 # 0) von paarweise verschiedenen Elementen
von FE. die den Nullvektor ergibt.

Umgekehrt gilt: Gibt es eine solche nichttriviale Linearkombination von Elementen
von F, deren Wert der Nullvektor ist, etwa

)\0’004‘)\11)1 +)\2U2—|— +>\nvn =0

mit vg, v1, e, . .., v, € E paarweise verschieden, dann ist A; # 0 fiir wenigstens ein
j € {0,1,2,...,n}. Wir konnen (falls nétig) die Nummerierung so dndern, dass
Ao # 0 ist. Dann ist die Gleichung dquivalent zu

Vo = (—)\61/\1)1}1 + (—Aal/\gﬁlg + ...+ (—)\61/\71)1}” .

Wir kénnen also ein Element vy von E als Linearkombination von Elementen von
E\ {vo} schreiben. Daraus folgt, dass Ey = E \ {v} immer noch ein Erzeugen-
densystem von V ist. Das folgt aus Lemma 7.15: Wir miissen zeigen, dass jedes
Element von E eine Linearkombination von Elementen von E'\ {vy} ist. Fiirv € E
mit v # vy konnen wir aber einfach v = 1 - v schreiben (denn v € E \ {vg}). Fiir
vp haben wir die obige Darstellung.

E ist also genau dann ein minimales Erzeugendensystem, wenn der Nullvektor
nicht als nichttriviale Linearkombination von (paarweise verschiedenen) Elemen-
ten von E geschrieben werden kann. Diese Eigenschaft ist sehr wichtig und hat
einen eigenen Namen.

8.1. Definition. Sei V ein K-Vektorraum.
(1) Sei n € N. Die Vektoren vy, vs,...,v, € V heilen (K-)linear unabhdngig,
wenn gilt:
\V/>\1,>\2,...,)\HGKI (>\1U1+)\2U2—|—...+)\nvn:():>)\1:)\2:...:>\n:0).

Anderenfalls heiflen die Vektoren (K -)linear abhingig.

(2) Sei I eine Menge. Eine Familie (v;);c; von Elementen von V heifit (K-)
linear unabhdngig, wenn fiir jede endliche Teilmenge {iy,is,...,i,} C I
(mit 71, 79, . . ., i, paarweise verschieden) die Vektoren v;,, vy, . .., v;, linear
unabhéngig sind. Anderenfalls heifit (v;);c; (K-)linear abhdingig.

DEF
Linear
unabhangig
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(3) Eine Teilmenge A C V heifit (K-)linear unabhingig, wenn die Familie
(v)pea linear unabhéngig ist, sonst heiit A (K -)linear abhingig. &

Eine Familie oder Menge von Vektoren ist also genau dann linear abhéngig, wenn
man den Nullvektor als nichttriviale Linearkombination von Vektoren aus der
Familie oder der Menge schreiben kann.

Der Unterschied zwischen Familien und Mengen ist, dass die Elemente in einer
Familie gewissermaflen durch die Indexmenge nummeriert sind und sich wieder-
holen koénnen, wihrend die Elemente einer Menge keine weitere Ordnung haben
und nicht mehrfach vorkommen. Zum Beispiel ist im K-Vektorraum K die Fami-
lie (1);cq1,2y linear abhéngig, weil 1-14(—1)-1 = 0 eine nichttriviale Linearkombi-
nation ist, die den Nullvektor 0 € K darstellt. (Allgemeiner ist jede Familie, in der
ein Element mehrfach vorkommt, linear abhéingig, wie man auf die gleiche Weise
sechen kann.) Dagegen ist die Menge {1 | ¢ € {1,2}} = {1} linear unabhéngig,
vergleiche Beispiel 8.3 unten.

Eine Menge A von Vektoren ist genau dann linear unabhéngig, wenn jede endliche
Teilmenge von A linear unabhéngig ist.

Wie wir oben gesehen haben, ist ein Erzeugendensystem genau dann minimal,
wenn es linear unabhéingig ist. Aus unseren Uberlegungen hat sich auch Folgendes
ergeben:

V1, V2, ...,0, €V sind genau dann linear abhdngig, wenn sich einer der Vektoren
als Linearkombination der tibrigen schreiben ldsst.

Wichtig: Die Definition der Linearen Unabhéngigkeit ist zentral fiir die Lineare
Algebra. Es ist duflerst wichtig, dass Sie sie verstehen!

8.2. Beispiel. Wir betrachten den Grenzfall: Ist die leere Menge linear un-
abhéngig oder linear abhéngig?

Die einzige Linearkombination der leeren Menge ist die leere Summe mit dem
Wert 0. Ist diese Linearkombination trivial oder nicht? Da ,trivial“ bedeutet, dass
alle Koeffizienten null sind, muss die leere Linearkombination trivial sein, denn da
es keine Koeffizienten gibt, ist jede Allaussage iiber die Koeffizienten wahr. Die
leere Menge ist also linear unabhéngig.

Das passt auch mit der obigen Beobachtung zusammen, dass ein Erzeugendensy-
stem genau dann minimal ist, wenn es linear unabhéngig ist, denn die leere Menge
kann man ja nicht verkleinern. &

8.3. Beispiel. Wann ist ein einzelner Vektor v linear unabhéngig?

Die Linear, kombinationen* haben die Form Av mit A aus dem jeweiligen Korper.
Aus Av = 0 folgt A = 0 oder v = 0 (vgl. Lemma 5.3). Das zeigt, dass v linear
unabhéngig ist, wenn v nicht der Nullvektor ist. Auf der anderen Seite ist 1-0 =0
eine nichttriviale Linearkombination, die den Nullvektor ergibt, also ist O linear
abhéngig. s

8.4. Beispiel. Nach unseren Uberlegungen vom Anfang dieses Abschnitts sind
zwei Vektoren vi,v, € V genau dann linear abhéngig, wenn einer der beiden ein
Vielfaches des anderen ist: v = Av; oder v; = Avg fiir ein A € K. (Ist v; = 0,
vg # 0, dann ist vy ein Vielfaches von vs, aber nicht umgekehrt.) &
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BSP 8.5. Beispiel. Hier ist ein sehr konkretes (und typisches) Beispiel. Sind die Vek-
3 Vektoren toren v; = (1,1,1,1), vy = (1,2,3,4) und v3 = (1,3,5,7) in V = R* linear
im R* unabhéngig oder nicht?

Wir miissen die Bedingung iiberpriifen. Seien also A1, Ag, A3 € R mit
)\11}1 + )\21)2 + /\3’03 =0= (O, 0, 0, O) .

Die Frage ist, ob daraus zwingend A; = Ay = A3 = 0 folgt. Ausgeschrieben lautet
die Gleichung

(A1 4+ Ao+ Az, A+ 200 + 303, A1 + 3X0 + A3, A1 + 4 + TA3) = (0,0,0,0) ;
das ist dquivalent zu den vier Gleichungen
)\1 + )\2 + /\3 =0
A +2X +3A3 =0

Al +3A +5A3 =0
A +H4N +TA3 =0

Dieses Gleichungssystem hat (A1, Aa, A3) = (1, —2, 1) als eine nichttriviale Losung.

Das bedeutet, dass die Vektoren linear abhéngig sind. &
8.6. Beispiel. Das Erzeugendensystem (e, es,...,e,) von K" ist linear un- BSP
abhéangig, denn (e1,...,€,)
Aer+ Aas ot Anen = (A Aay s An) ist linear
unabhiangig
ist genau dann der Nullvektor, wenn alle Koeffizienten null sind. s
1
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ABBILDUNG 1. Zu Beispiel 8.7

8.7. Beispiel. Die Funktionen z + 1, sin, cos, sin?, cos? aus dem Raum C(R) BSP

der stetigen reellen Funktionen sind linear abhéngig, denn es gilt Lineare Un-
Vo € R: sin*(x) + cos?(z) —1 =0, ianbfézz?l]ggkelt

also haben wir eine nichttriviale Linearkombination, die die Nullfunktion darstellt:
(1) (z 1)+0'Sin—|—0~cos—|—1-sin2—|—1-c032:0,

Andererseits sind z + 1, sin und cos linear unabhéngig:
Aus A + Agsin(z) + Azcos(x) = 0 fir alle x € R folgt durch Einsetzen von
x=0,7,m/2
MTFN=A A=A +X=0
und damit A\ = Ay = A3 = 0. &
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Im folgenden Beispiel wird vollstdndige Induktion verwendet. Die vollstéindige Induktion
wurde in der Analysis behandelt. Fiir diejenigen, die die Analysis I erst nach der Linearen
Algebra horen, ist hier ein kleiner Crashkurs.

Das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion beruht auf der rekursiven Definition der
natiirlichen Zahlen: 0 ist eine natiirliche Zahl (oder 1, je nach Vorliebe...), mit n ist
auch n 4+ 1 eine natiirliche Zahl, und alle natiirlichen Zahlen entstehen sukzessive auf
diese Weise:

0=-1=22=23—=>...2n—=>n+1—...

Sei nun A(n) eine Aussage iiber die natiirliche Zahl n. Wenn wir zeigen konnen, dass
A(0) gilt und dass auBerdem die Implikationen

A(0) = A1), A(1)=A12), ..., An)=An+1),
gelten, dann folgt A(n) fiir alle n € N: A(0) haben wir gezeigt, aus A(0) und A(0) = A(1)

folgt A(1), aus A(1) und A(1) = A(2) folgt A(2), und so weiter. Daraus ergibt sich das
folgende Induktionsprinzip:

Aus  A(0) und VneN: A(n)= An+1) folgt Vn € N: A(n).

Dabei heifit der Beweis von A(0) der Induktionsanfang und der Beweis der Implikation
A(n) = A(n + 1) der Induktionsschritt. Im Induktionsschritt heifit A(n) meistens die
Induktionsannahme oder Induktionsvoraussetzung.

Das folgende Standardbeispiel sollte das etwas klarer machen. Wir wollen zeigen, dass
. =, . _n(n+1)
WEN.Z?— 5

gilt (links in der Gleichung steht die Summe 0 +1+4+2+ ...+ (n — 1) +n).

Induktionsanfang: Wir setzen n = 0; die Aussage ist dann
ﬁi,_0m+1y
. .] - 2 i
7=0
beide Seiten sind null, also gilt die Aussage.
Induktionsschritt: Jetzt ist n € N beliebig. Wir nehmen an (Induktionsvoraussetzung),

dass die Aussage fiir n stimmt. Unter dieser Annahme miissen wir zeigen, dass sie auch
fiir n 4 1 richtig ist. Das geht in diesem Fall zum Beispiel so:

n+1 n
Z. , n(n+1 nn+1)+2(n+1 n+1)(n+2
j=0 7=0

2 2

An der mit ,IV“ markierten Stelle haben wir die Induktionsvoraussetzung benutzt.

Varianten des Induktionsprinzips ergeben sich, wenn man nicht bei 0 anfangt, sondern
mit einer anderen ganzen Zahl ng; dann folgt die Aussage fiir alle n > ng. Manchmal
braucht man die Voraussetzung fiir zwei Werte von n (dann zeigt man A(0) und A(1)
als Induktionsanfang und (A(n) A A(n + 1)) = A(n + 2) als Induktionsschritt), oder
man stiitzt sich gleich auf alle kleineren Félle:

Aus VneN: (Vke Nk <n: A(k)) = A(n) folgt Vn € N: A(n).

Die Induktionsvoraussetzung ist dann also, dass A(k) fiir alle k < n gilt; daraus muss
A(n) hergeleitet werden. Der Induktionsanfang ist dabei implizit eingeschlossen, denn
fiir n = 0 ist die Voraussetzung trivialerweise erfiillt (die Menge der kleineren k ist leer),
also zeigt man hier A(0) ohne Zusatzannahmen.

Alternativ dazu kann man das Prinzip des kleinsten Verbrechers (minimal crimi-
nal) verwenden: Ist die Aussage Vn € N: A(n) falsch, dann gibt es ein kleinstes n, fiir
das A(n) nicht gilt. Damit muss aber A(k) fiir alle & < n gelten, woraus man dann
einen Widerspruch ableitet. Die Annahme, dass es ein Gegenbeispiel gibt, ist also nicht
haltbar; damit muss A(n) fiir alle n € N gelten.
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8.8. Beispiel. Die Potenzfunktionen f,: x — ™ fiir n € N sind linear un-
abhéngig. Das bedeutet
vn € NVag,aq,...,a, € R:
VreR:a+az+...+a,2"=0)=ay=a1=...=a,=0.

Das kann man durch vollsténdige Induktion beweisen. Fiir n = 0 reduziert sich die
Behauptung auf die triviale Aussage ag = 0 = ag = 0. Fiir den Induktionsschritt
nehmen wir an, dass die Aussage fiir n gilt. Um die Aussage fiir n+ 1 zu beweisen,
seien ag, aq, ..., 011 € R mit

Ve € R:ag+ a1z + asz® + ...+ apqz" ™t =0.
Einsetzen von x = 0 liefert ag = 0, also haben wir
Ve e R: z(a; +asx + ...+ app12™) =0,

was bedeutet
Ve e R\ {0}: ay +asx + ...+ ap12" =0.

Weil Polynomfunktionen stetig sind (das lernen Sie in der Analysis), gilt dies dann
auch fiir z = 0, also

VeeR:a;+ax+...+a,12" =0.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt dann a; = as = ... = a,.1 = 0 wie
gewiinscht.

Man kann diese Aussage auch beweisen, indem man die (aus der Schule bekannte?)
Tatsache verwendet, dass ein Polynom vom Grad n (also eine Polynomfunktion wie oben
mit a,, # 0) hochstens n Nullstellen hat. Das bedeutet, dass es nicht die Nullfunktion sein
kann (denn die hat unendlich viele Nullstellen). Die einzige Moglichkeit, die Nullfunktion
zu bekommen, ist dann, dass man alle Koeffizienten null setzt. &

Wir schreiben noch eine einfache, aber niitzliche Beobachtung auf, die unsere
Uberlegungen vom Beginn dieses Abschnitts formalisiert.

8.9. Lemma. Sei V ein Vektorraum.

(1) Sei (v1,va,...,v,) ein linear unabhdingiges Tupel von Vektoren in V. Dann
qgilt fiir alle v e V:

v € (V1,V2,...,U,) < (v,01,0V2,...,0,) linear abhingig.

(2) Sei (v;)icr eine linear unabhingige Familie von Vektoren in V. Seiv € V
beliebig. Sei weiter ig ¢ I und I' = I U {ig}; wir setzen vy, = v. Dann gilt:

ve(y|iel) < (v)ier linear abhingig.
(3) Fiir Teilmengen A CV und Vektoren v € V' gilt entsprechend:
ve(A) <= ve A oder AU{v} linear abhingig.

Beweis.

(1) ,=“: v € (v1,vg,...,v,) bedeutet, dass v = A\jv; + Agvg + ... + A\, v, eine
Linearkombination der Vektoren v; ist. Dann ist

(=D)v+ Mo+ Ave + ...+ Ao, =0

und diese Linearkombination ist nichttrivial. Also ist (v,vq,...,v,) linear
abhéngig.
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(2)
(3)

»,<“: Da (v,v1,...,v,) linear abhéngig ist, gibt es eine nichttriviale Line-
arkombination

/\v+/\1v1—|—)\gvg—|—...+/\nvn:0.

Dabei kann A nicht null sein, denn sonst hatten wir eine nichttriviale Li-
nearkombination von (v, ve,...,v,), die den Nullvektor darstellt, im Wi-
derspruch zur linearen Unabhéngigkeit dieser Vektoren. Dann kénnen wir
die Gleichung aber nach v auflosen:

vV = —)\_1)\1’01 — )\_1)\21)2 i A_l)\nvn,
was v € (vy, Vo, ..., ,) zeigt.

Das folgt aus dem ersten Teil, da in den jeweils zu betrachtenden Linear-
kombinationen nur endlich viele Vektoren v; vorkommen.

Der Beweis fiir Teilmengen ist analog. a
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9. BASIS UND DIMENSION

Linear unabhéngige Erzeugendensysteme spielen eine fundamentale Rolle in der
Linearen Algebra.

9.1. Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Familie (v;);c; von Elementen
von V heifit (K -)Basis(familie) von V, wenn sie linear unabhéngig und gleichzeitig
ein Erzeugendensystem von V' ist. Eine Teilmenge B C V heifit (K -)Basis(menge)
von V, wenn sie ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V' ist. &

Manchmal ist es praktischer, mit Familien (also ,,nummerierten Mengen*) zu ar-
beiten, und manchmal ist es praktischer, mit Mengen zu arbeiten, darum haben
wir den Begriff der Basis in beiden Versionen definiert. Der Unterschied ist gering,
denn in einer linear unabhingigen Familie kann kein Element mehrfach auftreten.

9.2. Beispiele.

(1) Ist V ein Vektorraum und A C V' linear unabhéngig, dann ist A eine Basis
von (A) (denn A ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von (A)).

(2) Die leere Menge ist Basis des Null-Vektorraums {0}.

(3) Das Tupel (e, ey, ...,e,) ist eine K-Basis von K", die sogenannte Stan-
dardbasis von K".

(4) Die Folge (f,)nen der Potenzfunktionen ist eine Basis des Vektorraums P
der Polynomfunktionen. [ )

Wir hatten zu Beginn von §8 gesehen, dass ein Erzeugendensystem genau dann mi-
nimal ist, wenn es linear unabhéngig (also eine Basis) ist. Wir formulieren das hier
noch einmal und ergénzen es um eine dhnliche Aussage iiber linear unabhéngige
Mengen.

9.3. Lemma. Seien V ein Vektorraum und B = (b;);cr eine Familie von Vektoren
in V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) B ist eine Basis von V.
(2) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

(3) B ist eine mazximale linear unabhdngige Familie in V.

,Maximal“ heifit dabei, dass fiir jedes v € V die um v erweiterte Familie nicht
mehr linear unabhéngig ist.

Beweis. Nach Definition 9.1 ist eine Basis ein linear unabhéngiges Erzeugenden-
system.

»(1)=(2)“: Es ist noch zu zeigen, dass keine echte Teilfamilie von B ein Erzeugen-
densystem ist. Sei dafiir iy € I und I’ = I'\ {io}. Die Familie B’ = (b;);c entsteht
aus B durch Weglassen der Komponente b;,. Wir zeigen, dass B’ kein Erzeugen-
densystem von V' ist. Dazu miissen wir einen Vektor angeben, der nicht in (B’)
liegt. Da B linear unabhéngig ist, gilt das auch fiir die kleinere Familie B’. Wiére
bi, € (B'), dann wiirde aus Lemma 8.9, (2) folgen, dass B (namlich B’ zusammen
mit b;,) linear abhéngig sein miisste. Das ist jedoch nicht der Fall, also folgt, dass
bi, ¢ (B') ist. Damit ist B” kein Erzeugendensystem von V.
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»(2)=(1)“: B ist bereits ein Erzeugendensystem; es bleibt zu zeigen, dass B linear
unabhéngig ist. Wére B linear abhéngig, dann kénnte eine Komponente b;, von B
als Linearkombination der iibrigen Komponenten B’ geschrieben werden. Dann ist
aber B’ bereits ein Erzeugendensystem (vergleiche die Uberlegungen zu Beginn
von §8), damit wire B nicht minimal gewesen, Widerspruch. Also muss B linear
unabhéngig sein.

»(1)=(3)“: Es ist zu zeigen, dass jede echt groflere Familie linear abhéngig ist.
Das folgt aber unmittelbar aus Lemma 8.9, (2), da fiir alle v € V ja v € (B) gilt.

»(3)=(1)“: B ist bereits linear unabhéngig; es bleibt zu zeigen, dass B ein Er-
zeugendensystem ist. Dazu sei v € V. Dann ist die um v erweiterte Familie B’
linear abhéngig; nach Lemma 8.9. (2) folgt v € (B). Da v € V beliebig war, folgt
(B) =V, also ist B ein Erzeugendensystem von V. Qa

Wir konnen die Eigenschaften, ein Erzeugendensystem, linear unabhéngig oder
eine Basis zu sein, auch durch die Anzahl der Linearkombinationen ausdriicken,
die ein gegebenes Element von V' darstellen. Wir formulieren das hier fiir endlich
viele Vektoren.

9.4. Lemma. Sei V ein K-Vektorraum und seien vy, vq,...,v, € V. Wir defi-
nieren die zugehorige ,Linearkombinationenabbildung“

QS(M’UQ,W’%) Kt — V, ()\1, )\2, RN )\n) —> AU+ AUy + ...+ A0, .
Dann gilt:
(1) (v1,vq,...,v,) ist genau dann ein Erzeugendensystem von V, wenn je-
der Vektor v € V auf mindestens eine Weise als Linearkombination von

(v1,V2, ..., v,) geschrieben werden kann, also genau dann, wenn G, vy, v,
surjektiv ist.

(2) (v1,vq,...,v,) ist genau dann linear unabhdngig, wenn jeder Vektor
v € V auf hdchstens eine Weise als Linearkombination von (vy,vs, . .., v,)
geschricben werden kann, also genau dann, wenn @y, v,,.. v, tnjektiv ist.

(3) (v1,v9,...,v,) ist genau dann eine Basis von V, wenn jeder Vektorv € V
auf genau eine Weise als Linearkombination von (vy, vy, ..., v,) geschrie-
ben werden kann, also genau dann, wenn @, v,....v,) bijektiv ist.

Beweis. Teil (1) folgt direkt aus Definition 7.8 und Satz 7.9.

Wir beweisen Teil (2). ,,=“: Wir nehmen an, dass vy, vs, ..., v, linear unabhéngig
sind. Sei v € V. Wenn wir zwei Linearkombinationen haben, also

U= AU+ AUs + . AUy = U1+ oV o U,
mit Ay, Ao, ..o Ay, fi1, f2,y - - - iy € K, dann bilden wir die Differenz:
()\1 — ,Uq)Ul + ()\2 - ,uz)Ug + ...+ ()\n - ,un)vn =0.

Weil vy, v, . .., v, linear unabhéngig sind, muss das die triviale Linearkombination
sein, also folgt Ay = py, Ao = pia, ..., Ay = ln.

,<=“ Wir nehmen an, dass jedes v € V hochstens auf eine Weise als Linearkom-

bination von wq,vs,...,v, darstellbar ist. Das gilt dann auch fiir v = 0. Da die
triviale Linearkombination 0 darstellt, muss es die einzige sein. Damit ist gezeigt,
dass vy, vy, ..., v, linear unabhéngig sind.

Teil (3) folgt dann aus (1) und (2). Qa
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Um das vorstehende Lemma auch fiir beliebige Familien (v;);er von Vektoren formulieren
zu konnen, definieren wir

KU = {(\)ier € K' | {i € I'| \i # 0} ist endlich} .

Das ist also die Menge derjenigen Familien von Elementen von K mit Indexmenge I,
die nur endlich viele von null verschiedene Komponenten haben. Dann kénnen wir die
Linearkombinationenabbildung analog definieren als

¢(U1‘)i61: K" — V., (Ni)ier — Z iV

iel
(vergleiche Definition 7.11). Dann gilt wieder:
(1) (vi)ier Erzeugendensystem <= ¢, , surjektiv.
(2) (vi)ier linear unabhéngig <= ¢,,),, injektiv.

(3) (vi)ier Basis <= @(y,),., bijektiv.

KW it genau der K-Untervektorraum von K!, der durch die Familien e; = (0i5)jer
fir ¢ € I erzeugt wird. Dabei ist §;; = 1 fiir ¢« = j und J;; = 0 fiir ¢ # j (das soge-
nannte Kronecker-Delta); die Familie e; hat also als i-te Komponente eine Eins, alle
anderen Komponenten sind null. Das verallgemeinert die Standardbasis von K" auf den

Vektorraum K ().

Eine Basis (vy,vs,...,v,) von V verhilft uns also zu einer bijektiven Abbildung
K" — V. Damit kénnen wir die Elemente von V' durch ihr Koeffiziententupel
(A1, A2, ..., Ay) € K™ beschreiben (und Addition und Skalarmultiplikation von V'
verhalten sich genauso wie die von K™). Das ist natiirlich eine schéne Sache. Es
stellt sich dann die Frage, ob jeder Vektorraum eine Basis hat. Wir werden das
hier fiir endlich erzeugte Vektorrdume positiv beantworten. (Ein Vektorraum ist
endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem hat.) Dafiir beweisen
wir sogar eine stirkere Aussage, die viele niitzliche Anwendungen haben wird.

9.5. Satz. Sei V ein Vektorraum und seien vy, vs, ..., v, und wy, Ws, . .., w,, Fle-
mente von V, sodass

(1) (v1,v9,...,v,) linear unabhdingig und
(2) (v1,V2, ..., Vp, W1, Wa, ..., Wy) ein Erzeugendensystem von V ist.
Dann kann man (vy, vs, . .., v,) durch Hinzunahme geeigneter Vektoren w; zu einer

Basis von V ergdnzen.

Genauer bedeutet das: Es gibt k € N und Indizes ji, jo,...,jr € {1,2,...,m},
sodass
(01, V2, « oy Uy, Wy, Wiy« -+, W),

eine Basis von V ist.

Die natiirlichen Zahlen n und m diirfen und k& kann auch null sein. Wenn m = 0
ist, dann ist (vy,vs,...,v,) schon eine Basis, und es ist nichts zu tun (dann ist
auch k£ = 0). Das werden wir im Beweis als Induktionsanfang benutzen.

Wenn n = 0 ist, dann sagt der Satz, dass jedes endliche Erzeugendensystem eine
Basis enthélt. Das ist plausibel, denn man kann ja immer Elemente entfernen,
solange das Erzeugendensystem nicht minimal ist. Irgendwann (nach spétestens
m-maligem Entfernen eines Elements) muss man bei einem minimalen Erzeugen-
densystem ankommen; das ist dann eine Basis.

Wenn sich k£ = 0 ergibt, dann bedeutet das, dass (v, vs,...,v,) bereits eine Basis
ist.
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Beweis. Der Beweis benutzt vollstiandige Induktion nach m. Er basiert auf der
anschaulichen Idee, dass man ausgehend von (vy,...,v,,wy,...,w,) sukzessive
Elemente w; entfernt, bis man linear unabhingige Vektoren hat. Dazu fixieren
wir das n-Tupel (vy,...,v,) und nehmen an (Voraussetzung (1)), dass es linear
unabhéngig ist. Die Aussage A(m), die wir durch Induktion beweisen wollen, ist
dann, dass die Behauptung fiir das fest gewihlte Tupel (vy,...,v,) und jedes
m-Tupel (wy, ..., w,,) von Vektoren von V' gilt.

Im Induktionsanfang ist m = 0. Dann ist nach Voraussetzung (2) (vy,...,v,) ein
Erzeugendensystem von V' und nach Voraussetzung (1) linear unabhéngig, also
bereits eine Basis: Die Behauptung gilt mit k£ = 0.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, die Behauptung gelte fiir m-Tupel
(wi,...,wy). Un sie fir m + 1 zu zeigen, betrachten wir ein (m + 1)-Tupel
(w1, ..., Wpy1) von Vektoren von V) sodass (vi,...,Un, W, ..., Wyyi1) ein Erzeu-
gendensystem von V ist. Es gibt nun zwei Mdéglichkeiten:

e Entweder ist (v, ..., Uy, w1, ..., Wyy1) linear unabhéngig. Dann haben wir eine
Basis; die Behauptung gilt mit k =m+1und j1 =1,...,Jm1 =m+ 1.

e Anderenfalls ist (vy,...,vn, w1, ..., Wyy1) linear abhdngig. Dann gibt es eine
nichttriviale Linearkombination

AU+ o+ AUy W F e Wi+ g1 Wiy = 0

Hier kénnen nicht alle p; = 0 sein, denn dann hétten wir eine nichttriviale Li-
nearkombination nur der v;, die den Nullvektor darstellt, im Widerspruch zur
linearen Unabhéngigkeit von (vy,...,v,). Also gibt es ein jo € {1,2,...,m + 1}
mit p;, # 0. Falls nétig, vertauschen wir w;, und w,,4+1; dann kénnen wir an-
nehmen, dass jo = m + 1 ist. Wir kénnen obige Gleichung dann nach w,,;
auflosen. Das zeigt, dass

W1 € (U1, .0y Upy W, ooy Wiy
ist, also ist
(U1, ey Uy Wy ey Wey) = (U1, 0oy Uy W1y e ey Wiy, W) = V.

Voraussetzung (2) ist also fiir (wy, ..., w,,) erfiillt, sodass wir die Induktionsan-
nahme verwenden kénnen, was uns die gewiinschte Aussage liefert.

Wenn man ganz genau sein will, dann setzt man w;, = w; fiiri € {1,2,...,m}\{jo} und
Wi = w1 (falls jo #m + 1), und wendet die Induktionsannahme auf (wj, ..., w;,)
an. Dann bekommt man k£ < m und ji,...,j}, sodass (v, ... ,vn,w;,,...7w;.,) eine
1 k
Basis ist. Mit j; = j; fiir j! # jo und j; = m + 1, falls 5/ = jo # m + 1, ist dann
(U1, ..., Un, wj,, ..., wj,) eine Basis. a

Man kann alternativ den Beweis auch so formulieren, dass man nacheinander Vek-
toren w; zu den vy, vs,...,v, hinzunimmt, solange das entstehende Tupel linear un-
abhéngig ist. Ist das nicht mehr moglich, dann muss man eine Basis haben.

Man beachte, dass in diesem Beweis die Zahl n nicht fixiert ist. (Er ist deswegen etwas
weniger leicht zu verstehen, weswegen ich zunéchst den anderen Beweis formuliert habe.)

Der Induktionsanfang, also der Fall m = 0, ist klar, denn dann ist (vy, v, ..., v,) bereits
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, also eine Basis. Die Behauptung gilt also
mit k = 0.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Aussage fiir ein gegebenes m stimmt,
und beweisen sie fiir m + 1. Sei also (v1,ve,...,v,) linear unabhéngig und seien aufler-
dem wy,wa, ..., Wn, Wyt1 € V, sodass (v1,v2, ..., 05, W1, W, ..., Wy, Wnt+1) ein Erzeu-
gendensystem von V ist. Wir unterscheiden zwei Fille:
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(1) Wm41 € (Ula V2, - 7vn>'
Dann ist (v1,v2, ..., Up, w1, Wwa, ..., wy) auch schon ein Erzeugendensystem; die
Behauptung folgt direkt aus der Induktionsannahme.

(2) w1 & (V1,v2,...,0p).
Wir schreiben vy, 41 fiir wy,4+1. Dann ist (vi,v,..., vy, Upt1) linear unabhéngig
(wir benutzen hier wieder Lemma 8.9) und

(01)02? «e oy Uny Upt1, W1, W2, .« .. 7wm)

ist ein Erzeugendensystem (dasselbe wie vorher). Nach der Induktionsannahme
gibt es j1,..., 7 € {1,2,...,m}, sodass

(vlv V2, - ,’Un,'Un_Fl,wji,’U)jé, s 7wj;€,> = (vlv B 7vn7wm+17wjiv B 7wj;€,)
eine Basis von V ist. Wir setzen
/ . . i . ./ . ./
k=k+1, ji=m+1 und jo=j, j3=Ja -, Jk = Ju
und erhalten die Behauptung.

9.6. Folgerung. Jeder Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem besitzt,
hat eine Basis.

Beweis. Das folgt aus Satz 9.5, wenn man n = 0 nimmt. Genauer erhalten wir
die Aussage, dass man eine Basis finden kann, die aus Elementen eines gegebe-
nen endlichen Erzeugendensystems besteht. (Der Beweis reduziert sich in diesem
Fall darauf, dass man aus dem gegebenen Erzeugendensystem solange Elemente
entfernen kann, bis es minimal, also linear unabhéngig, ist.) u

Was passiert, wenn es kein endliches Erzeugendensystem gibt? Dann gibt es auch noch
einen Basiserginzungssatz, den wir hier fiir Mengen formulieren:

Satz. Sei V ein Vektorraum und seien A und E Teilmengen von V, sodass A linear
unabhdngig und AU E ein Erzeugendensystem von V ist. Dann gibt es eine Teilmenge
B C E, sodass AU B eine Basismenge von V ist.

Den Beweis kann man jetzt natiirlich nicht mehr durch vollstdndige Induktion fiihren.
Man braucht ein anderes Werkzeug dafiir, zum Beispiel das sogenannte Zornsche Lemma.
Es besagt Folgendes.

Satz. Seien X eine Menge und M C P(X) eine Menge von Teilmengen von X. Eine
Kette in M ist eine Teilmenge K C M, sodass je zwei Elemente von K wvergleichbar
sind, das heift

VTl,TQEIC:T1CT2 oder Ty CTy.
Wenn jede solche Kette K eine obere Schranke in M hat, wenn es also zu K ein
Element S € M gibt, so dass gilt

VI'e K:TCS,
dann hat M mazimale Elemente. Es gibt dann also (mindestens) ein M € M, sodass
gilt
VIieM:MCcT=M=T
(d.h., es gibt keine echt grifiere Menge in M ).

Man kann zeigen, dass das Zornsche Lemma (wenn man die ,harmlosen® Axiome der
Mengenlehre als gegeben annimmt) zum Auswahlaxiom (siehe die Diskussion im Klein-
gedruckten auf Seite 20) dquivalent ist.

Der Beweis des Basisergéinzungssatzes geht dann so: F ist die Menge X im Zornschen
Lemma und M = {B C E | AU B linear unabhéngig}. Wir miissen die Voraussetzung
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des Zornschen Lemmas nachpriifen. Sei dazu K C M eine Kette. Wir setzen S = |JK
(das ist also die Vereinigung all der Teilmengen von E, die Elemente der Kette K sind).
Es ist dann klar, dass T' C S fiir alle T" € IC gilt. Wir miissen noch zeigen, dass S € M ist,
dass also AU S linear unabhéingig ist. Angenommen, das wire falsch, dann gébe es eine
nichttriviale Linearkombination von Elementen von AUS, die den Nullvektor darstellt. In
dieser Linearkombination kommen nur endlich viele Elemente v, vs, . .., v, von S vor. Da
S =K, gibt es fiir jedes v; ein K; € K mit v; € K. Nach eventueller Umnummerierung
konnen wir annehmen, dass K1 C Ko C ... C K, ist (hier wird verwendet, dass K
eine Kette ist). Dann sind aber vy, vs,...,v, € K,, und es wiirde folgen, dass AU K,
linear abhéngig ist. Weil K, € M ist, ist das ein Widerspruch, also muss A U S linear
unabhiingig sein. (Fiir dieses Argument ist die Endlichkeit von Linearkombinationen
entscheidend!) Damit ist S eine obere Schranke von K in M und die Voraussetzung im
Zornschen Lemma ist erfiillt. Es folgt, dass M ein maximales Element B hat. Da B € M
ist, ist A U B linear unabhéingig. Ware A U B kein Erzeugendensystem, dann gébe es
v € Emit v ¢ (AU B). Dann wére aber AU (B U {v}) ebenfalls linear unabhéngig. Das
wiirde BU{v} € M bedeuten, aber das kann nicht sein, da B maximal ist (v kann kein
Element von B sein, sonst wire v € (AUB)). Also ist AUB auch ein Erzeugendensystem
und somit eine Basis.

Wir erhalten daraus sofort (mit A =0 und E = V):

Folgerung. Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Aus dem Auswahlaxiom folgt also zum Beispiel, dass R als Q-Vektorraum (als den man R
mit seiner Addition und der auf Q x R eingeschrinkten Multiplikation betrachten kann)
eine Basis hat. Gesehen hat so eine Basis aber noch niemand. Wie schon frither erwéhnt
ist das Auswahlaxiom (und damit auch das Zornsche Lemma) inhérent inkonstruktiv,
sodass unser Beweis oben (im Gegensatz zum endlichen Fall) keinerlei Hinweis darauf
gibt, wie die gesuchte Teilmenge B zu finden wire.

Eine weitere wichtige Folgerung besagt, dass man (in einem endlich erzeugten
Vektorraum) beliebige linear unabhéngige Vektoren stets zu einer Basis ergédnzen
kann.

9.7. Folgerung. Sei V ein Vektorraum mit endlichem Erzeugendensystem und
sei (v1,vg,...,0,) € V™ linear unabhingig. Dann giblt es k € N und Vektoren
Una1,Unioy -, Unsk €V, sodass (v1,vq, ..., Unk) eine Basis von V ist.

Beweis. Sei (wy,ws,...,wy,) ein endliches Erzeugendensystem von V. Dann sind
fiir vy, ..., v, und wy, ..., w,, die Voraussetzungen von Satz 9.5 erfiillt. Die Aussage
des Satzes liefert dann die Behauptung, wenn man v, 11 = wj,, ..., Upqr = Wj,
setzt. a

9.8. Beispiel. Wir finden eine Basis des Untervektorraums
U={(z,y,2) ER® | z=a+y} CR’.

Dazu finden wir moéglichst viele linear unabhéngige Vektoren und priifen dann, ob
wir ein Erzeugendensystem haben. Zum Beispiel sind (1,0,1) und (0,1, 1) linear
unabhéngige Elemente von U, denn

A1,0,1) 4+ 2(0,1,1) =0 <= (A, A+ p) = (0,0,0) < A=p=0.

Diese beiden Vektoren bilden auch ein Erzeugendensystem, denn fiir (z,y,z) € U
gilt z =z 4y, also

(x,y,2) = (z,y,x +y) = x(1,0,1) + y(0,1,1) € ((1,0,1),(0,1,1)) .
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Damit ist ((1,0,1),(0,1,1)) eine Basis von U. L]

Eine weitere wichtige Konsequenz des Basisergdnzungssatzes ist der Basisaus-
tauschsatz.

9.9. Satz. Sei V ein Vektorraum und seien (vy,vq, ..., v,) und (wy,ws, ..., Wy)
zwei Basen von V. Fir jedes i € {1,2,...,n} gibt es ein j € {1,2,...,m}, sodass
(U1, .., Vim1, W), Vig1, ..., V,) ebenfalls eine Basis von V ist.

Man tauscht also das Basiselement v; der ersten Basis durch ein Element der
zweiten Basis aus.

Beweis. Wir koénnen ohne Einschrénkung ¢ = n annehmen (sonst &ndere man
die Nummerierung entsprechend). Wir wenden den Basiserginzungssatz 9.5 an
mit vy, Vg, ..., V1 und wy, W, ..., w,,. Die Voraussetzungen sind erfiillt, da Teil-
familien von linear unabhéngigen Familien immer linear unabhéngig sind und
die w; schon alleine ein Erzeugendensystem bilden. Es gibt also £ € N und Indizes
Jis--s 0k € {1,2,...,m}, sodass (vy, ..., Vp_1,Wj;, Wj,, ..., w;, ) eine Basis von V'
ist. Die Behauptung bedeutet gerade, dass man k£ = 1 wéhlen kann; wir setzen
dann j = j;. Esist klar, dass k£ > 0 sein muss, denn (vy, vg, . .., v,,_1) ist kein Erzeu-
gendensystem mehr ((vi,vs,...,0,_1,v,) ist ein minimales Erzeugendensystem,
aus dem wir ein Element entfernt haben). Wir zeigen, dass (v, vs, ..., V51, w;,)
ein Erzeugendensystem ist; daraus folgt die Behauptung.

Wir haben w; € V = (vi,vs,...,v,). Nach Lemma 8.9 bedeutet das, dass
(v1,v2, ..., Up_1, Un, wj,) linear abhéngig ist. Da (vq,vs, ..., v,—1,w;,) als Teil der
Basis (v1,...,Vp—1,W;,, W,,, ..., wj,) linear unabhéngig ist, folgt dann wieder mit
Lemma 8.9, dass v, € (v1,vs,...,0,_1,w;,) ist. Da natiirlich auch vy, vq, ..., 0,1
in diesem Untervektorraum enthalten sind, enthélt er ein Erzeugendensystem
von V'; es folgt (v, vq,...,v5_1,w;,) =V wie behauptet. Q

9.10. Folgerung. Sei V ein Vektorraum und seien (vy,...,v,) und (wy, ..., wy,)
zwei (endliche) Basen von V. Dann ist n = m.

Je zwei Basen haben also gleich viele Elemente.

Beweis. Wir nehmen n > m an und leiten einen Widerspruch her (der Fall n < m
geht genauso). Durch n-malige Anwendung von Satz 9.9 (mit i = 1,2,...,n)
erhalten wir Indizes ji, jo,...,jn € {1,2,...,m}, sodass (wj,,w,,,...,w;,) eine
Basis von V ist. Da m kleiner als n ist, miissen sich in diesem Tupel Vektoren
wiederholen. Dann sind wj,, wj,,...,w;, aber nicht linear unabhéngig. Dies ist
der gewiinschte Widerspruch. u

Wir fithren eine Schreibweise fiir die Anzahl der Elemente einer Menge ein.

9.11. Definition. Sei M eine Menge. Wir schreiben #M fiir die Anzahl der
Elemente von M. Wenn M unendlich ist, dann setzen wir #M = oc. &

Eine andere héufig anzutreffende Schreibweise ist |M|. Ich bevorzuge #M, weil es
dabei keine Verwechslungsgefahr gibt.
Wir setzen hier ein intuitives Verstdndnis davon voraus, was die ,,Anzahl der Elemente

einer (endlichen) Menge ist. Wenn man das formal sauber definieren will, ist es aber gar
nicht so einfach. Man kann zum Beispiel fiir eine Menge M und n € N definieren:

#M =n < df: M — N, mit f bijektiv.
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(Beachte: No,, = {m € N| m < n} = {0,1,2,...,n — 1} hat gerade n Elemente.) Das
formalisiert die Vorstellung, dass man die Elemente von 0 bis n — 1 (oder analog von 1
bis n) durchnummerieren kann. Man muss dann noch zeigen, dass eine solche Bijektion
nicht mit zwei Mengen N.,, zu verschiedenen n méglich ist und dass eine Menge genau
dann unendlich ist, wenn es fiir kein n € N eine solche Bijektion gibt.

Das Erste ldsst sich durch vollstédndige Induktion erledigen: Angenommen, es géibe eine
Bijektion f: Nejtm — Nopy mit m > 0. Fiir n = 0 ist das unmoglich (es gibt keine Ab-
bildung von der nichtleeren Menge N, in die leere Menge N.g). Fiir n > 0 konstruiert
man aus f eine neue Bijektion f’: N, 14, — No,,_1, die es nach Induktionsannahme
aber nicht geben kann. Dabei ist f/'(k) = f(k), auBer f(k) = n — 1; dann setzt man

f'(k) = f(n—1+m).

Fiir das Zweite braucht man eine Definition, was eine ,unendliche Menge® ist. Eine
Moglichkeit ist

M ist unendlich <= df: N — M mit f injektiv.
Eine alternative Definition ist
M ist unendlich <= df: M — M mit f injektiv, aber nicht surjektiv .

Es ist eine interessante Ubung, die Aquivalenz dieser beiden Definitionen zu zeigen.
Man zeigt wieder durch vollstindige Induktion mit der zweiten Definition, dass die
Mengen N.,, nicht unendlich sind (eine injektive Abbildung N.,, — N, ist immer auch
bijektiv). Es ist dann noch zu zeigen, dass eine nicht unendliche Menge M bijektiv zu
einer der Mengen N, ist. Dazu definiert man eine injektive Abbildung f von einem
Anfangsstiick von N nach M: Falls M leer ist, dann ist die Abbildung leer; das An-
fangsstiick ist N und #M = 0. Sonst gibt es ein mg € M; wir setzen f(0) = mgy und
My = M\ {mo}. Wenn f schon auf N, definiert und parallel M,, konstruiert ist, dann
ist entweder M, leer; in diesem Fall haben wir eine Bijektion f: N, — M und #M = n;
oder es gibt ein m,, € M,,, dann setzen wir f(n) = m, und M, 11 = M, \ {my,}. Damit
ist f auf Noj 11 definiert. Wenn diese Konstruktion nicht abbricht, dann erhalten wir
eine injektive Abbildung f: N — M, also muss M (nach der ersten Definition) unendlich
sein.

Allgemeiner kann man fiir beliebige (auch unendliche) Mengen M; und My definieren
H#M) < #My <— If: M1 — Ms mit f injektiv.

Nach dem Satz von Cantor-Bernstein-Schroder folgt aus #M; < #Ms und #My <
# M, dass es eine Bijektion zwischen M; und M gibt; deshalb ist es sinnvoll zu defi-
nieren
H#My =#Ms < If: M1 — My mit f bijektiv

(man sagt dann auch, M; und Mj seien gleichmdchtig). Damit kann man dann auch bei
unendlichen Mengen zwischen verschiedenen Michtigkeiten oder Kardinalitdten unter-
scheiden. Zum Beispiel gilt fiir jede unendliche Menge M, dass #N < #M ist (das war
eine der beiden Definitionen oben); es gibt aber auch ,iberabzdhlbare* Mengen M mit
#N < #M (also #N < #M und #N # #M). In der Analysis lernen Sie, dass M = R
dafiir ein Beispiel ist. Allgemein gilt fiir jede Menge M, dass #M < #P(M) ist; es gibt
zu jeder Menge also eine noch , groflere”.

Wir konnen jetzt die Dimension eines Vektorraums einfiithren.

9.12. Definition. SeiV ein Vektorraum. Wenn V eine endliche Basis (v1, ..., v,)
hat, dann sagen wir, dass V' Dimension n hat oder n-dimensional ist und schrei-
ben dim V' = n. Hat V keine endliche Basis, dann sagen wir, dass V' unendlich-
dimensional ist und schreiben dimV = oo. Hat V' Dimension n fiir ein n € N,
dann heif3t V' endlich-dimensional und wir schreiben dim V' < oc.
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Wenn wir betonen wollen, dass es um die Dimension von V' als K-Vektorraum
geht, dann schreiben wir genauer dimg V. &

Zum Beispiel ist dim¢ C = 1 (C-Basis (1)), aber dimg C = 2 (R-Basis (1, 7)).

Folgerung 9.10 sagt uns, dass diese Definition sinnvoll ist, weil alle endlichen Basen
von V' (wenn es sie gibt) dieselbe Anzahl von Elementen haben.

9.13. Beispiele.

(1) Die leere Menge ist Basis des Null-Vektorraums, also ist dim{0} = 0. Ist
umgekehrt V' ein Vektorraum mit dim V' = 0, dann hat V' eine Basis aus
null Vektoren, also ist V' = {0}.

(2) Fiir n € N gilt dim K™ = n, denn K™ hat die n-elementige Standardbasis
(e1,€9,...,€,).

(3) Fiir den Vektorraum der Polynomfunktionen gilt dim P = oo, denn er hat
eine unendliche Basis und kann deswegen nicht endlich-dimensional sein
(siche Folgerung 9.15 unten). )

Die Dimension eines Vektorraums ist eine wichtige Grofle, wie die folgenden Aus-
sagen zeigen.

9.14. Satz. Seien m,n € N, ser V ein n-dimensionaler Vektorraum und seien
V1, U, .ny Uy € V.
(1) Wenn (v1, v, ..., 0y) linear unabhdngig ist, dann istm < n. Im Fallm =n
ist (vy,vg,...,vy) eine Basis von V.
(2) Wenn (vi,vq,...,0y,) ein Erzeugendensystem von V ist, dann ist m > n.
Im Fall m = n ist (v1,vs,...,0y,) eine Basis von V.
Beweis.
(1) Nach Folgerung 9.7 kénnen wir (v, vs, ..., v,) durch Hinzunehmen von

geeigneten Vektoren von V' zu einer Basis von V' ergénzen. Diese Basis hat
n Elemente, also gilt m < n. Wenn m = n ist, dann werden keine Elemente
hinzugefiigt, also liegt bereits eine Basis vor.

(2) Nach dem Basiserginzungssatz 9.5 (mit n = 0 in der dortigen Notation)
gibt es eine Basis, die durch Weglassen von geeigneten Vektoren v; aus

(v1,v9,...,0,) entsteht. Diese Basis hat Lange n, also gilt m > n. Wenn
m = n ist, dann kann nichts weggelassen werden, also liegt bereits eine
Basis vor. a

Weil dieser Satz so wichtig ist, gebe ich eine weitere Formulierung.

Man kann den ersten Teil der beiden Aussagen auch so ausdriicken:

(1) In einem n-dimensionalen Vektorraum sind mehr als n Vektoren im-
mer linear abhdngig.

(2) Die lineare Hiille von m Vektoren hat Dimension héchstens m:

dim(vy, vg, ..., V) < m.
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Die erste dieser Aussagen ist eine starke Ezistenzaussage. Sie besagt ndmlich Fol-
gendes: Sind vy,ve,...,0,, € V mit m > dimV, dann gibt es eine nichttriviale
Linearkombination

>\1U1+)\2U2+...+>\mvm:0.

Der zweite Teil der beiden Aussagen im Satz oben bedeutet:

(1) In einem n-dimensionalen Vektorraum sind n linear unabhingige Vektoren
immer schon eine Basis.

(2) In einem n-dimensionalen Vektorraum ist ein Erzeugendensystem mit n
Elementen immer schon eine Basis.

Linear unabhéngige Familien geben also untere Schranken und Erzeugendensy-
steme geben obere Schranken fiir die Dimension. Es ist daher plausibel, dass wir
unendlich-dimensionale Vektorrdume wie folgt charakterisieren kénnen.

9.15. Folgerung. Sei V ein Vektorraum. Die folgenden Aussagen sind dquiva-
lent:

(1) Es gibt in V eine (unendliche) Folge (v,)nen linear unabhdngiger Vektoren.
(2) dimV = oo.

Beweis. ,,(1) = (2)“: Sei (v, )nen linear unabhingig. Wenn dim V' = m < oo wiére,
dann miissten nach Satz 9.14 die m + 1 Vektoren vy, vy, ..., v, linear abhingig
sein, was aber der linearen Unabhéngigkeit von (v,),en widerspricht. Also muss
V' unendlich-dimensional sein.

»(2) = (1)“: Sei V unendlich-dimensional. Das bedeutet, dass V' keine endli-
che Basis hat; damit kann eine endliche linear unabhéngige Teilmenge von V
kein Erzeugendensystem sein. Wir konstruieren rekursiv eine linear unabhéngige
Folge (v,)nen in V. Sei dazu (vg,vq,...,v, 1) bereits konstruiert und linear un-
abhéngig. (Fiir n = 0 ist das das leere Tupel, das immer linear unabhéngig ist.) Da
(vo, 1, ..., U,_1) kein Erzeugendensystem ist, gibt es v, € V' \ (vg,v1,...,Un_1).
Nach Lemma 8.9 ist dann (v, ..., v,_1,v,) linear unabhéngig. Die so konstruierte
Folge (v, )nen ist linear unabhéingig, weil das fiir alle endlichen Anfangsstiicke gilt
(in einer Linearkombination kommen nur endlich viele Vektoren v, vor). Q

Wir kénnen also sagen:

e Die Dimension von V ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren
inV.

e Die Dimension von V ist die minimale Anzahl von Erzeugern von V.

Hier ist eine Anwendung der Aussage, dass n+1 Vektoren in einem n-dimensionalen
Vektorraum linear abhiingig sein miissen.

9.16. Definition. Wir sagen, eine Polynomfunktion f € P habe Grad < n (und
wir schreiben deg(f) < n), wenn sie in der Form
fl@)=ao+ a1z + ...+ a,z”

(mit ag, ay, . .., a, € R) geschrieben werden kann. f hat Gradn (deg(f) = n), wenn
a, # 0 ist, wenn also f nicht Grad < n — 1 hat. f hat Grad < n (deg(f) < n),
wenn f Grad < n — 1 hat. &
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Sie wissen aus der Schule, dass eine Polynomfunktion vom Grad n hochstens n
reelle Nullstellen haben kann. Das kann man auch so ausdriicken:

9.17. Lemma. Ist f eine Polynomfunktion mit deg(f) < n, die mindestens n
reelle Nullstellen hat, dann ist f die Nullfunktion.

Beweisen kann man das zum Beispiel mit Mitteln der Analysis. Dazu verwendet man ei-
nerseits, dass die Ableitung einer Polynomfunktion vom Grad < n eine Polynomfunktion
vom Grad < n — 1 ist, und andererseits den Satz von Rolle: Zwischen zwei Nullstellen
einer differenzierbaren Funktion f liegt eine Nullstelle der Ableitung f.

Der Beweis geht dann durch Induktion iiber n. Ist n = 0, dann ist f schon die Nullfunkti-
on (denn ,deg(f) < 0“ bedeutet, dass in der Darstellung von f als f(z) = ap+a1x+...
kein von null verschiedener Koeffizient a; auftreten kann). Fiir den Induktionsschritt
nehmen wir an, dass die Aussage fiir Polynomfunktionen vom Grad < n gilt. Sei f eine
Polynomfunktion vom Grad < n + 1 mit mindestens n + 1 reellen Nullstellen. Dann ist
die Ableitung f’ eine Polynomfunktion vom Grad < m mit mindestens n reellen Null-
stellen (nach dem Satz von Rolle liegt zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen
von f eine Nullstelle von f’). Die Induktionsannahme liefert jetzt f/ = 0. Dann muss f
konstant sein; weil f aber mindestens eine Nullstelle hat (n + 1 > 0), muss f = 0 sein.

9.18. Beispiel. Seien zq,...,x, € R paarweise verschieden und vy, ...,y, € R.
Dann gibt es eine Polynomfunktion f mit deg(f) < n, sodass f(x;) =y, ist fir
alle j € {1,2,...,n}.
Beweis. Wir betrachten die folgenden n 4+ 1 Vektoren in R™:

vo=(1,1,1,...,1)

U1 = (xla T2, T3, ... ,I’n)
2,2 2 2
ve = (27, 25,25,...,2;)
. n—1 n—I1 n—1 n—1
Upo1 = (27, xh ey )
Up = (y17 Y2, Y3, - - - ayn)
Dann wissen wir, dass vg,vy,...,v, linear abhéngig sein miissen, denn es ist

dimR"” =n < n+ 1. Es gibt also Ag, A1, ..., A\, € R, nicht alle null, mit
Ao + )\11']' + )\2!13'3 + ...+ )\n_ll‘?_l + )\nyj =0

fir alle j € {1,2,...,n}. Ich behaupte, dass A, nicht null sein kann. Denn sonst
hétte die Polynomfunktion

T— X+ MT 4.+ Azt

vom Grad < n mindestens die n Nullstellen x1, x», ..., z,, miisste also nach Lem-
ma 9.17 die Nullfunktion sein, was \g = A\ = ... = \,_1 = 0 bedeuten wiirde.
Dann wiére die obige Linearkombination aber trivial, ein Widerspruch. Also ist
A # 0. Wir setzen

Ao At An—1
aoz—/\—n, alz—)\—n, ceey Qpy = — .
und
f(x)=ao+ax+...+a,_12" "
dann gilt

f(xj) =ag+ a1%; + ...+ anflgj;‘_l =y,

wie gewiinscht. d
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Als Nebenprodukt unserer Uberlegungen ergab sich, dass die Vektoren v; = (9571, e x%)
fir j € {0,1,...,n — 1} linear unabhingig sind. ' )

Die Dimension ist ein Maf fiir die ,,Grofle” eines Vektorraums. Das wird deutlich,
wenn man die Dimension eines Untervektorraums betrachtet.

9.19. Satz. Seien V ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann
gilt dimU < dim V. Ist V endlich-dimensional und g¢ilt dimU = dim V, dann ist
U=1V.

Dabei gelte n < oo fiir alle n € N und oo < oc.

Beweis. Im Fall dimV = oo ist die Aussage trivialerweise richtig. Sei jetzt also
dimV =n € N. Ware dim U = oo, dann gébe es nach Folgerung 9.15 unendlich
viele linear unabhéingige Elemente in U und damit auch in V, ein Widerspruch.
Also ist U endlich-dimensional mit dim U = m € N. Eine Basis von U besteht aus
m linear unabhéngigen Vektoren von V. Nach Satz 9.14 folgt dimU = m < n =
dim V. Gilt m = n, dann ist die Basis von U bereits eine Basis von V und es folgt
U=V a

9.20. Beispiel. Ein unendlich-dimensionaler Vektorraum kann durchaus echte
Untervektorrdume haben, die ihrerseits unendlich-dimensional sind. Zum Beispiel
koénnen wir im Vektorraum P der Polynomfunktionen den Untervektorraum £,
der geraden Polynomfunktionen betrachten:

P,={feP|VzeR: f(—x) = f(z)}.

(Priifen Sie nach, dass P, tatsdchlich ein Untervektorraum von P ist!) Da die
Funktion z — z, die ein Element von P ist, nicht in P, liegt, gilt P, # P. Auf der
anderen Seite sind die geraden Potenzfunktionen x +— 2" fiir n € N alle linear
unabhéngig, also ist dim P, = co. &
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10. LINEARE ABBILDUNGEN

Sei V' ein K-Vektorraum und seien vy, v, ...,v, € V. Sei weiter ¢ = ¢,
zugehorige Linearkombinationenabbildung

.....

¢: K" —V, (X1, T2, ..., Tp) — T30 + ToVs + ... + TpUy,
Dann gilt fir € = (21, 29,...,2,) € K™, y = (y1,%2,.--,Yn) € K" und X € K:
plx+y) =o((x1, 22, ... x0) + (1,92, - Un))

= o1 + Y1, T2+ Y2, o, T+ Yn)

= (v1 +y)vr + (T2 +y2)va + ...+ (Tn + Yn)Vn

= (2101 + a2 + ... + x0p) + (Y101 + Y22 + .o+ YnUy)
d(x1, Ty T0) + O(Y1, Yo, - -5 Yn)
o(z) + ¢(y)

und
o(Ax) = d(A(21,22,. .., 2,))
= ¢(Ar1, AT, ..., ATy)
= (Az1)vy + (Axg)va + ... + (Azp)vy
= Mx1v; + 2203 + ... + T,0,)
= A\p(x1, T2y .., Ty)
= \p(x) .

(Man beachte, dass Addition und Skalarmultiplikation hier einmal in K™ und
einmal in V stattfinden.)

Die Abbildung ¢ ist also mit Addition und Skalarmultiplikation vertréglich: Das
Bild einer Summe ist die Summe der Bilder und das Bild eines skalaren Vielfa-
chen ist das entsprechende Vielfache des Bildes. Solche mit der linearen Struktur
vertrégliche Abbildungen heiflen lineare Abbildungen.

10.1. Definition. Sei K ein Korper und seien Vi und V5 zwei K-Vektorraume. DEF
Eine Abbildung ¢: Vi — V5 heifit (K-)linear oder ein Homomorphismus (von Lineare
K -Vektorraumen), wenn sie die folgenden beiden Bedingungen erfiillt: Abbildung

Homo-
(1) Yo,w € Vi: ¢(v +w) = ¢(v) + p(w). m?)r:;?\ismus
(2) YA € K Yo € Vi: ¢(Mv) = Ap(v).

Eine lineare Abbildung heifit ein Monomorphismus, wenn sie injektiv ist, ein Epi- Mono-, Epi-,
morphismus, wenn sie surjektiv ist, und ein Isomorphismus, wenn sie bijektiv ist. lIso-, Endo-,

Eine lineare Abbildung ¢: V' — V heiflt ein Endomorphismus von V; ¢ heifit Automorph.

ein Automorphismus von V, wenn ¢ auflerdem bijektiv ist. Zwei Vektorrdume V;

und V5 heiflen (zueinander) isomorph, Vi = V,, wenn es einen Isomorphismus isomorph

¢: Vi — V; gibt. &
10.2. Beispiele. BSP
i
(1) Fiir beliebige K-Vektorraume V; und V, ist die Nullabbildung Vi — V5, Ar:)elji{jungen

v +— 0, eine lineare Abbildung.

(2) Fiir jeden K-Vektorraum V' ist die identische Abbildung idy: V' — V ein
Automorphismus von V.
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(3) Ist V ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum, dann ist die In-

klusionsabbildung U — V linear. &
BSP 10.3. Beispiel. Seien V', vy, vs,...,v, und ¢ wie zum Beginn dieses Abschnitts.
Linearkomb.-  Dann ist ¢ ein Homomorphismus. Nach Lemma 9.4 gilt aulerdem:
Abll).lldung o (v1,v9,...,v,) ist linear unabhingig <= ¢ ist ein Monomorphismus.
‘st linear o (v1,vy,...,0,) ist ein Erzeugendensystem von V' <= ¢ ist ein Epimorphismus.
o (vy,vy,...,v,) ist eine Basis von V' <= ¢ ist ein Isomorphismus.
Aus dem letzten Punkt ergibt sich die Aussage
dimV < oo = V = K™V, (X
Wir iiberzeugen uns noch davon, dass eine lineare Abbildung wirklich mit der
gesamten Struktur vertrdglich ist und dass sich lineare Abbildungen beziiglich
Komposition und Inversion gut verhalten.
LEMMA 10.4. Lemma. Vi, V5 und V3 seien K-Vektorrdume.
Lin. Abb.: . S . .
Eigensch. (1) Sei ¢: Vi — Vy eine lineare Abbildung. Dann gilt

»(0)=0 und Vv e Vi p(—v) = —o(v).
(2) Seien ¢1: Vi — Vo und ¢o: Vo — V3 lineare Abbildungen. Dann ist auch
¢o 0 ¢1: Vi — V3 linear.

(3) Sei ¢: Vi — Vy ein Isomorphismus. Dann ist die Umkehrabbildung
o1 Vo — Vi ebenfalls ein Isomorphismus.

Teil (3) zeigt, dass es in der Definition von ,;isomorph“ nicht darauf ankommt, ob
man einen Isomorphismus V; — V5 oder einen Isomorphismus Vo, — V; fordert.

Beweis.

(1) Es gilt ¢(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0) + ¢(0). Durch Addition von —¢(0) folgt
4(0) = 0.
Auflerdem gilt fiir v € Vi: ¢(—v) = ¢((—1)v) = (—1)p(v) = —¢(v).

(2) Wir miissen die beiden Eigenschaften aus Definition 10.1 fiir ¢5 o ¢; nach-
weisen. Seien dazu v,w € V4 und A € K. Dann gilt

(920 01)(v 4+ w) = G2 (P1(v +w)) = P2(d1(v) + d1(w))
= 92 (p1(v)) + d2(d1(w)) = (¢2 0 ¢1)(v) + (¢2 © ¢1)(w)
und
(620 01)(Av) = @2(d1(A0)) = b2 (A1 (v)) = A2 (61(v)) = A2 0 ¢1)(v).

(3) Wir weisen die Eigenschaften aus Definition 10.1 fiir ¢! nach. Seien dazu
v,w € Vo und A € K. Wir setzen v/ = ¢~ (v) und v’ = ¢! (w), sodass
v=¢() und w = ¢(w’). Dann gilt

¢~ (v+w) =7 (o(v) + d(w)) = ¢ (S + ) ="+ w' = ¢ (v) + ¢ (w)
und

¢~ (W) = ¢~ (Ao(v)) = 97 (W) = X' = A7 (v). d

Bevor wir weitere Eigenschaften untersuchen, fithren wir noch eine Schreibweise
ein.
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10.5. Definition. Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen beliebigen Mengen X
und Y. Ist T" eine Teilmenge von X, dann schreiben wir

f) ={fx)|xeT}CY

fiir die Menge der Bilder der Elemente von T und nennen f(T') das Bild von T
unter f.Im Spezialfall T' = X schreiben wir auch im(f) fir f(X); im(f) heifit das
Bild oder die Bildmenge von f. Ist U eine Teilmenge von Y, dann schreiben wir

[V ={re X | fla) e U} C X

fiir die Menge der Urbilder der Elemente von U und nennen f~*(U) das Urbild
von U unter f. %

AusT C T' C X folgt f(T) C f(T"),und aus U C U’ C Y folgt f~1(U) C f~1(U").

Hiufig wird auch f~'(y) = {z € X | f(z) = y} fiir die Menge der Urbilder eines
Elements y € Y geschrieben. Das kann zu Verwirrung fiithren, denn wenn f bijektiv
ist, dann bedeutet f~!(y) auch das Bild von y unter der Umkehrabbildung, also
das Urbild von y und nicht die Urbildmenge von y. Wir werden die ,,Datentypen*
(Elemente bzw. Teilmengen) hier aber sorgfiltig auseinanderhalten und immer
f~t({y}) fiir diese Menge schreiben.

Wenn f bijektiv ist, dann hat f~!(U) zwei mogliche Bedeutungen: einerseits aus-
gehend von f wie oben definiert und andererseits ausgehend von der Umkehrfunk-
tion f~. Zum Gliick stimmen beide Versionen iiberein.

Noch eine Warnung: Die hier eingefiihrte Schreibweise kann einen dazu verfithren
zu denken, dass f~!(f(T)) = T und f(f~'(U)) = U sein muss. Das ist aber
im Allgemeinen falsch! Es gilt immer f~'(f(T)) D T und f(f~Y(U)) C U; die

Inklusionen kénnen jedoch echt sein. Finden Sie Beispiele dafiir!

Da der Nullvektor eine ausgezeichnete Rolle in einem Vektorraum spielt, ist die
Menge seiner Urbilder unter einer linearen Abbildung ein wichtiges Datum.

10.6. Definition. Sei ¢: V] — V5 eine lineare Abbildung. Der Kern von ¢ ist die
Menge der Urbilder von 0 € V5:

ker(¢) = ¢ ({0}) = {v € Vi [ $(v) =0} C V1. ¢
Nach Lemma 10.4 gilt stets 0 € ker(¢).

10.7. Beispiel. Sei V C RY der Vektorraum der konvergenten Folgen. Dann ist

lim: V — R, (an)neny — lim a,

n—oo
eine R-lineare Abbildung. Das folgt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Der Kern ker(lim) ist gerade die Menge der Nullfolgen, denn das sind definitions-
geméfl die Folgen mit Limes null. [ )

Eine wichtige Eigenschaft des Kerns ist die folgende:

DEF

Bilder und
Urbilder von
Teilmengen

DEF
Kern

BSP
Limes ist
linear
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10.8. Lemma. Sei ¢: Vi — Vs, eine lineare Abbildung. Dann gilt:
¢ ist injektiv <= ker(¢) = {0}.

Beweis. ,=“: Sei ¢ injektiv und v € ker(¢). Dann ist ¢(v) = 0 = ¢(0), also v = 0.
,<=": Es gelte ker(¢) = {0}. Seien weiter v,w € Vi mit ¢(v) = ¢(w). Dann folgt
0=0¢(v)—o(w) = ¢(v—w), also ist v — w € ker(¢) = {0} und damit v —w = 0;
das bedeutet v = w. a

Wenn ker(¢) = {0} ist, sagt man auch, der Kern sei trivial.

Wie zu erwarten, vertragen sich lineare Abbildungen sehr gut mit Untervek-
torrdumen.

10.9. Satz. Sei ¢: Vi — Vs eine K-lineare Abbildung.

(1) Ist Uy C Vy ein Untervektorraum, dann ist ¢(Uy) C Vu wieder ein Un-
tervektorraum. Insbesondere ist im(¢) = ¢(Vi) C Vi ein Untervektorraum
von Va. Auferdem ist die auf Uy eingeschrinkte Abbildung ¢|y,: Uy — Va
ebenfalls linear.

(2) Ist Uy C Vs ein Untervektorraum, dann ist ¢~ *(Uy) C Vy wieder ein Unter-
vektorraum. Insbesondere ist ker(¢) = ¢~1({0}) C V; ein Untervektorraum
von V.

(3) Seien

M, = {U, | Uy C Vi Untervektorraum mit ker(¢) C Uy } und
My = {Uy | Uy C Vi Untervektorraum mit Uy C im(¢)} .

Die Abbzldungen M, — MQ, Uy — ¢(U1), und My — Ml, Uy — gbil(Ug),
sind zueinander inverse Bijektionen.

Die Aussage, dass der Kern einer linearen Abbildung ein Untervektorraum ist,
ist oft niitzlich, wenn man zeigen mochte, dass eine Teilmenge eines Vektorraums
ein Untervektorraum ist. Oft kann man nédmlich Untervektorrdume in natiirlicher
Weise als Kerne schreiben.

Bewezs.

(1) Wir miissen die Bedingungen fiir einen Untervektorraum fiir ¢(U;) nach-

priifen:

e 0= qb(O) € ¢(U1), da 0 € U;.

e Seien v, w € ¢(Uy). Dann gibt es v/, w’ € Uy mit ¢(v') = v, ¢(w') = w.
Es folgt v + w = ¢(v') + ¢p(w') = ¢(v' + ') € ¢p(Uy), denn v/ + w' € Uy.

e Sei v € ¢(U;) und X\ € K. Dann gibt es v € U; mit ¢(v') = v. Es folgt
Av = Ap(v') = p(M') € ¢(Uy), denn A\’ € Uy.

Da V} ein Untervektorraum von V; ist, folgt, dass im(¢) ein Untervektor-

raum von V5 ist.

Dass ¢|y, linear ist, folgt daraus, dass man ¢|y, als Verkettung der (linea-

ren) Inklusionsabbildung U; — V; und ¢ schreiben kann.

(2) Wir priifen die Bedingungen fiir ¢~1(Us):
e 0 ¢ ¢_1(U2), da QZ5(0) =0¢ U2.

LEMMA
injektiv
—

ker = {0}



§10. Lineare Abbildungen 69

e Seien v,w € ¢~ (Us). Dann sind ¢(v), ¢p(w) € Us. Es folgt ¢p(v + w) =
d(v) + ¢(w) € Uy und damit v + w € ¢~1(Us).

e Seien v € ¢~ }(Us) und A € K. Dann ist ¢(v) € Us, also auch ¢p(Av) =
Ap(v) € Uy, und damit \v € ¢~1(Us).

Da {0} ein Untervektorraum von Vj ist, folgt, dass ker(¢) ein Untervek-

torraum von V] ist.

(3) Wir iiberlegen zunichst, dass die Abbildungen wohldefiniert sind: Fiir
U C WV gilt ¢o(Uy) C ¢(Vi) = im(¢) und fiir Uy C Vs gilt ¢~ (Uy) D
¢~ 1({0}) = ker(¢). Nach den Teilen (1) und (2) werden Untervektorrdume
auf Untervektorrdume abgebildet. Damit haben wir tatsdchlich Abbildun-
gen zwischen den beiden angegebenen Mengen.

Wir zeigen jetzt, dass die Abbildungen zueinander invers sind. Daraus folgt
dann auch, dass sie bijektiv sind. Sei also U; C Vj ein Untervektorraum
mit ker(¢) C U;. Dann gilt

ved (B(U) = 6(v) € B(UY)

< ' e Up: ¢(v) = (V)

— ' elU:gp(v—1")=0

< ' e U;:v—1 € ker(e)

<— vel.
(Die letzte Aquivalenz sieht man so: ,<=“: wihle v/ = v. ,=“: Sei v" =
v—1' € ker(¢) C Uy, dann ist v = v'+v” € Uy.) Das zeigt ¢ (¢(Uy)) = Us.
Sei jetzt Us C im(¢) ein Untervektorraum von V,. Dann gilt

veE (¢ () <= W €¢ ' (Uy): p(v) =v
< ' eVi: ¢p(v') € Uy und ¢p(v') = v
< velU; und v € im(p)
< v e Uy;Nim(¢)
= vel,.
Das zeigt ¢(¢7(Uz)) = Us. Q

Den Zusammenhang, der im dritten Teil dieses Satzes formuliert wird, kann man
sich etwa (sehr schematisch) wie in Abbildung 2 veranschaulichen.

10.10. Beispiel. Seien K ein Korper, X eine Menge und V' ein Untervektorraum
von KX = Abb(X, K) (zum Beispiel kénnen wir X = K = R setzen und fiir V
den Vektorraum der stetigen reellen Funktionen nehmen). Sei weiter x € X. Dann
ist die Auswertungsabbildung

eve: V— K, f+— f(x)

linear. Das ergibt sich direkt aus der Definition der Addition und der skalaren
Multiplikation von Funktionen:

eV:(:(f +g) = (f —i—g)(x) = f(.’E) +g(l’) = er(f) +evx(g) und
eve(Af) = (Af)(z) = Af(z) = Aevy(f).

(Man kann sagen, dass die Addition und Skalarmultiplikation in K¥ gerade so
definiert sind, damit die Auswertungsabbildungen linear werden!)

BSP
Auswertungs-
abbildung
DEF

Auswertungs-
abbildung
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U, S~ ~
=07y
U2 .
. =0y | |™@
Ker(9)
{0} L ___>=. {0} J
Vv, 0 A

ABBILDUNG 2. Skizze zu Satz 10.9

Sei T" eine Teilmenge von X. Dann ist

{feV|VxeT: f(x) =0} = ﬂ ker(ev,)

zeT
ein Untervektorraum von V.

Im Spezialfall X = {1,2,...,n} haben wir KX = K"; dann heifien die Abbildun-

gen ev; (fiir j € {1,2,...,n}) Projektionen und werden pr; geschrieben:
pr: K" — K, (a1,ay,...,a,) — a;
Sie sind also ebenfalls linear. &

Wir zeigen jetzt, dass eine lineare Abbildung dadurch festgelegt ist, was sie auf
einer Basis macht.

10.11. Satz. Sei V ein K-Vektorraum mit Basis (b1, by, ..., b,) und sei W ein
weiterer K -Vektorraum. Seien weiter wy, ws, ..., w, € W. Dann gibt es genau eine
K-lineare Abbildung ¢: V — W mit ¢(b;) = w; fir alle j € {1,2,...,n}.

Beweis. Wir beweisen zuerst die Eindeutigkeit. Seien also ¢1, ¢o: V' — W lineare
Abbildungen mit ¢, (b;) = w; = ¢a(b;) firalle j € {1,2,...,n}. Seiv € V beliebig.

Dann ist v eine Linearkombination der Basisvektoren:
v=MAby+ Xobo+ ...+ A\pby, .
Es folgt
D1(v) = P1(A1by + Aaby + ... + Apby)
= M¢1(b1) + Xag1(ba) + ... + A1 (bn)
= MW + Aqws + ...+ A\ w,
= M@a(b1) + Xaga(b) + ... + Apda(by)
= Po(Aby + Aoby + ...+ A\uby)
= ¢a(v),
also ist ¢1 = ¢s.
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Dieser Eindeutigkeitsbeweis zeigt uns, wie wir die Existenz beweisen kénnen: Wenn
es eine lineare Abbildung ¢: V' — W gibt mit ¢(b;) = w; fiir alle j € {1,2,...,n},
dann muss fiir v € V' wie oben gelten

d(v) = Mwy + Aawa + ... + Nw, .

Wir miissen priifen,

(1) dass ¢ wohldefiniert ist, dass also ¢(v) nicht davon abhéngt, wie v als
Linearkombination der b; geschrieben wurde, und

(2) dass die so definierte Abbildung ¢ linear ist.

Die Wohldefiniertheit folgt daraus, dass v nur auf genau eine Weise als Linear-
kombination der Basisvektoren geschrieben werden kann (vgl. Lemma 9.4). Die
Linearitét rechnet man nach. Etwas eleganter ist es, wenn man bemerkt, dass
O = Plwr wa,...wn) ogb(_bib%”’bn) ist (mit den zu (by, b, ..., b,) und zu (wy, ws, ..., wy,)
gehorigen Linearkombinationenabbildungen K™ — V' bzw. K™ — W — man be-
achte, dass ¢, p,,...5,) hier ein Isomorphismus ist). Die Linearitét von ¢ folgt dann
daraus, dass die Linearkombinationenabbildungen linear sind (Beispiel 10.3) und
aus Lemma 10.4. Qa

Das analoge Resultat gilt auch fiir (nicht unbedingt endliche) Basismengen:

Sind V und W K-Vektorrdume und ist B C V eine Basis, dann gibt es zu jeder Ab-
bildung f: B — W genau eine lineare Abbildung ¢: V- — W mit ¢p(b) = f(b) fiir alle
b€ B (oder kurz: ¢|p = f).

Der Beweis geht im Wesentlichen genauso unter Verwendung der allgemeinen Linear-
kombinationenabbildungen K(B) — V bzw. K(B) — W.

Fiir praktische Zwecke lasst sich der Inhalt von Satz 10.11 wie folgt zusammenfas-
sen. Seien dazu V' ein K-Vektorraum mit Basis (by, by, ..., b,) und W ein weiterer
K-Vektorraum.

e Wir konnen eine lineare Abbildung V' — W definieren, indem wir die Bilder der
Basisvektoren b; beliebig festlegen.

e Zwei lineare Abbildungen V' — W sind schon dann gleich, wenn die Bilder der
Basisvektoren b; unter beiden Abbildungen iibereinstimmen.

Da eine lineare Abbildung also durch das Bild einer Basis eindeutig bestimmt ist,
sollten sich auch Eigenschaften wie injektiv oder surjektiv zu sein durch das Bild
der Basis ausdriicken lassen.

10.12. Satz. Seien V und W K-Vektorrdume und sei ¢: V. — W linear. Sei
weiter (by, be,...,b,) eine Basis von V.

(1) ¢ ist genau dann injektiv, wenn (¢(by), ¢(ba), ..., (b)) linear unabhingig
18t.

(2) ¢ ist genau dann surjektiv, wenn ((b1),d(ba),...,d(b,)) ein Erzeugen-
densystem von W ist.

(3) ¢ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn (¢(by), d(bs),...,d(b,)) eine
Basis von W ist.

Beweis. Seien wy = ¢(by), wg = ¢(bs), ..., w, = ¢(b,). Wie im Beweis von
Satz 10.11 ist dann ¢ = @y ws,...,wn) © gba bar )" Da ¢, p,,...b,) bijektiv ist, ist

SATZ
inj. /surj.
lin. Abb.
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¢ injektiv bzw. surjektiv genau dann, wenn @, us,,...w,) die entsprechende Eigen-
schaft hat (beachte dafiir ¢ o ¢, py,..b,) = Pwi,ws,....w,))- Die Behauptungen folgen
dann sofort aus den Aussagen von Lemma 9.4 (siehe auch Beispiel 10.3). a

Daraus kénnen wir gleich zwei wichtige Folgerungen ziehen.

10.13. Folgerung. Sind V und W zwei K-Vektorraume derselben endlichen Di-
mension n, dann sind V und W isomorph.

Beweis. Sei (by,ba,...,b,) eine Basis von V und sei (b),0),...,b)) eine Basis
von W. Dann gibt es nach Satz 10.11 eine lineare Abbildung ¢: V' — W mit
d(bj) = b fiir alle j € {1,2,...,n}. Nach Satz 10.12 ist ¢ ein Isomorphismus. U

10.14. Folgerung. Seien V und W zwei K-Vektorrdume derselben endlichen
Dimension n und sei ¢: V — W eine lineare Abbildung. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) ¢ ist ein Isomorphismus.
(2) ¢ ist injektiv.
(3) ¢ ist surjektiv.

Beweis. Es ist klar, dass aus (1) die beiden Aussagen (2) und (3) folgen. Sei
(by,...,b,) eine Basis von V. Nach Satz 10.12 ist ¢ genau dann injektiv, wenn
((b(bl), . .,qﬁ(bn)) linear unabhéngig ist. n linear unabhingige Vektoren bilden
aber eine Basis (wegen dim W = n, siehe Satz 9.14); nach Satz 10.12 ist ¢ dann

ein Isomorphismus. Analog ist ¢ genau dann surjektiv, wenn ((b(bl), o ,qb(bn))
den Vektorraum W erzeugt. Ein Erzeugendensystem aus n Elementen ist aber
wieder eine Basis, also ist ¢ dann ein Isomorphismus. a

Als Merkhilfe fiir diese wichtige Aussage kann die Analogie zu Abbildungen zwischen
endlichen Mengen dienen. Es gilt ndmlich (wie leicht einzusehen ist):

Seien X und Y zwei endliche Mengen mit #X = #Y = n und sei f: X — Y eine
Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) f ist bijektiv.

(2) f ist injektiv.

(3) f ist surjektiv.

Die im folgenden Beispiel verwendete Produktschreibweise
[
il

ist analog definiert wie die Schreibweise mit dem Summenzeichen >, nur dass die
angegebenen Elemente multipliziert werden statt addiert. Ist I = (), dann hat das
(,leere*) Produkt den Wert 1.
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10.15. Beispiel. Der Vektorraum P., der Polynomfunktionen vom Grad < n
wird von den n Potenzfunktionen x +— 27 fiir j € {0,1,...,n — 1} erzeugt. Diese
Funktionen sind linear unabhéngig, also hat P.,, Dimension n.

Seien x1, T, . .., z, € R paarweise verschieden. Wir definieren fir j € {1,2,...,n}
die Polynomfunktion p; € P,, durch

r — T; r — I T —Tj-1 T — Tj+1 T — Tp
p;(z) = H — :

T, — X T, —X Tj—Xj T — T — X,
ie{l,..n\{5} 7 g J 1 J -1 by j+1 J n

Fiir n = 3 und (z1, 29, x3) = (—1,0, 1) bedeutet das zum Beispiel:

(x—wo)(v —w3)  w(w—1) 1,2 1
P = G ) ) T (D)) 2

@-a)—s) (D=1 __,
) = T —ws) T (=) 1

(x —21)(x — 29) (z+ 1Dz | , 1,
Psl) = Gy ) - 2”2

Es gilt dann fiir 4,5 € {1,2,...,n}:

(z:) 1 falls i = j;
i\Li) = .,
bi 0 falls i # j.

Wir definieren

Qbi P<n_>Rn7 f'_)(f(xl)af(x2)>af(xn))

(¢ ist aus Auswertungsabbildungen zusammengesetzt und daher linear) und eine
lineare Abbildung ¢: R® — P_,, durch Festlegung der Bilder der Standardbasis:

o(v(e))) = o(ps) = (pil@1), ... piwn)) = e;.
¢ o1 und die identische Abbildung stimmen auf einer Basis iiberein, also sind sie
gleich. Dann muss v injektiv sein und ¢ surjektiv. Nach Folgerung 10.14 sind wegen
dimR™ = n = dim P, beide Abbildungen (zueinander inverse) Isomorphismen.
Das bedeutet:

Seien 1, s, ..., T, € R paarweise verschieden und yi,vs, ..., y, € R. Dann gibt
es genau eine Polynomfunktion f € P.,, mit f(x;) = y; firalle j € {1,2,...,n},
ndmlich f = yip1 + yap2 + ... + YnDn.-

Das sieht man so: Die Bedingung an f bedeutet f € P_,, und ¢(f) = (y1,y2, -, Yn)-
Letzteres ist aber dquivalent zu

f=vWi,y2, . Yn) =yiD1 + Yop2 + ... + YnPn -

Diese Formel fiir das Interpolationspolynom heifit Lagrangesche Interpolationsfor-
mel. J.-L. Lagrange
1736-1813

(Dass ¢ bijektiv sein muss, kann man alternativ auch so sehen: Aus Beispiel 9.18
wissen wir bereits, dass ¢ surjektiv ist. Da dim P., = n = dimR" gilt, sagt
Folgerung 10.14, dass ¢ schon bijektiv sein muss. Das sagt uns aber noch nicht,
wie die Umkehrabbildung aussieht.) &

Wir bleiben bei den Polynomfunktionen und geben weitere Beispiele fiir lineare Abbil-
dungen.
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ABBILDUNG 3. Interpolationspolynom (zu Beispiel 10.15); hier ist

der Fall mit vier Stiitzstellen x4, ..., x4 dargestellt.
BSP Beispiele.
lin. Abb. auf . . L . .
Polynomfkt. (1) Wir haben schon in Beispiel 10.10 gesehen, dass fiir « € R die Auswertungsab-

bildung
evg: P— R, fr— f(a)

linear ist.

Die Differentiation von Polynomfunktionen ist linear:
D:P— P, frf.

Fiir f(x) = ag + a1 + ...+ a,z™ gilt dabei f'(z) = a1 + 2a27 + ... + naa™ L.
Man konnte D also definieren als diejenige lineare Abbildung, die fiir n > 0 die
Potenzfunktion f,: x — x™ auf nf,_1 abbildet und fy auf die Nullfunktion.

D ist surjektiv (also ein Epimorphismus) und der Kern von D besteht genau
aus den konstanten Funktionen. (An diesem Beispiel kann man sehen, dass die
Aussage von Satz 10.12 fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume nicht gelten
muss.)

Die Berechnung des bestimmten Integrals von a bis b ist linear:

b
Inpy: P— R, f>—>/f(a:)da:

bn+1 o an+1

Fiir die Potenzfunktionen f, gilt I, ,(fn) = |
n

Auch die unbestimmte Integration mit Anfangspunkt a € R ist linear:

I,: P — P, f»—>(x»—>/$P(t)dt>.

Das ist die lineare Abbildung mit I,(f,) = (z = (2" —a™)). Die Abbil-

dung I, ist injektiv, aber nicht surjektiv: ihr Bild ist gerade der Kern von ev,
(die Integralfunktionen verschwinden alle an der Stelle a).
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(5) Die Translation (also Verschiebung) um a € R ist linear:
T,: P— P, f+—(z— f(x—a)).
T, ist ein Automorphismus von P, der inverse Automorphismus ist T_,,.

Zwischen diesen Abbildungen bestehen eine Reihe von Relationen, wie zum Beispiel
evpoly = Igp, Dol,=idp, (Io o D)(f) = f —eva(f)fos
TooD =DoTy, TooTy="Tsts, I,0oTy=Tyo0 1, ,

Ia,b oT,. = a—c,b—c» evy ol =evg_yp .

Man kann sie leicht auf den Potenzfunktionen nachpriifen (das geniigt, weil die Potenz-
funktionen eine Basis von P sind).

In der Analysis lernen Sie, dass Differentiation und Integration ganz allgemein lineare
Abbildungen sind. &

Kern und Bild einer linearen Abbildung sind wichtige Daten. Fiir die Dimension
des Bildes gibt es sogar einen eigenen Namen.

10.16. Definition. Ist ¢: V' — W eine lineare Abbildung, dann heifit

rk(¢) = dimim(¢)
der Rang von ¢. O

Zwischen dem Rang und der Dimension des Kerns besteht ein einfacher Zusam-
menhang. (Siehe Abbildung 2 fiir eine Veranschaulichung.)

10.17. Satz. Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt
dimker(¢) + rk(¢) = dim V.

Dabeisein+o00o=00+4+n =004+ 00 = oo fiir n € N.

Beweis. Ist dimker(¢) = oo, dann muss auch dim V' = oo sein, denn ker(¢) ist
ein Untervektorraum von V' (siehe Satz 9.19). Also ist die Behauptung in diesem
Fall richtig. Ist rk(¢) = oo, dann kénnen wir unendlich viele linear unabhéngige
Vektoren w; € im(¢) finden (j € N). Sei v; € V ein Urbild von w;; dann sind auch
die v; linear unabhéngig. Denn sei Agvg + Ajv1 + ... + A\,v, = 0, dann folgt durch
Anwenden von ¢ auch

Aowo + AMwr + ..+ Apwy = Aod(vo) + Ad(v1) + ... + Anp(vn)

= Qb()\(ﬂ)g -+ )\1'111 + ..+ An”n) =0.
Weil wy, wy, . .., w, linear unabhéngig sind, miissen alle Koeffizienten \; null sein,
was zeigt, dass vg, vy, ..., v, linear unabhéngig sind. Es gibt also unendlich viele
linear unabhéngige Vektoren in V'; damit ist dim V' = oo und die Behauptung des

Satzes stimmt. Wir konnen also jetzt annehmen, dass dim ker(¢) und rk(¢) beide
endlich sind.

Seien k = dimker(¢), r = rk(¢). Wir konnen eine Basis (b1, ..., b;) von ker(¢)

und eine Basis (b], ..., b)) vom im(¢) wéhlen. Es gibt dann Vektoren by1, . .., bgir
mit ¢(bry1) = O, d(bgre) = by, ..., ¢(bger) = .. Ich behaupte jetzt, dass
(b1, ..., bk, by, ..., bgs,) eine Basis von V ist. Daraus folgt k + r = dim V, also

die Behauptung des Satzes.

DEF
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Sei v € V. Da (b},...,b.) eine Basis von im(¢) ist, gibt es Skalare puq, ..., u,
mit ¢(v) = b} + ... + p,bl.. Dann ist

o(v— (b1 + ... + Mrbk+r)) = ¢(v) = (p1d(brs1) + - -+ P (brsr))
= ¢(v) — (uiby + ...+ b)) = 0,
also ist v — (u1bgr1 + - - - + prbrsr) € ker(¢). Es gibt also Skalare Ay, ..., Ay mit
U — (p1bgsr + -+ prbigr) = Aby 4+ oo Agby
Damit ist
v=MAb1 + ...+ Apbp + p1br1 + oA pbrgy

eine Linearkombination von (by, ..., bgiy).

linear unabhangig:
Seien A1, ..., Agq, Skalare mit

Atby + oo Aebg + Apibe Ay = 0.
Dann ist
0 = @(Aib1 + ...+ Xebr + Apgabigr + -+ Aprbsr)
=Mo(b1) + ..o+ Med(br) + M 10(bra1) + - - -+ N 0 (bgar)

= XNt 1P(bgy1) + - o+ Ny O(bregr)
- )\k+1b/1 + ...+ )\k+7nb:4 y

denn ¢(by) = ... = ¢(by) = 0. Da (V),...,b.) linear unabhingig ist, muss
Mer1 = . = Agyr = 0 gelten. Eingesetzt in die urspriingliche Relation liefert
das

Mbi+ ...+ b = 0.

Weil auch (by,...,bx) linear unabhéngig ist, folgt daraus A\; = ... = Ay = 0,
also war auch unsere urspriingliche Linearkombination trivial. a

10.18. Beispiel. Seien V = K™ mit n > 1 und

o0V — K, (x1,29,...,%p)——>T1+Ta+...+T,.

Dann ist ¢ linear (leicht nachzurechnen). Damit ist

U={(z1,22,...,05) EV |21+ 220+ ... + 2, =0} =ker(¢p) CV

ein Untervektorraum von V. Es gilt im(¢) = K:

fiir A € K ist ¢((A,0,...,0)) = A

Damit ist rk(¢) = dimyx K = 1. Es folgt

dimU = dimker(¢) = dimV —rk(¢) =n — 1. &

In vielen Féllen ist es einfacher, den Kern und seine Dimension direkt zu bestim-
men als den Rang. Mit Satz 10.17 kann man daraus dann den Rang berechnen.

Die Konstruktion des Vektorraums KX = Abb(X, K) lisst sich verallgemeinern.
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10.19. Definition. Seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Sei weiter
X eine Menge. Dann kénnen wir auf V¥ = Abb(X,V) eine Struktur als K-
Vektorraum definieren durch

f+g:x— f(x)+g(x) und  Af:ax— Af(x).
Der Beweis ist analog zu dem fiir K.

Fir X = {1,2,...,n} identifizieren wir VX mit V. %

Wir kénnen also insbesondere zwei lineare Abbildungen V' — W addieren oder ei-
ne solche Abbildung mit einem Skalar multiplizieren (da wir das sogar fiir beliebige
Abbildungen V' — W konnen).

10.20. Satz. Seien V und W zwei K-Vektorriume. Die Menge der linearen Ab-
bildungen V- — W bildet einen K -Untervektorraum von Abb(V, W).

Beweis. Wir miissen die Bedingungen fiir einen Untervektorraum nachpriifen.

e Die Nullabbildung ist linear.

e Seien ¢,¢: V — W linear. Wir miissen zeigen, dass ¢ + 1 ebenfalls linear ist.
Seien dazu v,v’ € V, A € K. Dann haben wir

(@ + ) (v +0) = (v +0) +Y(v+) = ¢(v) + ¢(V) +P(v) + P(v)
= ¢(v) + (V) + ¢(v) + (V) = (¢ +¥)(v) + (¢ + ) (V')
und
(¢ + ¥) (W) = ¢(Av) + ¢(Av) = Ap(v) + Mp(v)
= AMo(v) +¥(v)) = Ao+ ¥)(v).

e Sei ¢: V — W linear und A € K, Wir miissen zeigen, dass A¢ ebenfalls linear
ist. Seien dazu v,v" € V., u € K. Dann haben wir

(AQ)(v +v") = Ap(v + ) = A(@(v) + ¢(v))
= Ap(v) + Ao(v') = (Ad)(v) + (Ad) (V)

und

(Ad)(uv) = Ad(pv) = A - uep(v)
=t Ag(v) = p(A)(v). Q

10.21. Definition. Der Vektorraum der linearen Abbildungen V' — W wird mit
Hom(V, W) (oder Homg (V,W)) bezeichnet. Im Fall V' = W schreiben wir auch
End(V) = Hom(V, V) (oder Endg(V)) fiir den Vektorraum der Endomorphismen
von V. &

10.22. Satz. Seien V und W zwei K-Vektorrdume mit dimV = n < oo. Sei
weiter (by, ba, ..., b,) eine Basis von V. Dann ist

P: Homa/a W) — Wn7 ¢ — (¢(b1>a ¢(b2>7 s 7¢(bn))
ein Isomorphismus. Insbesondere ist im Fall von dimW =m < oo

dimHom(V, W) = dimW" = ndim W = mn = (dim V')(dim W) .

SATZ
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Beweis. Es ist klar, dass ® linear ist (denn @ setzt sich aus Auswertungsabbildun-
gen zusammen; die Auswertungsabbildungen Abb(V,W) — W, ¢ — ¢(v), sind
auch in diesem allgemeineren Kontext linear; man sieht das wie in Beispiel 10.10).
Nach Satz 10.11 gibt es zu jeder Wahl der Bilder von by,...,b, in W genau ei-
ne lineare Abbildung; das bedeutet, dass ® bijektiv ist. Isomorphe Vektorrdume
haben dieselbe Dimension; der Beweis von dim W" = ndim W ist eine Ubungs-
aufgabe. a

10.23. Folgerung. Seien V und W zwei K -Vektorrdaume; sei (by,bs, ..., b,) eine
Basis von V und (b, b,,...,b.,) eine Basis von W.

Fir (i,7) € {1,2,...,m}x{1,2,...,n} sei ¢;;: V — W die lineare Abbildung mit
¢ij(bk) =0 fUT k 7é j und ¢z](b]) = b; Dann ist (¢ij)(i,j)€{1,2 77777 m}x{1,2,...,n} eine
Basis von Hom(V, W).

Beweis. Nach Satz 10.11 existieren eindeutig bestimmte ¢;; wie angegeben. Wir
zeigen, dass die ¢;; € Hom(V, W) linear unabhéngig sind. Seien dazu \;; Skalare

mit
DD oy =0.
i=1 j=1

Sei k € {1,2,...,n}. Einsetzen von by liefert dann

0= (Z > Az‘jcﬁz‘j) () =) Nigdbis(be) = > daed
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass ¢;;(b;) = 0 ist fiir & # j; in der
inneren Summe bleibt dann nur Mg (by) = Aixd; stehen. Da die b linear un-
abhéngig sind, folgt A\;; = 0 fiir alle 7. Da & beliebig war, sind also alle A\;; = 0,
was zu zeigen war. Nach Satz 10.22 ist dim Hom(V, W) = nm gleich der Anzahl
der linear unabhéngigen Elemente ¢;; € Hom(V, W), nach Satz 9.14 sind die ¢;;
dann bereits eine Basis von Hom(V, W). a

Im Fall V = K", W = K™ mit den Standardbasen kann man das, was ¢;; bewirkt,
so beschreiben: Man nimmt die j-te Komponente von (zq,xs,...,z,) € K™ und
steckt sie in die ¢-te Komponente des Resultats in K™; die iibrigen Komponenten
sind null.

10.24. Beispiel. Als einfaches Beispiel betrachten wir V = R3, W = R?, jeweils
mit der Standardbasis (e, es, e3) bzw. (e}, e}). Die Basis von Hom(R3 R?) aus
Folgerung 10.23 sieht in diesem Fall so aus:

é11: (x,y,2) —> (2,0)
G2 (,y,2) — (y,0)
O3 (2,y,2) —> (2,0)
¢o1: (2,y,2) — (0, 2)
Goa: (z,y,2) — (0,9)

¢23: (l’,y, Z) — (072)

Jede lineare Abbildung ¢: R3 — R? lisst sich als Linearkombination dieser sechs
Abbildungen schreiben; es gibt also a,b,c,d, e, f € R, sodass

¢ = a1y + boia + coi3 + dpa + epa + fhas,
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also
o(z,y,2) = (ax + by + cz,dx + ey + f2). ' )
Die Endomorphismen eines Vektorraums V' bilden sogar einen Ring, den Endo- DEF
morphismenring von V: Endomorphis-
menring

10.25. Satz. Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist End(V') ein Ring mit der Ad- §pATZ
dition des K -Vektorraums End(V') = Hom(V, V') und der Komposition von Abbil- End(V) ist
dungen als Multiplikation; das Einselement ist die identische Abbildung idy . ein Ring

Beweis. Die Vektorraum-Axiome, die in End(V') gelten, liefern uns die Ring-
Axiome fiir die Addition. Es bleibt noch zu zeigen, dass die Multiplikation asso-
ziativ ist mit Einselement idy und dass die beiden Ring-Distributivgesetze gelten.
Seien also f,g,h € End(V). Die Assoziativitit (f og)oh = fo (goh) gilt fiir
Abbildungen ganz allgemein, ebenso wie idy of = f = f oidy. Zum Nachweis der
Distributivgesetze rechnen wir fiir v € V:

((f+9)oh)(v) = (f +9)(h(v)) = f(h(v)) + g(h(v))
= (foh)(v)+(goh)(v) = (foh+goh)(v),
also ist (f +g)oh= foh+goh, und

(folg+m)w) = f(lg+h)(v) = f(g(v) + h(v))
= [(9(v)) + f(h(v)) = (fog)(v) + (f o h)(v)
= (fog+ foh)(v),
alsoist fo(g+h) = fog+ foh (dabei haben wir verwendet, dass f linear ist). Q

Der Endomorphismenring ist nicht kommutativ, wenn dimV > 2 ist (Ubung!).
Fir dimV = 1 ist End(V) = K, da alle Endomorphismen durch Multiplikation
mit Skalaren gegeben sind; fiir dim V' = 0 ist End(V') der Nullring.

Die Automorphismen von V bilden eine Gruppe, die Automorphismengruppe Aut(V)
von V (das ist auch die Gruppe der invertierbaren Elemente des Rings End(V)).
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11. MATRIZEN

Die Ergebnisse des letzten Abschnitts zeigen uns, dass wir lineare Abbildungen
zwischen zwei endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen V und W der Dimensionen
n und m durch mn Koeffizienten aus K beschreiben kénnen. Dazu miissen wir
Basen von V und W wéhlen; daraus bekommen wir eine Basis von Hom(V, W)
wie in Folgerung 10.23 und die gesuchten Koeffizienten sind dann die Koeffizien-
ten in der Darstellung der gegebenen linearen Abbildung als Linearkombination
beziiglich dieser Basis. Fiir diese Koeffizienten fiihrt man eine spezielle Form der
Darstellung ein.

11.1. Definition. Sei K ein Korper und seien m,n € N. Eine m x n-Matriz mit
FEintrigen aus K (oder kurz dber K') ist ein rechteckiges Schema aus mn Elementen
von K, das wie folgt notiert wird:

@113 Q2 -+ Qin
Q21 Q22 - Q2p
Am1 Am2 - Amn

Zur Abkiirzung schreiben wir auch (a;j)1<i<m,1<j<n (oder auch (a;;);;, falls die
Zahlen m und n aus dem Kontext klar sind) fiir diese Matrix. Im Fall m = n heifit
die Matrix quadratisch. Fir i € {1,2,...,m} heifit das n-Tupel (a;1, ao, ..., ain)
die i-te Zeile der Matriz, fir j € {1,2,...,n} heiit das m-Tupel (a5, as;j, ..., am;)
die j-te Spalte der Matrix.

Wir schreiben Mat(m x n, K) fiir die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintragen
aus K; im Fall m = n auch kiirzer Mat(n, K) fir Mat(n x n, K). &

Ebenso gebrauchlich ist die Notation K™*". Matrizen werden auch (insbesondere
in der englischsprachigen Literatur) mit eckigen Klammern notiert:

)

Im Grunde ist eine m x n-Matrix iiber K nichts anderes als eine Familie von
Elementen von K mit der Indexmenge {1,2,...,m} x {1,2,...,n}, also

Mat(m x n, K) = FAL2emyx {120}

Da wir auf beliebigen Mengen der Form K’ eine Struktur als K-Vektorraum de-
finiert haben, folgt sofort:

11.2. Lemma. Seien K ein Kéorper und m,n € N. Die Menge Mat(m x n, K)
mit komponentenweise definierter Addition und Skalarmultiplikation ist ein K-
Vektorraum der Dimension mn.

Ist m = 0 oder n = 0 (oder beides), dann ist Mat(m x n, K') ein Null-Vektorraum;
sein einziges Element ist eine leere Matrix (mit null Zeilen und n Spalten oder mit
m Zeilen und null Spalten).
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Matrizen (mit der gleichen Anzahl an Zeilen und Spalten) werden also wie folgt
addiert und mit Skalaren multipliziert:

a1  A12 Q1n bii b2 bin,
Q21 A22 Q2n bai  bag bay,
Am1 Am2 Amn bml bm? bmn
a1 +bi1 aig + bio a1y + bip
a1 +ba1  agy + by azy + bap
am1 + bml Am2 + bm2 Amn + bmn
und
a11  A12 Q1n Aair Aagg Aain,
Q21 A22 Q2n, Aagr  Aagg Aagy,
A = . .
Am1  Am2 Amn Aaml /\am2 Aamn

Wie zu Beginn dieses Abschnitts beschrieben, kénnen wir linearen Abbildungen
Matrizen zuordnen. Wir betrachten zunéchst V' = K" und W = K™ mit den
Standardbasen B = (ey,...,e,) von V und B = (e],...,e},) von W (wir schrei-

ben hier €] fiir den i-ten Standard-Basisvektor in K™ zur Unterscheidung von

Hom(K™, K™) wie in Folgerung 10.23 mit ¢;;(e;) = 0 fiir k # j un_d_gb;j (_ej_) =e.
Ist ¢: K™ — K™ eine lineare Abbildung, dann schreiben wir ¢ als Linearkombi-

nation
m n
¢ = Z Z ij Pij

i=1 j=1

mit Qi € K.

i R

11.3. Beispiel. Wie wir gesehen haben, hat eine lineare Abbildung ¢: R3 — R?
die Form ¢(z,y, z) = (ax + by + cz,dr + ey + fz) mit geeigneten a,b,c,d, e, f € R.
Dann ist ¢ = agy + bp1a + co13 + ddor + edas + fpag (vergleiche Beispiel 10.24),
also ist die zugehorige Matrix
a b c
A= (5. .

Die j-te Spalte der zu ¢: K™ — K™ gehorigen m x n-Matrix enthélt gerade die
Koeflizienten des Bildes des j-ten Standard-Basisvektors e;, denn

m

gzﬁ(ej) = Z Z aik@k(ej) = Z aijeg = (alj, agj, . 7amj)

i=1 k=1 =1

dhnlich wie im Beweis von Folgerung 10.23.

11.4. Lemma. Die oben beschriebene Zuordnung definiert einen Isomorphismus

----------

von Hom (K™, K™) gehdrt.

BSP
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LEMMA
Mat(m x n, K)
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Beweis. Die erwédhnte Linearkombinationenabbildung
®: Mat(m x n, K) = K{12mbdl2enh s Hom (K™, K™)
bildet eine Matrix (a;j)1<i<m1<j<n auf die Linearkombination ZZ ; aijdi; ab; sie

g i

Beispiel 10.3). Die Abbildung, die einer linearen Abbildung ¢: K™ — K™ ihre Ma-
trix zuordnet, ist offenbar die Umkehrabbildung von ®, insbesondere also ebenfalls
ein Isomorphismus. Q

Wie stellt sich die Anwendung der linearen Abbildung ¢: K™ — K™ dar, wenn
wir die zugehorige Matrix A = (a;;);; verwenden? Es gilt

m n m n
P(z1, T2, .., Tn) = Zzaij¢ij(x17$2a D) = Zzaijxje;a

i=1 j=1 i=1 j=1
also ist die i-te Komponente von ¢(xy, zs, ..., x,) gegeben durch

Z Q5 = ;107 + a0 + ...+ Qi Ty, -

j=1
Man schreibt das dann gerne als Multiplikation der Matrix A mit dem (z1,...,z,)
entsprechenden Spaltenvektor: Man identifiziert also K™ mit Mat(n x 1, K') und
K™ mit Mat(m x 1, K). Dann haben wir fiir das Resultat der Anwendung von ¢:

X1
a2 -0 Qg T 1171 + A12%2 + ... + A1pTy
Qo1 G2 -+ Qop ) 21%1 + A22%T2 + ... + Q9T
Am1 Am2  * - Amn ) Am1T1 + Am2T2 +...+ Amn Ty
:L‘n

Das Ergebnis ist wieder ein Spaltenvektor, diesmal der Linge m. Seine i-te Kom-
ponente ergibt sich aus der i-ten Zeile der Matrix und dem Spaltenvektor zu
(x1,...,2,) als das Skalarprodukt

a1 + Ai9To + ... + AinLy -

(Das Skalarprodukt heifit so, weil sein Wert ein Skalar ist:
., Vektor mal Vektor = Skalar®.

Man beachte den Unterschied zur Skalarmultiplikation
»Skalar mal Vektor = Vektor®!)

11.5. Beispiele. 2 x 3-Matrizen mit Eintrdgen in R entsprechen linearen Abbil-
dungen R?® — R2. In diesem Fall sieht obige Formel so aus:

a b c v _ (ax+by+cz
d e f ‘Z C \dr+ey+ [z
3 x 2-Matrizen iiber R entsprechen linearen Abbildungen R? — R3. Dann haben

wir:
azr + by
<§) = | cr+dy )

a
c
e ex + fy

~ Qo
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Die Verkniipfung von linearen Abbildungen entspricht der Multiplikation von Ma-
trizen.

11.6. Definition. Sei K ein Korper, seien weiter [, m,n € N. Fiir Matrizen
A e Mat(l x m, K), B € Mat(m x n, K) ist das Produkt A- B € Mat(l X n, K)
definiert als die zu f o g gehérende Matrix, wobei f: K™ — K'und g: K" — K™
die den Matrizen A und B entsprechenden linearen Abbildungen sind. Wie iiblich
schreibt man auch AB fiir A - B. &

So wie man Abbildungen nur dann miteinander verkniipfen kann, wenn der Wer-
tebereich der einen Abbildung mit dem Definitionsbereich der anderen iiberein-
stimmt, kann man Matrizen nur dann miteinander multiplizieren, wenn sie in der
Grofe ,,zueinander passen®, wenn also die Spaltenanzahl des linken Faktors gleich
der Zeilenanzahl des rechten Faktors ist.

Il TR

>J L x>

Komponente von f(g(ex)) sein. Es ist
f(g(ek)) = f(blke’l + bzkeé + ...+ bmkeﬁn) = blkf<e/1) + bgkf(elz) +...+ bmkf(e;n)

und die i-te Komponente von f(e) ist a;;. Also ist
m
Cik = i1big + apbop + ... 4 Qi bt = Z a;jbjg,
j=1

das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B:
Die (i, k)-Komponente von AB ist ,,i-te Zeile von A mal k-te Spalte von B“.

Die oben eingefiihrte Multiplikation ,,Matrix mal Spaltenvektor® ist dann also ein
Spezialfall dieser allgemeinen Matrixmultiplikation.

11.7. Beispiel. Wir berechnen das Produkt zweier Matrizen iiber R:

(1 2 3) é Z _(1-1+2-3+3-5 1-2+2-4+3-6>_(22 28)

4 5 6 56 4.-14+5-3+6-5 4-245-4+6-6 49 64
1 2 1 2 3 1-1+2-4 1-242-5 1-342-6 9 12 15
3 4 (4 5 6>: 3-1+4-4 3-2+4-5 3-3+4-6| =119 26 33
5 6 5-1+6-4 5-2+6-5 5-3+6-6 29 40 51

Zur identischen Abbildung gehort eine spezielle Matrix.

11.8. Definition. Seien K ein Kérper und n € N. Die Matrix I,, € Mat(n, K), die
der identischen Abbildung idg» entspricht, heiit die Finheitsmatriz (der Grifie n
tiber K ). &

In der j-ten Spalte von [,, muss der j-te Standard-Basisvektor stehen, also sieht
I, so aus:

1 0 - 0
01 - 0
]n: - .
00 1

Man schreibt das auch I, = (0;;)1<i j<n mit dem Kronecker-Delta

DEF
Matrix-
multiplikation

BSP

DEF
Einheits-
matrix

DEF

Kronecker-
Delta



LEMMA
Eigensch.
Matrixmult.

DEF
Matrizen-
ring
invertierbare
Matrix

BSP

84

5 — 1 falls i =j,
Y10 falls i # .

11.9. Lemma. Sei K ein Kérper. Die Matrixmultiplikation ist assoziativ und hat
die Finheitsmatrix als neutrales Element; sie erfiillt die Distributivgesetze beziiglich
der Matrizaddition:

(1) Fiir alle A € Mat(k x [, K), B € Mat(l x m, K), C € Mat(m x n, K) gilt
(AB)C = A(BC).

(2) Fiir alle A € Mat(m x n, K) gilt I,A= A = Al,.

(3) Fiir alle A € Mat(l x m, K) und B,C € Mat(m x n, K) gilt
A(B+C) = AB + AC.

(4) Fir alle A, B € Mat(l x m, K) und C € Mat(m x n, K) gilt
(A+ B)C = AC + BC.

(5) Auflerdem gilt fiir alle A € K und A € Mat(lxm, K), B € Mat(mxn, K):
AMAB) = (M)B = A(AB).

Insbesondere ist Mat(n, K) mit der Matrizaddition und Matrizmultiplikation als
Verkniipfungen ein Ring.

Beweis. Das ist eine unmittelbare Ubersetzung der entsprechenden Aussagen fiir
lineare Abbildungen, vergleiche den Beweis von Satz 10.25 (die Beweise etwa fiir
die Distributivgesetze funktionieren auch in der etwas allgemeineren Situation, die
hier vorliegt). Alternativ kann man das auch leicht direkt nachrechnen. Q

11.10. Definition. Der Ring Mat(n, K) heifit der Matrizenring (der Grifie n
tiber K ). Eine Matrix A € Mat(n, K) heifit invertierbar, wenn es eine Matrix
B € Mat(n, K) gibt mit AB = I,,. Dann gilt auch BA = I,,; wir schreiben A~!
fir B und nennen B die Inverse von A. &

Fiir die zu A und B gehorenden linearen Abbildungen f,g: K" — K" bedeutet
AB = I,, dass f o g = idg» ist. Dann ist f surjektiv, also ein Isomorphismus
(sieche Folgerung 10.14) und g = f~!, also ist auch g o f = idgn, d.h., BA = I,,.
Die Matrix B = A~! ist also die zu f~! gehoérende Matrix.

1A
01

01) 6 )=01) .

Im néchsten Abschnitt werden wir lernen, wie wir Basen von Kern und Bild ei-
ner linearen Abbildung f: K™ — K™ anhand der zugehorigen Matrix berechnen
konnen. Wir werden auch sehen, wie man feststellt, ob eine Matrix invertierbar
ist, und wie man gegebenenfalls ihre Inverse findet.

11.11. Beispiel. Die Matrix A = ( > € Mat(2, K) (mit A € K beliebig) ist

invertierbar, denn
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12. DER NORMALFORMALGORITHMUS UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Wie konnen wir den Rang einer durch eine Matrix A € Mat(m x n, K) gegebenen
linearen Abbildung f: K™ — K™ bestimmen und eine Basis ihres Kerns finden?
Dazu iiberlegen wir uns, wie man die Matrix verdndern kann, ohne dass sich der
Kern dndert. Dann kénnen wir versuchen, die Matrix in eine Form zu bringen, aus
der sich zum Beispiel eine Basis des Kerns leicht ablesen lédsst. Eine solche Form
ist die Zeilenstufenform:

12.1. Definition. Seien K ein Kérper, m,n € Nund A = (a;;) € Mat(mxn, K).
Die Matrix A ist in Zeilenstufenform, wenn sie folgende Form hat (ein Stern steht
fiir einen beliebigen Eintrag):

A=10---0 0 0---0 0 O0---0 1 =*---x
0.--0 0 0---0 O O0---0 O 0O---0

Formal bedeutet das, dass es 0 < r < m und Indizes 1 < j1 < jo < --- < j. <n

gibt mit a;; = 0, wenn ¢ > r oder ¢ < r und j < j;, und a;5;, = 1 fiir alle
i € {1,2,...,r}. (Dabei ist r die Anzahl der Zeilen, die nicht nur aus Nullen
bestehen, und jy, jo, ..., J, sind die Nummern der Spalten, in denen die fithrenden

Einsen der ersten r Zeilen stehen.)

A ist in reduzierter Zeilenstufenform, wenn zusétzlich a,j, = Oist fiiralle 1 <¢ < k
und alle k € {1,2,...,r}:

0-+-0 1 *---% 0 *x---% 0
0---0 0 0---0 1 *---% 0

0---0 0 0---0 0 0---0 0 0---0

Die ,fithrenden Einsen*“ der ersten r Zeilen (in den Spalten j1, ja, . . ., J,) sind durch
Fettdruck hervorgehoben, die zugehorigen Spalten in der Bildschirmversion auch
farblich abgesetzt. &

Zur Vereinfachung fithren wir folgende Sprechweise ein:

12.2. Definition. Sei A € Mat(m x n, K). Dann ist das Bild von A, im(A), das
Bild der zugehorigen linearen Abbildung f: K™ — K™, der Rang von A, rk(A),
ist der Rang von f und der Kern von A, ker(A), ist der Kern von f. O

Da die Bilder unter f der Standard-Basisvektoren von K" gerade die Spalten
von A sind, ist im(A) das Erzeugnis der Spalten von A. Deswegen heifit im(A)
auch der Spaltenraum von A. Analog definiert man den Zeilenraum von A als den
von den Zeilen von A erzeugten Untervektorraum von K™.
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12.3. Lemma. Sei A € Mat(mxn, K) in Zeilenstufenform mit r und ji, ja, . . ., jr
wie in Definition 12.1. Dann ist tk(A) = r. Hat die Matriz sogar reduzierte Zei-
lenstufenform, dann erhalten wir eine Basis von ker(A) wie folgt:

Sei J = {1,2,...,n} \ {41, J2,-..,Jr} die Menge der Indizes von Spalten ohne
Jfuhrende Eins® und sei fir j € J der Vektor by € K™ definiert als

r
bj = ej — E aijeji .
i=1

Dann ist (bj);es eine Basis von ker(A).

Etwas anschaulicher bekommen wir die Basis des Kerns so: Die Indizes in J, die
den Spalten ohne fithrende Eins einer Zeile entsprechen, sind Positionen, fiir die
wir die Komponenten frei wiahlen kénnen. Wir setzen eine (die Position j € J)
davon auf 1, die anderen auf 0 und 16sen die aus Ab; = 0 entstehenden Gleichungen
nach den iibrigen Komponenten auf.

Beweis. Das Bild der zu A gehorenden linearen Abbildung f wird von den Spal-
ten der Matrix erzeugt. Die Spalten mit den Nummern ji, jo, ..., J, sind linear
unabhéngig: Aus

A(1,0,...,0) + Xa(%,1,0,...,0) ...+ A\(*,...,%,1,0,...,0) = (0,...,0)

folgt sukzessive A\, = 0, ..., Ay = 0, Ay = 0. AuBlerdem sind alle Spalten im
Untervektorraum (€], e}, ...,el) der Dimension r von K™ enthalten. Also ist
im(f) = (e, e}, ..., el); es folgt tk(A) = r.

Wir nehmen jetzt an, dass die Matrix reduzierte Zeilenstufenform hat. Aus der
Dimensionsformel in Satz 10.17 folgt, dass der Kern von A Dimension n —r = #.J
hat. Es geniigt also zu zeigen, dass die b; im Kern liegen und linear unabhéingig
sind. Wir schreiben A; fiir die j-te Spalte von A. Dann ist A; = > "7, a;;€e} (dabei
verwenden wir, dass a;; = 0 ist fiir ¢ > r), und A;, = €] fiir 1 < i <r (das ist Teil
der Aussage, dass A reduzierte Zeilenstufenform hat). Es folgt

Flb) = A3 =) aiA;, = aie;— > aie; =0,
=1 =1 =1

also ist b; im Kern. Um zu zeigen, dass die b; linear unabhéngig sind, betrachten

wir eine Linearkombination:
T

0=>) Nbj=> \ej— Z(Z aij)\j>eji

jed jed =1 jeJ
Da (e, ey, ...,€,) eine Basis von K™ und {1,2,...,n} die disjunkte Vereinigung
von J und {j1, jo, ..., jr} ist, folgt \; = 0 fiir alle j € J. Qa

12.4. Beispiel. Sei K = R und A die folgende Matrix iiber R:

01200 -2
0 00
A_OOO
0000

O =

0 1
1 5
0 0

Dann ist A in reduzierter Zeilenstufenform mit r = 3 (das ist die Anzahl der
Zeilen, die keine Null-Zeilen sind) und 7; = 2, jo = 4, j3 = 5. Der Rang ist also 3,
J ={1,3,6} und eine Basis des Kerns ist gegeben durch

by =(1,0,0,0,0,0), b3=(0,-2,1,0,0,0), bs=(0,2,0,—1,-5,1).

LEMMA
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Matrix
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Die frei wéhlbaren Komponenten (Positionen 1, 3, 6) sind durch Fettdruck her-
vorgehoben. Die restlichen Komponenten von b; ergeben sich aus den Negativen
der ersten r Eintrage der j-ten Spalte von A.

Was hier passiert, wird vielleicht klarer, wenn man die Bedingung ,, (21, za, . . ., 2g) €

ker(A)“ explizit formuliert. Das fithrt auf das Gleichungssystem

To + 21’3 — 2376 =0
Ty + Tg = 0
Trs + 51’6 =0

Dass A in reduzierter Zeilenstufenform ist, bedeutet, dass man dieses Gleichungs-
system nach x, x4, 5 auflésen kann:

To = —21'3 + 2ZL‘6
T4 = —Tg
Ty = —51'6

Man kann also x1, x3, xg beliebig vorgeben und daraus xs, x4, x5 bestimmen. Wenn

man (1,23, r¢) die Standardbasis von K2 = K" durchlaufen lisst, dann be-
y L3y L6 R

kommt man so eine Basis des Kerns. &

Wie bekommen wir nun eine Matrix in diese Zeilenstufenform, ohne ihren Kern zu
dandern? Dazu gehen wir schrittweise vor und fithren kleine Verédnderungen durch,
von denen man leicht einsehen kann, dass sie diese Eigenschaft haben.

12.5. Definition. Seien K ein Kérper, m,n € N und A € Mat(m x n, K).

(1) Eine elementare Zeilenumformung vom Typ I an der Matrix A besteht da-
rin, die i-te Zeile von A mit A zu multiplizieren. Dabei ist i € {1,2,...,m}
und A € K \ {0}. Wir schreiben I;()\) fiir diese Umformung,.

(2) Eine elementare Zeilenumformung vom Typ II an der Matrix A besteht
darin, das \-fache der j-ten Zeile von A zur i-ten Zeile zu addieren. Dabei
sind 7,7 € {1,2,...,m} mit i # j und A € K. Wir schreiben II, ;(\) fiir
diese Umformung.

(3) Eine elementare Zeilenumformung vom Typ III an der Matrix A besteht
darin, in A die i-te und die j-te Zeile miteinander zu vertauschen. Dabei
sind 4,7 € {1,2,...,m} mit ¢ # j. Wir schreiben III, ; fiir diese Umfor-
mung,.

Eine Zeilenumformung an der Matrix A ist eine Abfolge von sukzessiven elemen-
taren Zeilenumformungen, beginnend mit der Matrix A. &

Eine elementare Zeilenumformung vom Typ IIT kann durch eine Abfolge geeigneter
Umformungen der Typen I und II erreicht werden (Ubung). Diese Art der Umfor-
mung ist also eigentlich nicht noétig, stellt aber haufig eine praktische Abkiirzung
dar.

12.6. Lemma. Seien K ein Korper, m,n € N und A € Mat(mxn, K). Sei weiter
A’ eine Matriz, die aus A durch eine elementare Zeilenumformung hervorgeht.
Dann ist ker(A") = ker(A) und daher auch tk(A") = rk(A). Auferdem haben A’

und A denselben Zeilenraum.
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Beweis. Ein Vektor v = (z1,x9,...,2,) € K" ist genau dann im Kern von
A = (ay), wenn fiir alle i € {1,2,...,m} gilt 337, a;;z; = 0. Eine elementare Zei-
lenumformung vom Typ I ersetzt eine dieser Gleichungen durch ihr A-faches mit
A # 0, was ihre Giiltigkeit nicht &ndert. Bei einer elementaren Zeilenumformung
vom Typ II wird zu einer der Gleichungen das A-fache einer anderen Gleichung
addiert, die neuen Gleichungen sind also giiltig, wenn die alten es sind. Da man die
Umformung riickgéingig machen kann (durch Subtraktion des A-fachen der j-ten
Zeile von der i-ten), gelten die neuen Gleichungen genau dann, wenn die alten
gelten. (Umformungen vom Typ III brauchen nicht extra betrachtet zu werden;
da sie aber nur die Reihenfolge der Gleichungen &ndern, ist klar, dass der Kern
dabei erhalten bleibt.) Das zeigt, dass v genau dann im Kern von A ist, wenn v
im Kern von A’ ist. Die Gleichheit der Rénge folgt aus dem Rangsatz 10.17.

Elementare Zeilenumformungen ersetzen eine Zeile durch eine Linearkombination
der Zeilen der Matrix; da diese Linearkombination im Zeilenraum der urspriingli-
chen Matrix liegt, ist der Zeilentraum der neuen Matrix jedenfalls im Zeilenraum
der alten Matrix enthalten. Da sich elementare Zeilenumformungen riickgingig
machen lassen, gilt auch die umgekehrte Inklusion. u

Durch Induktion (iiber die Anzahl der elementaren Zeilenumformungen) folgt dann
sofort, dass Kern, Rang und Zeilenraum auch unter beliebigen Zeilenumformungen
erhalten bleiben.

Der Rang bleibt unter Zeilenumformungen zwar erhalten, das Bild der Matrix
kann sich jedoch dndern!

Wir zeigen jetzt, dass man jede Matrix durch Zeilenumformungen in Zeilenstufen-
form {iberfiithren kann.

12.7. Satz. Seien K ein Kérper, m,n € N und A € Mat(m x n, K). Dann
lisst sich A durch sukzessive elementare Zeilenumformungen in eine Matriz A’ in
reduzierter Zeilenstufenform tberfiihren.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass sich A in (nicht notwendig reduzierte) Zeilenstu-
fenform bringen lédsst. Der Beweis dafiir geht durch Induktion nach der Zeilenan-
zahl m. Im Fall m = 0 ist die Matrix (trivialerweise) bereits in Zeilenstufenform.
Sei also m > 0 und die Behauptung fiir alle Matrizen mit weniger als m Zeilen
schon gezeigt. Ist A die Nullmatrix, dann ist A in Zeilenstufenform und es ist
nichts zu zeigen. Wir kénnen also annehmen, dass A einen von null verschiedenen
Eintrag hat. Sei j; der kleinste Index einer Spalte mit einem solchen Eintrag. Ist
a1j, = 0, dann kénnen wir durch eine Typ-III-Umformung erreichen, dass a;;, # 0
ist. Eine Umformung vom Typ I mit A = al_jl angewandt auf die erste Zeile, ergibt

19
a1j, = 1. Die Matrix hat jetzt die Form

O --- 0 1 =«
O --- 0 a2j1 % e *

*

0O --- 0 amjl ke *
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Durch die Umformungen Ily;(—agj, ), 51 (—asj), ..., I 1(—am;,) konnen wir
die ji-te Spalte unterhalb der ersten Zeile ,ausrdumen®, sodass wir nun die Form
0O --- 0 1 ‘ % -e- %

0 --- 0 0
: : A
0 --- 00

haben mit einer (m — 1) x (n — j;)-Matrix A. Zeilenumformungen an A kénnen
auch als Zeilenumformungen an dieser Matrix ausgefiihrt werden, ohne dass sich
am linken Teil der Matrix etwas éindert. Nach Induktionsannahme kann nun A
durch Zeilenumformungen in Zeilenstufenform gebracht werden. Damit hat die
gesamte Matrix ebenfalls Zeilenstufenform.

Wir fiihren jetzt noch fir k =1,2,...,rund i =1,2,... k — 1 die Umformungen
IT; (—a;;, ) aus (mit dem jeweils aktuellen Wert des Eintrags a,j, ) und raumen auf
diese Weise auch noch den Teil der Spalten oberhalb der fiihrenden Einsen aus.
Wir erhalten so die reduzierte Zeilenstufenform. a

Dieser Beweis liefert uns sogar einen Algorithmus. Wir werden die Umformungen
an einer Beispielmatrix durchfiihren.

12.8. Beispiel. Wir bestimmen die reduzierte Zeilenstufenform der folgenden
Matrix iiber R:

1 2 3 4
A=1|5 6 7 8
9 10 11 12

Die erste Spalte ist keine Null-Spalte, also ist j; = 1. Der oberste Eintrag in der
ersten Spalte ist bereits 1, also sind keine Umformungen vom Typ III oder I nétig.
Wir rdumen den Rest der Spalte aus, indem wir das Fiinffache der ersten Zeile
von der zweiten und das Neunfache der ersten Zeile von der dritten Zeile abziehen.
Dann bekommen wir die neue Matrix

1 2 3 4
0 -4 -8 —12
0 -8 —16 —24
Wir machen mit der rechten unteren 2 x 3-Matrix weiter. Ihre erste Spalte (—4, —8)

ist keine Null-Spalte, also ist 7, = 2. Wir multiplizieren die zweite Zeile der ge-
samten Matrix mit —1/4 und bekommen

1 2 3 4
0 1 2 3
0 -8 —-16 —24

Dann addieren wir das Achtfache der zweiten Zeile zur dritten:

1 2 3 4
0123
0000

Damit haben wir die Zeilenstufenform erreicht (mit » = 2). Fiir die reduzierte
Zeilenstufenform miissen wir noch das Doppelte der zweiten Zeile von der ersten
abziehen; das liefert schliellich

1 0 -1 -2
A=|01 2 3
00 0 O

BSP
Umformung
in ZSF



90

Wir konnen jetzt eine Basis des Kerns von A (der gleich dem Kern von A’ ist)
ablesen, ndmlich

b3 = (1,—2,1,0) und b4I (2,—3,0,1) &

Elementare Zeilenumformungen lassen sich durch Multiplikation mit gewissen inver-
tierbaren Matrizen von links beschreiben. Diese Matrizen sind die sogenannten FEle-
mentarmatrizen E;(A) mit A € K* und i € {1,2,...,m} und E;;(\) mit A € K und
i,j € {1,2,...,m}, i # j. Um sie zu definieren, fithren wir My = (0;x0;1)1<i j<m ein;
in dieser Matrix sind alle Eintrdge null bis auf den Eintrag in der k-ten Zeile und [-ten
Spalte, der den Wert 1 hat. (Die Matrizen My, entsprechen der Basis (¢g)1<ki<m von
Hom (K™, K™) wie in Folgerung 10.23.) Dann ist

E;()\) unterscheidet sich von der Einheitsmatrix I,,, dadurch, dass an der i-ten Position
auf der Diagonalen statt 1 der Eintrag A steht. In E;;(\) steht auBlerhalb der Diagonalen
an der Position (i, 7) der Eintrag A\. Wegen

ENENY=1I1, und  Ej;(\)Ej(=\) =1,

sind diese Elementarmatrizen invertierbar. Was bewirkt die Multiplikation von links mit
so einer Elementarmatrix? Dazu iiberlegen wir, dass

m
My A = (Z 5ik5hlahj) = (dikaij)1<i<m,1<j<n;

1<i<m,1<j<n
h=1

in dieser Matrix sind alle Zeilen null bis auf die k-te Zeile, in welcher sich die I-te Zeile
von A befindet. Multiplikation von links mit Mj; setzt also die I-te Zeile von A in die
k-te Zeile und 16scht alle anderen Zeilen.

Damit ergibt sich, dass die Zeilen von F;(A\)A mit den entsprechenden Zeilen von A
tibereinstimmen bis auf die i-te Zeile, die mit A multipliziert wird. Der Effekt ist also die
elementare Zeilenumformung I;(A) vom Typ I. Ebenso stimmen die Zeilen von E;j(\)A
mit denen von A iiberein mit Ausnahme der i-ten Zeile, zu der das A-fache der j-ten Zeile
addiert wird. Der Effekt ist also die elementare Zeilenumformung II; ;(A) vom Typ IL

Wir veranschaulichen das fiir die 2 x 3-Matrix A = (a b oc).

[IPRCES)
I

c\ [(a b ¢
f>_<)\d e Af)
1 0\ (a
¢

c\ _ [(a+Ad b+Xe c+Af
f)\ d e S

Der Inhalt von Satz 12.7 ist also, dass es zu jeder Matrix A € Mat(m x n, K) eine

invertierbare Matrix P € Mat(m, K) gibt, sodass PA reduzierte Zeilenstufenform hat,

wobei P ein Produkt von Elementarmatrizen ist.
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Sei jetzt A € Mat(m, K) invertierbar. Wendet man diese Aussage an auf A~! und
beachtet, dass die reduzierte Zeilenstufenform einer invertierbaren m x m-Matrix gerade
die Einheitsmatrix I,,, ist (siehe Lemma 12.18 unten), dann erhilt man ein Produkt P
von Elementarmatrizen mit PA~! = I,,,. Es folgt A = P. Wir haben bewiesen:
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Satz. Jede invertierbare Matriz ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Daraus folgt:

Zwei Matrizen A, B € Mat(m x n, K) lassen sich genau dann durch Zeilenumformungen
ineinander tberfiihren, wenn es eine invertierbare Matrix P € Mat(m, K) gibt, sodass
B = PA ist.

Statt Zeilenumformungen kann man ganz analog Spaltenumformungen betrachten. Sie
werden durch Multiplikation mit Elementarmatrizen von rechts bewirkt. Man hat dann
die folgende analoge Aussage:

Zwei Matrizen A, B € Mat(mxn, K) lassen sich genau dann durch Spaltenumformungen
ineinander tberfiihren, wenn es eine invertierbare Matriz ) € Mat(n, K) gibt, sodass
B =AQ ist.

Wir sprechen gelegentlich von ,,der” reduzierten Zeilenstufenform einer Matrix. Tatséch-
lich ist das Ergebnis eines Verfahrens, das eine Matrix in reduzierte Zeilenstufenform
iiberfithrt, eindeutig bestimmt, wie der folgende Satz zeigt. Es ist also letztlich ganz
egal, welche Zeilenumformungen man in welcher Reihenfolge macht, um zur reduzierten
Zeilenstufenform zu gelangen.

Satz. Sind A,B € Mat(m x n, K) zwei Matrizen in reduzierter Zeilenstufenform mit
demselben Zeilenraum, dann gilt A = B.

Beweis. Sei U C K™ der Zeilenraum von A und B. Fiir 0 < k <n sei
Vi={(z1,...,2n) € K" |21 =20=... =2, =0} CK"

und di = dim(U N V). Dann ist dg = r = dimU, d, = 0 und dy — 1 < djy1 < di.
Es gibt also genau r ,Sprungstellen® j; mit dj,_ 1 = r +1 -4 und dj; = r — 4 fiir
i €{1,2,...,r}. Aus der Definition der Zeilenstufenform ergibt sich, dass j; genau die
Position der fithrenden Eins in der i-ten Zeile von A und von B ist. Die lineare Abbildung

¢:U— K", (1,22, ... Tp) —> (T, Zjy, ..., T5,)

ist dann ein Isomorphismus, und die ersten r Zeilen von A und B miissen die Urbil-
der ¢~ '(e1), ¢ ! (e2),...,¢ " (e,) der Standard-Basisvektoren von K" sein. Insbesondere
sind A und B gleich. d

Wir kommen zu linearen Gleichungen und Gleichungssystemen.

12.9. Definition. Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f: V. — W eine
lineare Abbildung. Ist b € W ein gegebener Vektor, dann heiflit die Gleichung
f(x) = b, deren Losungen = € V gesucht sind, eine lineare Gleichung. Die Glei-
chung heifit homogen, wenn b = 0 ist, sonst inhomogen.

Ist V = K" und W = K™, dann kann die Gleichung unter Benutzung der zu f
gehorenden Matrix A € Mat(m x n, K) auch geschrieben werden als Az = b mit
Spaltenvektoren £ € K™ und b € K™. In diesem Fall spricht man auch von einem
linearen Gleichungssystem (mit m Gleichungen in n Unbekannten). &

Wir konnen schon recht genau sagen, welche Struktur die Losungsmenge einer
linearen Gleichung hat.
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12.10. Satz. Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f: V — W eine lineare
Abbildunyg.

(1) Die Lésungsmenge der homogenen linearen Gleichung f(x) = 0 ist ein
Untervektorraum von V, namlich der Kern von f.

(2) Sei 0 £be W. Ist b ¢ im(f), dann hat die inhomogene lineare Gleichung
f(z) = b keine Losung. Anderenfalls sei xy € V' mit f(xo) = b. Dann ist
die Losungsmenge gegeben durch xo + ker(f) = {zo+v | v € ker(f)}.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition des Kerns und der Tat-
sache, dass ker(f) ein Untervektorraum von V ist. In der zweiten Aussage ist klar,
dass es genau dann Losungen gibt, wenn b € im(f) ist (das ist die Definition
von im(f)). Es bleibt die letzte Behauptung zu zeigen. Sei dazu = € V. Dann gilt

f(x)=b <= f(x)= f(zy) <= flx —x9)=0
= 1 —1x9 € ker(f) <= v € xg+ker(f). a

Das allgemeine Rezept fiir die Losung einer linearen Gleichung f(z) = b lautet
also:

(1) Priife, ob b € im(f). Falls nein, dann gibt es keine Losung.
(2) Bestimme eine ,spezielle Losung® zq € V.
(3) Bestimme ker(f).
(4)

4) Die Losungsmenge ist xo+ker(f). Ist ker(f) endlich-dimensional mit Basis
(1,29, ...,x,), dann ist die ,allgemeine Losung*

$:$0+)\1$1+)\21’2+...+)\n3§'n
mit Al,)\z,...,)\nEK.

Die ersten beiden Schritte wird man im Regelfall zusammen ausfiihren, denn wenn
man feststellt, dass b € im(f) ist, dann wird man meistens auch ein Urbild gefun-

den haben.

Im homogenen Fall (also b = 0) gilt stets b € im(f) und wir kénnen zop = 0
nehmen; die Losungsmenge ist dann ker(f).

12.11. Beispiel. Wir betrachten die folgende inhomogene lineare Differentialglei-
chung erster Ordnung;:
y'(z) +ylz) =z

Dabei sei y € C(R). Hier ist K =R, V =CY(R), W =C(R) und f:y — ¢ + .
Die Gleichung ist f(y) = idg. Wir suchen nach einer speziellen Losung. Mit etwas
Probieren finden wir yo(z) = x — 1. (In der Vorlesung iiber Gewdéhnliche Differen-
tialgleichungen werden Sie lernen, wie man solche Losungen systematisch findet.)
Jetzt miissen wir den Kern von f bestimmen, also die Menge aller Funktionen y
mit ¥ + y = 0. Ich behaupte, dass ker(f) = (x — e~*) ist; die Funktionen y mit
y' 4+ y = 0 haben also die Form y(z) = Ce™ mit C' € R. Zum Beweis betrachten
wir z(z) = e*y(x); dann gilt

Z(x) = e"y(z) + ey (x) = e (y(z) + ¥/ (x)) =0,

also ist z(z) = C konstant und damit y(x) = Ce™*. Umgekehrt sind diese Funk-
tionen auch Losungen von 3’ + y = 0. Die allgemeine Losung ist also

ylx) =2z —1+Ce™ ", CeR. &
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Wie sieht das obige Rezept konkret aus, wenn wir ein lineares Gleichungssystem
losen wollen? Sei Az = b ein lineares Gleichungssystem mit A € Mat(m x n, K).
Im homogenen Fall b = 0 miissen wir eine Basis von ker(A) bestimmen. Dazu
bringen wir A in reduzierte Zeilenstufenform und lesen eine Basis des Kerns ab
wie in Lemma 12.3. Im inhomogenen Fall sei A" = (A | b) die erweiterte Matriz
des Systems; wir erhalten sie, indem wir an die Matrix A den Spaltenvektor b als
(n + 1)-te Spalte anfiigen.

12.12. Satz. Sei K ein Korper, seien m,n € N, sei A € Mat(m x n, K) und
sei b € K™ ein Spaltenvektor. Sei weiter A" = (A | b) die erweiterte Matrixz des
linearen Gleichungssystems Ax = b. Dann gilt

beim(A) < rk(A') =r1k(A4).

Dies kann gepriift werden, indem A’ in reduzierte Zeilenstufenform A’ gebracht
wird. tk(A’) = rk(A) ist dann dazu dquivalent, dass die letzte Spalte von A’ keine
fiihrende Eins einer Zeile enthdlt (das bedeutet j,. < n in der Notation von Defini-
tion 12.1). In diesem Fall kann eine spezielle Lisung von Az = b aus A’ wie folgt
abgelesen werden: Die letzte Spalte von A sei (l~71, ey ET, 0,...,0). Dann ist

T
Lo = Z l;ieji
i=1

eine Losung des Gleichungssystems.

Beweis. Seien Ay, ..., A, die Spalten von A. Es gilt

be lm(A) = <A1,...,An> <~ <A1,...,An, b> = <A1,...,An>
< im(A’) =im(A).

Die letzte Aussage impliziert rk(A") = rk(A). Es gilt immer im(A) C im(A4’), also
folgt aus rk(A’) = rk(A) auch die Gleichheit von im(A’) und im(A). Damit ist die
erste Behauptung gezeigt.

Sei nun A’ die reduzierte Zeilenstufenform von A’. Dann bilden die ersten n Spal-
ten von A’ die reduzierte Zeilenstufenform A von A. Der Rang von A’ ist genau
dann grofer als der Rang von A, wenn A’ mehr Nichtnull-Zeilen hat als A. Das
bedeutet aber gerade, dass die letzte Spalte von A’ eine fithrende Eins enthalten
muss. Das zeigt die zweite Aussage. Fiir die letzte Aussage beachten wir, dass
die Zeilenumformungen, die im Zuge der Herstellung der reduzierten Zeilenstu-
fenform durchgefiihrt werden, die urspriinglichen Gleichungen durch &quivalente
Gleichungen ersetzen. Mit A" = (A | b) hat also das lineare Gleichungssystem
Az = b dieselben Losungen wie das ursprunghche Gleichungssystem. Da die j;-te
Spalte von A gerade der Standard-Basisvektor e} ist, ergibt sich

DEF
erweiterte
Matrix

SATZ
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12.13. Beispiel. Wir losen das folgende lineare Gleichungssystem (mit K = Q BSP

oder R): LGS
T — T3 — 21‘4 = 3
-1 + X2 + I3 = -2
i) - Ty = 0

oder, in Matrixschreibweise,

1 0 —1 —2\ (™ 3

11 1 0 ?:—2

0 1 0 -1 3 0
Tyq

Die erweiterte Matrix ist
1 0 -1 -2 3
A=|-11 1 0 —2
0 1 0 -1 0
Ihre reduzierte Zeilenstufenform ergibt sich als
/10 -10 1
A=[01 0 0 —1
0 0 0 1 -1
Das zugehorige lineare Gleichungssystem ist:
T — I3 = 1
T2 = —1
Ty = —1
Als spezielle Losung erhalten wir daraus &g = (1, —1,0, —1). AuBerdem lesen wir
ab: tk(A) = 3, dimker(A) = 4 — 3 = 1, und eine Basis von ker(A) ist gegeben
durch x; = (1,0,1,0). Die allgemeine Losung des Gleichungssystems ist also

T =xo+ )\11:1 = (]- + >\17 _17>\17 _1)
mit )\1 e K. &

Hier ist das Rezept noch einmal ganz konkret:

(1) Die erweiterte Matrix A’ aufstellen.

(2) A’ in reduzierte Zeilenstufenform A’ bringen. Sei r = rk(A’) und seien
1 <j1 <j2<...<jr <n+1 die Positionen der fiihrenden Einsen der
ersten r Zeilen von A’.

(3) jr =n+ 1 = keine Losung. Anderenfalls:

(4) Sei J = {1,2,...,n}\ {j1,J2,.-,Jr} die Menge der ,freien“ Positionen.
Setze x; = A; € K beliebig fiir j € J und lése das der Matrix A’ ent-
sprechende Gleichungssystem nach xj,, i € {1,2,...,r} auf. Das ergibt die
allgemeine Losung.

Im Beispiel oben ist r =3, j3 =1, 5o =2, js =4 <5=n+1, J = {3}. Wir
setzen also 3 = A und losen das System nach x1, xo, x4 auf.

Diese Methode fiir die Losung linearer Gleichungssysteme (und ihre Varianten)
heifit gaufisches Eliminationsverfahren oder kiirzer Gauf-Elimination. Eine Vari-
ante besteht darin, statt der reduzierten Zeilenstufenform nur die Zeilenstufenform
(1777-1855)  herzustellen und dann das System schrittweise ,,von unten her durch Einsetzen
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zu losen. Diese Version ist etwas effizienter im Hinblick auf die Zahl der nétigen
Rechenoperationen, dafiir aber auch etwas umstindlicher durchzufiihren.

Wir haben den Rang einer Matrix als den Rang der zugehorigen linearen Ab-
bildung definiert, also als die Dimension ihres Spaltenraums. Man sollte also ei-
gentlich genauer vom ,,Spaltenrang” sprechen, denn man kénnte genauso gut die
Dimension des Zeilenraums, also den ,,Zeilenrang* betrachten. Zum Gliick macht
das keinen Unterschied, wie wir jetzt zeigen werden.

12.14. Satz. Sei K ein Kérper, seien m,n € N und A € Mat(m x n, K). Dann SATZ
ist die Dimension des Zeilenraums von A gleich der Dimension des Spaltenraums Zeilenrang =
von A. Spaltenrang

Beweis. Nach Lemma 12.6 und Satz 12.7 kénnen wir annehmen, dass A reduzierte
Zeilenstufenform hat. Sei » = rk(A) die Dimension des Spaltenraums von A. Dann
hat A genau r Zeilen, die keine Null-Zeilen sind, und diese Zeilen sind linear un-
abhéngig, denn das gilt bereits, wenn man nur die Spalten ji, jo, ..., j. (Notation
wie in Definition 12.1) betrachtet — die Matrix (a; j, )1<ik<, ist die Einheitsma-
trix I,.. Da diese Zeilen den Zeilenraum erzeugen, bilden sie also eine Basis; damit
ist die Dimension des Zeilenraums r = rk(A). a

Der Normalformalgorithmus aus Satz 12.7 berechnet demnach auch die Dimen-
sion und eine Basis des Zeilenraums der gegebenen Matrix. Wenn man also die
Dimension und eine Basis des von Vektoren vy, ..., v,, € K" erzeugten Untervek-
torraums bestimmen moéchte, dann schreibt man diese Vektoren als Zeilen in eine
Matrix und bestimmt ihre (reduzierte) Zeilenstufenform. Die von null verschiede-
nen Zeilen der resultierenden Matrix bilden dann eine Basis.

Man kann den Satz kurz und elegant formulieren, wenn man folgende Definition
verwendet.

12.15. Definition. Sei K ein Korper, seien m,n € N und sei A = (a;;) € DEF
Mat(m x n, K). Die Transponierte von A oder die zu A transponierte Matriz Transponierte
ist AT = (aji)lgign’lgjgm < Mat(n Xm, K) <> Matrix

Da es leicht zu Verwirrung fithrt: Die Schreibweise
AT = (aj)1<i<n1<j<m

bedeutet Folgendes: Der erste Index unten hinter der Klammer (hier i) ist der
Zeilenindex und der zweite (hier j) ist der Spaltenindex. Die Matrix A" hat also
n Zeilen und m Spalten. Der Eintrag in Zeile ¢ und Spalte j ist aj und damit
derselbe Eintrag wie in Spalte ¢ und Zeile j der Matrix A. Gleichbedeutend konnte
man auch

AT = (aij)igjzn<izm

schreiben. In diesem Fall wére j der Zeilen- und ¢ der Spaltenindex.

Die Matrix wird also ,,an der Hauptdiagonale gespiegelt*.
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12.16. Beispiel.

&

W N =
S O

12 3\
456) ~

Der Zeilenraum von A ist der Spaltenraum von A" und umgekehrt. Satz 12.14
sagt also
rk(AT) = 1k(A).

Hier sind die wichtigsten Rechenregeln fiir transponierte Matrizen:

12.17. Lemma. Sei K ein Kéorper und seien [,m,n € N.

(1) Die Abbildung Mat(m x n, K) — Mat(n x m,K), A — AT ist ein Iso-
morphismus (es gilt also (A + B)T = A" + BT und (AA)T = \AT fiir
A, B € Mat(m x n, K), A € K; die Bijektivitat ist klar).

(2) Fiir A € Mat(l x m, K) und B € Mat(m x n, K) gilt (AB)T = BTAT.
(3) Fiir A € Mat(m x n, K) gilt (AT)T = A.

Beweis. Ubung. a

Abschlieflend wollen wir noch Antworten auf die folgenden zwei Fragen iiberlegen:

Frage 1: Wie kann man feststellen, ob eine Matrix A € Mat(n, K) invertierbar
ist?

Frage 2: Wie kann man zu einer invertierbaren Matrix A € Mat(n, K') die Inver-
se A~! berechnen?

Die erste Frage wird durch das folgende Lemma beantwortet:

12.18. Lemma. Seien K ein Kiorper, n € N und A € Mat(n, K) eine quadrati-
sche Matriz. A ist genau dann invertierbar, wenn ihre reduzierte Zeilenstufenform
die Finheitsmatriz I, ist.

Beweis. A ist genau dann invertierbar, wenn die zugehorige lineare Abbildung
f: K™ — K" ein Isomorphismus ist. Da Definitions- und Wertebereich dieselbe
Dimension haben, ist das dazu dquivalent, dass f surjektiv ist, also Rang n hat
(siche Folgerung 10.14). Das bedeutet, dass es in der reduzierten Zeilenstufenform
von A keine Null-Zeile gibt, also ist r = nund j; = 1,55 = 2,...,j, = n. In
der j-ten Spalte steht also der j-te Standard-Basisvektor, und die Matrix ist die
Einheitsmatrix. a

Jetzt zur zweiten Frage. Dazu beachten wir, dass ein lineares Gleichungssystem
Ax = b fiir jedes b eine eindeutige Losung hat, wenn A invertierbar ist; die-
se Losung ist x = A~'b. (Die Umkehrung gilt ebenfalls — gibt es fiir jedes b
eine eindeutige Losung, dann ist A invertierbar — Ubung.) Wenn wir fiir b den
Standard-Basisvektor e; einsetzen, dann bekommen wir als Losung gerade die j-te
Spalte von A~'. Wir kénnen also A~! finden, indem wir die linearen Gleichungs-
systeme Ax = e; fiir j € {1,2,...,n} alle 16sen. Dies geht im Wesentlichen in
einem Rutsch, wie im néchsten Satz beschrieben wird.

BSP
Transponierte
Matrix
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12.19. Satz. Seien K ein Korper, n € N und A € Mat(n, K) eine quadratische
Matriz. Sei weiter A’ = (A | I,) € Mat(n x 2n, K) und A’ ihre reduzierte Zei-

lenstufenform. A ist genau dann invertierbar, wenn A’ die Form (I, | B) hat; in
diesem Fall ist B = A1,

Beweis. Sei A’ = (A | B), dann ist A die reduzierte Zeilenstufenform von A. Nach
Lemma 12.18 ist A genau dann invertierbar, wenn A = I, ist. Die Matrix A’ re-
présentiert das Gleichungssystem A(xy | €2 | -+ | ©,) = (e1 | e2 | --- | e,) oder
kurz AX = [, mit X = (z, | 22| --- | ®,) € Mat(n, K). Die Zeilenumformun-
gen, die zur reduzierten Zeilenstufenform fiithren, ergeben das dazu dquivalente
Gleichungssystem [, X = B, also ist X = B die Losung von AX = [,,; damit ist
B=A" a

12.20. Beispiel. Sei K = Q und

-1 -2 2 2
2 5 —4 —4
A= -1 -1 1 1
1 1 0 1
Wir iiberfiithren
-1 -2 2 2 1 000
yus 2 5 —4 —4 0100
-1 -1 1 1 0010
1 1 0 1 0 0 01
in reduzierte Zeilenstufenform:
1 2 -2 =2 -1 0 0 0
, Ti(—1);1021(=2), I3, (1), I,0(-1) | O 1 0 O 2 1 00
A — 01 -1 -1 —-1010
0 1 2 3 1 001
1 0 —2 -2 -5 =2 00
IT; 2(—2), 113 2(—1),I14,2(1) 01 O 0 2 1 00
00 -1 -1 -3 -1 10
00 2 3 3 1 01
1 0 00 1 0 -2 0
13(—1);111ﬁ7114,3(—2) 01 00 2 1 0 O
0 011 3 1 =10
0 0 01 -3 -1 2 1
1 000 1 0 -2 0
II:&(;l) 0100 2 1 0 0
0 010 6 2 -3 -1
0 001 -3 -1 2 1
Es folgt
1 0 -2 0
1 2 1 0 0
A7 = 6 2 -3 -1 &

BSP
Berechnung
von At
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13. MATRIZEN UND LINEARE ABBILDUNGEN

Wir haben bisher Matrizen als zu linearen Abbildungen K" — K™ gehorend
betrachtet. Dabei war es aber eigentlich nur wichtig, dass wir in Definitions- und
Wertebereich jeweils eine bestimmte Basis betrachten, in diesem Fall die Standard-
Basis. Ganz analog konnen wir einer K-linearen Abbildung f: V' — V’ eine Matrix
zuordnen, wenn wir Basen B = (by,bs,...,b,) von V und B’ = (b},0,,...,b,)
von V' fixieren. Es gibt dann néamlich eindeutig bestimmte Skalare a;; € K, sodass

f(b]) = aljbll + agjbIQ + ...+ amjb;n
fiir alle j € {1,2,...,n} gilt.

13.1. Definition. In der oben beschriebenen Situation heif3t

Matg g (f) = (aij)1<i<m,1<j<n € Mat(m X n, K)
die Matriz von f beziiglich der Basen B und B’. &

Wie vorher auch enthélt die j-te Spalte der Matrix die Koeffizienten des Bildes
f(b;) des j-ten Basisvektors in B, wenn es als Linearkombination der Basisvektoren
in B’ geschrieben wird.

Man kann Matg g/ (f) auch beschreiben als die Matrix, die zu der linearen Abbil-
dung ¢4 o fopp: K* — K™ gehort.

V<2 gr
|
fl |MatB’B/(f)
‘bB/ M
V! < Km

Dabei ist ¢pp: K™ — V (und analog ¢p : K™ — V') die zu B gehorende Linear-
kombinationenabbildung;:

dB(M, A2y An) = Ay 4+ Aaba + ...+ Anby,

Da B und B’ Basen sind, sind die Linearkombinationenabbildungen ¢p und ¢p
Isomorphismen; insbesondere gibt es die Umkehrabbildung ¢, .

13.2. Beispiel. Wir betrachten V = P_3, den R-Vektorraum der Polynomfunk-
tionen vom Grad < 3 und die lineare Abbildung D: V — V', f + f’. Seien weiter
B=@xw—lz—=zzrz—2*)und B =(x—lz—z—1z— (r—1)(z—2)
zwel Basen von V. Dann ist

Matp 5(D) = , Matp (D) =

o NN O
oS O O

Matp g (D) = und  Matp /(D) =

com @ee
cCoo cor

1
0
0
2
2
0

o o O

Wie wir sehen, kann ein und dieselbe lineare Abbildung durch viele verschiedene
Matrizen beschrieben werden. Wie hidngen diese miteinander zusammen? Dazu
erst eine einfache Aussage iiber Verkniipfungen von linearen Abbildungen.
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13.3. Lemma. Seien g: V — V' und f: V' — V" zwei K-lineare Abbildungen
zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen. Seien weiter B eine Basis von V,
B’ eine Basis von V' und B” eine Basis von V". Dann gilt

MatBan(f e} g) = MatB/7B//(f) MatBB’ (g) .

Beweis. Das folgt aus der Definition der Matrixmultiplikation. a

Daraus ergibt sich sofort:

13.4. Folgerung. Sei f:V — V' eine K-lineare Abbildung zwischen endlich-

dimensionalen Vektorriumen. Seien B und B zwet Basen von V und B’ und B’
zwei Basen von V' Dann ist

MatB,B’(f) = MatB/73/<idV/) MatB’B/(f) MatRB(idV) .

Beweis. Das folgt aus Lemma 13.3 und f = idy- of oidy . Skizze:

(v, B)—L~ (v, B)

idy j ]id‘,,

(V,B) —~ (v', B)

a

Da idy und idy- Isomorphismen sind, sind die Basiswechselmatrizen Mat gz (idy)
und Matp g (idy) invertierbar.

Umgekehrt kann jede invertierbare Matrix als eine Basiswechselmatrix auftreten,
wobei eine der beiden Basen beliebig vorgegeben werden kann.

13.5. Lemma. Sei K ein Kirper, sein € N, sei V' ein K-Vektorraum mit Basis
B = (by,by,...,b,). Sei weiter A € Mat(n, K) invertierbar. Dann gibt es Basen
B’ und B" von V, sodass

A= MatB,B/ (idv) = MatB/QB(idv)

15t.

Beweis. Seien A = (a;;) und B” = (0,05, ...,0). Die Aussage A = Matp» p(idy)
bedeutet b} = ai;by + ... + anib,. Wir definieren b7 durch diese Gleichung fiir
j € {1,2,...,n}; dann gilt die gewiinschte Aussage (B” ist eine Basis, weil A
invertierbar ist: die b; lassen sich als Linearkombinationen der b;.’ ausdriicken, deren
Koeffizienten die Eintrige von A~ sind).

Es gibt dann auch eine Basis B’, sodass A™! = Matpg p(idy) ist; damit folgt
A= MatB’B/ (ldv), denn

MatBng (ldv) MatB/7B(idv) = MathB/(idV) = In
nach Lemma 13.3. Q
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13.6. Satz. Seien K ein Korper und n € N. Die Menge der invertierbaren Ma-
trizen in Mat(n, K) bildet eine Gruppe unter der Matrizmultiplikation.

Beweis. Die Matrixmultiplikation ist assoziativ, die (invertierbare) Einheitsma-
trix I,, ist neutrales Element. Jede invertierbare Matrix hat definitionsgeméaf eine
(selbst invertierbare) Inverse. Es bleibt zu zeigen, dass die Verkniipfung wohldefi-
niert ist, d.h., dass das Produkt zweier invertierbarer Matrizen wieder invertierbar
ist. Das folgt aus

(AB)(B'A™ ) = ABBB YA ' = AA =1, = (B'A™)(AB);

die Inverse von AB ist also B~tA~!. Qa

In jedem Monoid M gilt, dass die Menge der invertierbaren Elemente ein Untermonoid
bildet, das eine Gruppe ist. Der Beweis ist identisch.

13.7. Definition. Die Gruppe der invertierbaren Matrizen in Mat(n, K) heifit
allgemeine lineare Gruppe und wird mit GL(n, K') bezeichnet. &

Die Abkiirzung ,,GL“ kommt von englisch general linear group. Es ist auch die
Notation GL, (K) gebrauchlich.

13.8. Satz. Sei K ein Korper, seien m,n € N, seien V ein n-dimensionaler und
V' ein m-dimensionaler K-Vektorraum und sei f:V — V' linear. Seien weiter
B eine Basis von V, B’ eine Basis von V' und A = Matp g/(f). Dann gilt: Die
Menge der Matrizen von [ beziiglich beliebiger Basen von V und V' ist genau

{PAQ | P € GL(m,K),Q € GL(n,K)}.

Beweis. Nach Folgerung 13.4 und der nachfolgenden Diskussion hat jede Matrix
von f die Form PA (@ mit invertierbaren Matrizen P und ). Nach Lemma 13.5
gibt es zu beliebig vorgegebenen invertierbaren Matrizen P € GL(m, K) und
Q € GL(n, K) Basen B von V und B’ von V’, sodass P = Mat 5 (idys) und
@ = Mat p(idy). Dann ist

PA Q = MatB,’B/(idvl) MatB’B/(f) MatB7B(idv) = Matéyé/(f)

auch eine Matrix von f. a

13.9. Definition. Seien K ein Koérper, m,n € N und A, B € Mat(m x n, K).
Die Matrizen A und B heiflen dquivalent, wenn es Matrizen P € GL(m, K) und
Q € GL(n, K) gibt mit PAQ = B. &

Zwei Matrizen in Mat(m xn, K') sind also genau dann dquivalent, wenn sie dieselbe
lineare Abbildung (aber evtl. beziiglich verschiedener Basen) représentieren.

SATZ
Gruppe der
invertierbaren
Matrizen
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13.10. Satz. Seien K ein Kérper, m,n € N und A, B € Mat(m x n, K). Die
Matrizen A und B sind genau dann dquivalent, wenn rk(A) = rk(B) ist. In diesem
Fall sei v = 1k(A); dann sind beide Matrizen dquivalent zur Matriz

_ ]r ‘ Or,n—r
MT N ( Omfr,r ‘ Omfr,nfr ) .

Dabei steht Oy, fir eine Nullmatriz mit k Zeilen und | Spalten.

Beweis. Sei r = rk(A). Wir zeigen, dass A zu M, dquivalent ist. Sei f: K™ — K™
die zugehorige lineare Abbildung; sie hat Rang r, also ist dimker(f) = n — r.
Wir wéhlen eine Basis B = (by,...,b,) von K", sodass (b41,...,b,) eine Basis
von ker(f) ist. Mit b, = f(b;) fiir i € {1,2,...,r} ist dann (b},...,b.) eine Basis
von im(f): Wir haben dimim(f) = r und

m(f) = (f(b1),..., f(b), f(bry1)y ..o, f(bn)) = (VY,...,0,0,...,0) = (b],...,0.);

(by,...,b.) ist also ein Erzeugendensystem von im(f) der richtigen Léange r. Wir
erginzen diese Basis von im(f) zu einer Basis B’ = (b}, ...,b/,) von K™. Dann ist
Matg g/ (f) gerade M,; M, ist damit dquivalent zu A.

Gilt auch rk(B) = r, dann ist B ebenfalls dquivalent zu M,. Es folgt, dass A
und B &quivalent sind: Es gibt P, P’ € GL(m, K) und Q,Q" € GL(n, K) mit
M, =PAQ = P'BQ'. Dannist B = (P 'P)A(QQ' ).

Umgekehrt gilt rk(B) = r = rk(A) fiir jede zu A #quivalente Matrix B, denn

der Rang einer Matrix ist gleich dem Rang jeder von ihr représentierten linearen
Abbildung. a

Mit den Resultaten aus dem Kleingedruckten von Seite 91 ergibt sich aus Satz 13.10:

Folgerung. Jede Matriz A € Mat(m x n, K) ldsst sich durch Zeilen- und Spaltenum-
formungen in die Matriz M, mit r = rk(A) dberfihren.

Die Aquivalenz von Matrizen ist ein Beispiel einer Aquivalenzrelation. Eine Relation R
zwischen Mengen X und Y ist formal eine Teilmenge R C X xY . Ist firz € X undy € Y
das Paar (z,y) ein Element von R, dann sagt man, x und y stehen in der Relation R
zueinander und schreibt auch z Ry oder &hnlich. Im Fall X =Y spricht man auch von
einer Relation auf X . Eine solche Relation heifit

e reflexiv, wenn Vo € X: x R x,

o symmetrisch, wenn Vz,y € X: z Ry = y Rz, und

e transitiv, wenn Vx,y,z € X: (t Ry N yRz) =z R z.

Eine Relation auf X, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, ist eine Aqugvalenzrela—
tion auf X. Beispiele sind die Gleichheitsrelation = = y (das ist die ,,feinste” Aquivalenz-
relation auf X') oder auch die ,, Allrelation“ R = X x X (die ,,grobste“ Aquivalenzrelation
auf X).

Lemma. Fir Matrizen A, B € Mat(m x n, K) schreiben wir A ~ B, wenn A und B
dquivalent sind, wenn es also P € GL(m, K) und @Q € GL(n, K) gibt mit B = PAQ.

Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf Mat(m x n, K).

Beweis. Wir miissen die drei Eigenschaften nachpriifen.

e Reflexivitéit: A ~ A, denn man kann P = [,,,, Q = I,, wéihlen.
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e Symmetrie: Es gelte A ~ B; dann gibt es P € GL(m,K) und @ € GL(n, K) mit
B = PAQ. Dann sind auch P! € GL(m,K) und Q! € GL(n,K) und es gilt
B=P1'AQ! also B ~ A.

e Transitivitéit: Es gelte A ~ B und B ~ C. Dann gibt es P, P» € GL(m, K) und
Q1,Q2 € GL(n, K) mit B= PiAQ und C = P,BQs. Es sind P,P; € GL(m, K) und
Q1Q2 € GL(n, K) und es gilt C = (P2P1)A(Q1Q2), also ist A ~ C. Q

Die wichtigste Eigenschaft einer Aquivalenzrelation auf einer Menge X ist, dass sie zu
einer Einteilung von X in sogenannte Aquivalenzklassen fithrt. Ist ~ eine Aquivalenz-
relation auf X und z € X, dann schreiben wir [z] fiir die Menge {y € X | z ~ y} der
zu = Aquivalenten Elemente von X und nennen [z] die Aquivalenzklasse von x. Jedes
Element von [z] heifit ein Reprisentant der Aquivalenzklasse.

Lemma. Sei~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X und sei x € X. Dann sind
fir y € X die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) x ~y.

(2) y € [a].

(3) [yl nlx] #0.
4) [yl = [x].

Insbesondere sind zwei Aquivalenzklassen [x] und [y] entweder gleich oder disjunkt.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus der Definition von [z].

»(2) = (3)“: Wegen der Reflexivitdt von ~ ist y € [y], also folgt aus y € [z], dass
y € [yl N [z].

»(3) = (4)“: Sei z € [y] N [z] und w € [y]. Dann gilt y ~ w, y ~ z und & ~ z; mit
Symmetrie und Transitivitdt von ~ folgt daraus x ~ w, also w € [z]. Da w beliebig war,
gilt [y] C [z]. Genauso erhalten wir [z] C [y].

»(4) = (2)“: Aus y € [y] und [y] = [z] folgt y € [z]. Qa

Wir konnen die Menge der Aquivalenzklassen X/~ = {[x] | € X} bilden. Dann gibt
es eine natiirliche (oder , kanonische®) surjektive Abbildung f: X — X/ ~, x — [z]. Die
Urbildmenge f~!({[z]}) ist nach dem gerade bewiesenen Lemma genau [x]. Umgekehrt
fiilhrt jede surjektive Abbildung f: X — M zu einer Aquivalenzrelation auf X (man
sagt auch, f induziert eine Aquivalenzrelation) durch z ~y <= f(z) = f(y).

Die Aussage von Satz 13.10 bedeutet dann, dass die Aquivalenz von m x n-Matrizen mit
der durch Mat(m x n, K) — {1,2,...,min{m,n}}, A — rk(A), induzierten Aquivalenz-
relation iibereinstimmt und dass M, ein Reprisentant der durch rk(A) = r gegebenen
Aquivalenzklasse ist.

Wenn man nur Zeilenumformungen betrachtet, dann wird man zwei Matrizen A und B
als dquivalent betrachten, wenn B = PA ist mit einer invertierbaren Matrix P, denn
Zeilenumformungen entsprechen der Multiplikation von links mit einer invertierbaren
Matrix; vergleiche die Diskussion im Kleingedruckten auf Seite 91. Die dortigen Ergeb-
nisse lassen sich so interpretieren, dass jede Aquivalenzklasse dieser Aquivalenzrelation
einen eindeutig bestimmten Reprisentanten in reduzierter Zeilenstufenform hat.
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14. DIE DETERMINANTE

In diesem Abschnitt fithren wir die Determinante einer quadratischen Matrix ein.
Das ist ein Skalar, der dariiber Auskunft gibt, ob die Matrix invertierbar ist oder
nicht. Wir definieren die Determinante rekursiv.

14.1. Definition. Seien K ein Koérper und A = (a;;) € Mat(n, K) mit n € N. DEF

Wir definieren die Determinante von A, det(A), rekursiv wie folgt: Determinante
einer Matrix

(1) Im Fall n = 0 ist det(A) = 1.

(2) Im Fall n > 0 sei A;; € Mat(n — 1, K) (fiir 4,j € {1,2,...,n}) die Matrix,
die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile und die j-te Spalte entfernt.
Wir definieren

n

det(A) = Z(—l)jflau det(Ay;)

Jj=1

= Q11 det(All) — 19 det(Alg) + ...+ (—1)"_1a1n det(Aln) .

Fiir die Determinante ist auch folgende Schreibweise {iblich:

@11 a2 - Aip
Q21 Qg2 -+ A2

det((&ij)) = . . .n <>
Anp1 Ap2 " Ann

14.2. Beispiele. Fiir kleine positive Werte von n erhalten wir folgende Formeln: BSP
Determinante

det((a)) =a
a b
e d = ad — bc
a b c
d e f|=uaei—afh+bfg—bdi+ cdh — ceg
g h 1

Die Formel fiir die 3 x 3-Determinante ldasst sich mit Hilfe der ,,Sarrus-Regel®
merken: Man schreibt die ersten beiden Spalten noch einmal hinter die Matrix
und bildet die Summe der Produkte iiber die nach rechts fallenden Diagonalen
minus die Summe der Produkte iiber die nach rechts steigenden Diagonalen.

a b cla b
d e fld e
g h i|g h
Fiir groflere Determinanten gibt es allerdings keine solche Merkregel! s

Welche Eigenschaften hat die Determinante?
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14.3. Satz. Seien K ein Korper und n € N. Fir d = det: Mat(n, K) — K gilt: SATZ

Eigensch.
(1) d(A) ist linear als Funktion jeder Zeile von A (dabei werden die Eintrige degr Deter-

der tibrigen Zeilen als fest angesehen).
(2) Hat A zwei gleiche Zeilen, dann ist d(A) = 0.
(3) d(1,) =1.
Ist d: Mat(n, K) — K eine Abbildung, die (1) und (2) erfullt, dann gilt:

minante

(4) Geht A" aus A durch eine elementare Zeilenumformung I;(X) hervor, dann
gilt d(A") = Md(A).

(5) Geht A" aus A durch eine elementare Zeilenumformung II, ;(X) hervor,
dann gilt d(A") = d(A).

(6) Geht A’ aus A durch Vertauschen zweier Zeilen hervor, dann gilt
d(A") = —d(A).

(7) Es gilt d(A) = det(A)d(1,) fir alle A € Mat(n, K). Insbesondere ist
det: Mat(n, K) — K die einzige Abbildung, die (1), (2) und (3) erfillt.

Auflerdem gilt

(8) det(A) #0 <= rk(A) =n <= A invertierbar.

Beweis. Wir beweisen zuerst (4)—(6).

(4) Das ist ein Spezialfall von Eigenschaft (1).

(5) Wir schreiben d(vq,...,v,) fir d(A), wenn A die Zeilen vy,...,v, € K"
hat; fir 1 < i < j < n sei d;;(v;,v;) = d(vy,...,v,), wobei die vy mit
k ¢ {i,j} fest gewidhlt sind. Dann gilt

@

/ (2)
d(A") = dij(vi + Avj, v5) = di(vi, v;) + Adig(v,v5) = dij(vi,v;) = d(A).

(6) In der Notation des Beweises von Teil (5) haben wir
0% dij(vi +vj,0; + vj)
2 (i, 03) + dig (03, 07) + (v, v0) + dig v, ;)
2 iy (vr,v07) + dig (07,01
also ist d(A’) = d;j(vj, v;) = —d;j(vi,v5) = —d(A).

Der Beweis der ersten drei Aussagen fiir d = det erfolgt durch Induktion iiber n.
Im Fall n = 0 sind die Aussagen trivialerweise richtig. Sei also n > 0 und die
Aussagen seien fiir kleinere Werte von n gezeigt.

(1) det(A) ist linear in der ersten Zeile von A, denn nach Definition ist det(A)
eine Linearkombination der Eintrage der ersten Zeile, deren Koeffizienten
nicht von der ersten Zeile abhéngen. Sei k£ € {1,2,...,n — 1}. Nach In-
duktionsannahme sind alle det(A;;) linear in der k-ten Zeile von A;; und
damit linear in der (k + 1)-ten Zeile von A. det(A) ist somit eine Linear-
kombination von Abbildungen, die linear als Funktion der (k+ 1)-ten Zeile
von A sind (mit Koeffizienten, die nicht von der (k+1)-ten Zeile abhéngen)
und somit ebenfalls linear in der (k + 1)-ten Zeile von A.



(2)

(3)

Es ver

(7)
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Sei A eine Matrix, in der die k-te und die I-te Zeile iibereinstimmen, wobei
1 <k <l < nist. Ist £ > 1, dann stimmt in jeder Matrix A;; die
(k — 1)-te mit der (I — 1)-ten Zeile iiberein; nach Induktionsannahme gilt
det(A;;) = 0 fiir alle j, also auch det(A) = 0. Es bleibt der Fall £ = 1 zu
betrachten. Falls [ > 2 ist, dann vertauschen wir die [-te mit der zweiten
Zeile. Nach Induktionsannahme und der damit fiir d = det auf Matrizen
der Grofle n—1 geltenden Aussage (6) bewirkt das einen Vorzeichenwechsel
in allen det(A;;), dndert also nichts daran, ob det(A) = 0 ist oder nicht.
Wir kénnen daher annehmen, dass die beiden ersten Zeilen von A gleich
sind. Wir schreiben d;,, = d,,; fiir die Determinante der Matrix, die aus A
durch Streichen der ersten beiden Zeilen und der Spalten j und m entsteht.
Dann gilt (unter Beachtung von as; = ay;)

n

det(A) = Z(—l)j_lau det(Ay;)

Jj=1
n j—1
m E
= ] al] @2md]m + a2m jm
=1 m:l m= j+1
j m—j—1
= E )" ja1m i + E (=)™ arjarmdim
1<m<j<n 1<j<m<n
() m 1
= E Jaljalmd]m + E 7= aljalmdjm
1<J<m<n 1<j<m<n
m m—j—1
= E J + ( 1) J )aljalmdjm
1<]<m<n
=0.

(Bei (%) haben wir in der ersten Summe j und m vertauscht und dabei
ausgenutzt, dass a1,a1;dm; = a1j01,d;m ist.)

Nach der rekursiven Definition ist det(7,) =1 - det(I,,1) = 1.
bleibt:

Sei A" die reduzierte Zeilenstufenform von A. Aus (4), (5) und (6) folgt,
dass d(A) = dy(A)d(A’) ist, wobei dy(A) # 0 nur von A und nicht von d
abhingt: do(A) ist das Produkt der Skalare A~! und —1, die aus den elemen-
taren Zeilenumformungen I;(\) und IIL; ; herriihren, die man ausfiihrt, um
von A zu A’ zu gelangen. Wenn A invertierbar ist, dann ist A" = [, (Lem-
ma 12.18), also d(A) = dy(A)d(I,). Fiir d = det ergibt sich dy(A) = det(A).
Ist A nicht invertierbar, dann hat A’ eine Null-Zeile, womit (aus Eigen-
schaft (1)) d(A’) = 0 folgt. Fiir d = det hat man det(A’) = 0. In beiden
Féllen erhalten wir d(A) = det(A)d(I,,) wie behauptet.

Aus den Teilen (4), (5) und (6) folgt, dass det(A) genau dann null ist, wenn
det(A’) null ist, wobei A’ die reduzierte Zeilenstufenform von A ist. Gilt
rk(A) = n, dann ist A invertierbar, und nach Lemma 12.18 ist A" = I,
und damit det(A’) = det(f,,) = 1 # 0 nach Teil (3). Gilt rk(A) < n, dann
hat A" eine Null-Zeile und damit ist det(A’) = 0 nach Teil (1). Die zweite
Aquivalenz folgt daraus, dass eine lineare Abbildung K™ — K™ genau dann
surjektiv ist, wenn sie ein Isomorphismus ist; vgl. Folgerung 10.14. d
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Wenn wir die Determinante einer n x n-Matrix A als Funktion der n Zeilen von A be-
trachten, die selbst Vektoren in K" sind, dann erhalten wir eine sogenannte alternierende
Multilinearform. Das ist ein Spezialfall einer multilinearen Abbildung.

Definition. Sei K ein Koérper und seien Vi, Vs, ..., V,, und W K-Vektorrdume. Eine
Abbildung f: Vi x Vo X ... X V;;, = W heifit multilinear, wenn f in jedem Argument
K-linear ist, wenn also gilt

f(vl,.. ,vm):)\f(vl,...,vi,l,vi,viﬂ,...,vm)

Vi1, AU, Vg 1y - -
und

Vi1, ViV Vit -, Um)

= f(u, .. L om) + flu1, .

fir alle ¢ € {1,2,...,m}, v; € V;, A € K, v, € V;. Ist W = K, dann heiBt f auch eine
Multilinearform.

Fine Multilinearform f: V™ =V x V x --- x V. — K heifit alternierend, wenn stets
f(vi,...,vm) = 0 ist, sobald v; = v; ist fiir gewisse 1 <i < j <m. &

f(Ul, ..

/
s Vi—1,U55 Vi1, - - ..,vi_l,vi,viﬂ,...,vm)

Aussagen (1) und (2) in Satz 14.3 besagen gerade, dass det(A) eine alternierende Mul-
tilinearform der Zeilen von A ist. Da man einen K-Vektorraum V' mit Basis (b1, ..., b,)
mit K" identifizieren kann, hat Aussage (7) in Satz 14.3 die folgende Interpretation:

Satz. Sei V ein K-Vektorraum mit Basis (b1, ba,...,b,). Dann gibt es genau eine
alternierende Multilinearform d: V"™ — K mit d(by,ba,...,b,) = 1.

Fiir praktische Zwecke wichtig sind die Aussagen in Satz 14.3, die zeigen, wie sich

die Determinante unter elementaren Zeilenumformungen verhélt. Das liefert ein
praktisches Verfahren zur Berechnung auch gréfierer Determinanten.

14.4. Beispiel.

1211 -1 121 1 -1 10 0 0
100 0| |01 -1 1] |01 11
111 117lo2 0 2100 2 o0
1 2 4 8 03 3 9 00 6 6
10 0 0 100 0 100 0
01 -1 1 010 1 010 0
=2000 1 0|2 0010]|=26]g01 0|72 #
00 6 6 000 6 000 1

Die Eindeutigkeitsaussage (7) in Satz 14.3 ist wichtig, weil sie weitere Eigenschaf-
ten der Determinante zur Folge hat.

14.5. Satz. Sei K ein Kérper, sein > 0 und sei A = (a;j) € Mat(n, K). Mit der
in Definition 14.1 eingefihrten Schreibweise A;; gilt fir jedes 1 € {1,2,...,n}:

det(A) =Y (1) a; det(A;).

Jj=1
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Beweis. Wie im Beweis von Satz 14.3 zeigt man, dass die rechte Seite die Eigen-
schaften (1), (2) und (3) hat. Wegen der Eindeutigkeit folgt, dass die rechte Seite
gleich det(A) sein muss.

(Alternativ kénnte man auch die Zeilen 1 und i vertauschen und Satz 14.3 (6)
verwenden. ) a

14.6. Beispiel. Die Berechnung der Determinante in Beispiel 14.4 lasst sich ver-
einfachen, indem man nach der zweiten Zeile entwickelt:

1 -1 1 -1

1
1
1

)
A — O
)

14.7. Satz. Sei K ein Kirper, sein € N und seien A, B € Mat(n, K). Dann gilt
det(AB) = det(A) det(B) .
Ist A invertierbar, dann ist det(A™1) = det(A)~L.

Beweis. Wir fixieren B und betrachten A als variabel. Sei dg: Mat(n, K) — K,
A — det(AB). Aus den Eigenschaften der Matrixmultiplikation folgt, dass die k-te
Zeile von AB sich ergibt als die k-te Zeile von A (als Zeilenvektor) multipliziert
mit B. Insbesondere ist die k-te Zeile von AB eine lineare Funktion der k-ten Zeile
von A und héngt nicht von den Eintrégen in den anderen Zeilen von A ab. Es folgt,
dass dg linear in den Zeilen von A ist. Ebenso gilt, dass aus der Gleichheit der k-ten
und der [-ten Zeile von A die entsprechende Aussage fiir AB folgt. Damit erfiillt
dp auch die Eigenschaft (2) in Satz 14.3. Die Eindeutigkeitsaussage in Satz 14.3
liefert nun det(AB) = dg(A) = det(A)dg(1,) = det(A) det(B). Die letzte Aussage
ergibt sich aus det(A)det(A™!) = det([,) = 1. a

14.8. Satz. Seien K ein Korper, n € N und A € Mat(n, K). Dann gilt
det(AT) = det(A).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass det(A") die Eigenschaften (1), (2) und (3) aus
Satz 14.3 hat. det(I]) = det([,,) = 1 ist klar. Die beiden anderen Aussagen sind
dazu dquivalent, dass det(A) linear in den Spalten von A ist und verschwindet,
wenn A zwei gleiche Spalten hat. Die erste Aussage folgt leicht mit Induktion aus
der rekursiven Definition der Determinante, denn fiir festes £ ist jeder Term in der
Summe linear in der A-ten Spalte von A (entweder durch ayj, oder durch det(A;;)).
Die zweite Aussage kann wie folgt gezeigt werden: Wenn A zwei gleiche Spalten
hat, dann ist rk(A) < n, also det(A) = 0 nach Satz 14.3, Teil (8). Q

Daraus folgt, dass man auch Spaltenumformungen bei der Berechnung der Deter-
minante verwenden kann, auch mit Zeilenumformungen gemischt. Ebenso ergibt
sich eine Formel zur Entwicklung der Determinante nach einer Spalte.

BSP
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14.9. Folgerung. Sei K ein Korper, sei n > 0 und sei A = (a;;) € Mat(n, K). FOLG
Mit der in Definition 14.1 eingefiihrten Schreibweise A;; gilt fiir jedes j € {1,...,n}: Entwicklung
n der Det.

det(A) = —1)7"q;; det(A;;) . nach der
(A) ;( )’ ai; det(Ay) ten Smalte

Beweis. Das folgt aus Satz 14.5, angewandt auf AT und aus det(A") = det(4). Q

14.10. Beispiel. Eine Matrix A € Mat(n,R) mit AA"T = I, heiBt orthogonal.
Was kann man tiber det(A) sagen?

Es gilt
1 =det(1,) = det(AAT) = det(A) det(A") = det(A)?,
also ist det(A) = £1. &

14.11. Beispiel. Wir berechnen die Determinante aus Beispiel 14.4 noch einmal.

-1

-1 -1

1 —
-1 1 1 |=—]1
2 4 8 2

— = =
N = O
=~ — O

= —6((-1)-1-1-1)=12

(Entwicklung nach der zweiten Zeile, elementare Spaltenumformung IIs;(—1),
Entwicklung nach der dritten Spalte, Formel fiir 2 x 2-Determinante). &

Der Vollstéandigkeit halber halten wir noch fest, wie sich die Determinante bei
Skalierung der ganzen Matrix &ndert.

14.12. Folgerung. Seien K ein Korper, n € N, A\ € K und A € Mat(n, K).

Dann gilt
det(AA) = A" det(A).

Beweis. Das folgt daraus, dass det(A) in jeder Spalte von A linear ist:

Mit A= (a1 | az | | a,) ergibt sich
det(AA) = det(Aay | Aaz | -+ | Aay)
= Adet(a; | Aag | --- | Aa,) =...=AN"det(a; | a2 |-+ |a,). O

Die Entwicklung der Determinante nach Zeilen und Spalten fiihrt zu folgender
, Formel“ fiir die Inverse einer Matrix.

14.13. Definition. Seien K ein Koérper, n > 0 und A € Mat(n, K). Die Ma-
trix A € Mat(n, K), deren Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte durch
(—1)"9 det(A;;) (nicht A;;!) gegeben ist, heiBt die adjungierte (oder auch adjunk-
te) Matriz zu A. o



SATZ X
Adjungierte
Matrix

§ 14. Die Determinante 109

14.14. Satz. Seien K ein Kéorper, n > 0 und A € Mat(n, K). Dann gilt
AA = AA = det(A)I, .
Ist A invertierbar, dann ist A" = det(A)~'A.

Beweis. Der Eintrag an der Stelle (, k) im Produkt AA ist

> ay(—1)7F det(Ay) .

j=1
Im Fall & = ¢ ergibt das det(A) nach dem Satz 14.5 iiber die Entwicklung der
Determinante nach der i-ten Zeile. Im Fall k& # ¢ ergibt sich analog die Entwicklung
nach der k-ten Zeile der Determinante der Matrix, die aus A entsteht, wenn man
die k-te Zeile durch die i-te ersetzt. Da diese Matrix zwei gleiche Zeilen hat, ist
ihre Determinante null. Das zeigt AA = det(A)I,. Die Aussage AA = det(A)I,
sieht man analog unter Verwendung von Folgerung 14.9. Die letzte Aussage folgt
durch Multiplikation mit det(A)~*A~!. a

14.15. Beispiel. Fiir n = 2 bekommen wir die Formel

a b\ 1 d —b
<c d) :ad—bc(—c a>' &

Hier ist ein Beispiel fiir eine allgemeine Formel fiir eine spezielle Determinante:

14.16. Satz. Sei K ein Korper, sei n € N, seien ay,as,...,a, € K und sei A

folgende , Vandermonde-Matriz® zu aq,as, ..., ay,:
1 a @ - af?
2 n—1
i1 1 ay a3 -+ a,
A=(a; h<ijzn=1|. . . , € Mat(n, K) .
1 a, a®> -+ a'!
Dann ist

1<i<j<n

Beweis. Durch Induktion nach n. Der Fall n = 0 ist klar (det(4) = 1 und das
Produkt ist leer). Sei also n > 0 und die Behauptung fiir n — 1 bewiesen. Wir
subtrahieren die erste Zeile von den iibrigen und entwickeln nach der ersten Spalte;
das liefert

ag—a; ai—a? - ay ' —ap!
det(A) = : :
an —a; a2 —a? - a' ' —at!
Nun ist 2™ —y™ = (x —y) (2™ + 2™ 2y + ... + 2y™ 2 + y™ ). Wir kénnen aus
der ersten, ..., (n — 1)-ten Zeile also jeweils einen Faktor (ay —aq), ..., (a, —aq)
herausziehen:
n 1 ag+a; - al *4aad > +.. +a'?

det(A) = [J(a; —a1) - |

i - - -2
7=2 1 ap+a -+ a 4aa”3+...+a}
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Durch Subtraktion von a;-mal der vorletzten Spalte von der letzten, dann Subtrak-
tion von ai-mal der drittletzten Spalte von der vorletzten, ..., a;-mal der ersten
Spalte von der zweiten erhélt man aus der verbliebenen Matrix die Vandermonde-
Matrix zu as, as, . . . , a,. Die Behauptung folgt dann aus der Induktionsvorausset-
zung. a

Die Vandermonde-Matrix ist genau die Matrix der linearen Abbildung

¢: Py — R", fr— (f(al)af(a2)7"'vf(an))

(wo P, der R-Vektorraum der Polynomfunktionen vom Grad < n ist), die bei der
Interpolation von gegebenen Werten durch Polynome eine Rolle spielt, beziiglich
der Basis (z — 1,2+ z,z — 22, ...,z — 2"1) von P, und der Standardbasis
von R"”, siehe Beispiele 9.18 und 10.15.

Nach Vandermonde ist auch die ,, Vandermonde-Identitét“
-()G)= ()
AV AVEY: k

Wir werden uns jetzt mit einer Verallgemeinerung der Formeln fiir die Determi-
nante wie in Beispiel 14.2 beschéftigen. Diese Formeln erhélt man aus der rekur-
siven Definition der Determinante wie in Definition 14.1. Das Resultat ist eine
Summe von Termen der Form £ay ,(1)a2,5(2) - * - Gno(n), Wobei die Spaltenindizes
o(1),0(2),...,0(n) paarweise verschieden sind (denn jede ,verbrauchte“ Spalte
wird in der weiteren Entwicklung entfernt). Die Abbildung o: {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} ist demnach bijektiv, also eine Permutation. Wie man sich leicht
iiberlegt, kommt auch jede Permutation in der Entwicklung der Determinante
vor. Wir erinnern uns daran, dass die Permutationen von {1,2,...,n} die Ele-
mente der symmetrischen Gruppe S, sind; die Verkniipfung in dieser Gruppe ist
die Komposition von Abbildungen. Damit haben wir Folgendes gezeigt:

benannt.

14.17. Satz. Sein € N. Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung
e: S, —{-1,1},
sodass fir jeden Kdrper K und jede Matriv A = (a;;) € Mat(n, K) gilt
det(A) = Z 6(0’)@170(1)6L2,U(2) © Opo(n) -

O'GSn

Diese Formel hat #5, =n!=1-2-3---(n—1) - n Terme und taugt damit auler
fiir sehr kleine Werte von n nicht zur praktischen Berechnung der Determinante!
Sie ist aber niitzlich fiir theoretische Uberlegungen. Zum Beispiel folgt sofort, dass
die Determinante einer Matrix mit ganzzahligen Eintrégen eine ganze Zahl ist.

14.18. Definition. (o) € {—1,1} heifit das Signum oder Vorzeichen der Per-
mutation o € S,,. ¢ heiit gerade, wenn €(0) = 1 und ungerade, wenn (o) = —1

1st. &

Um etwas iiber diese Vorzeichenfunktion herauszufinden, fithren wir die zu o ge-
horende Permutationsmatrix ein.
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14.19. Definition. Seien K ein Korper, n € N und ¢ € §,. Dann bezeichnen
wir mit P(o) die Matrix (J;5(j))1<ij<n € Mat(n, K) und nennen P(c) die zu o
gehdrende Permutationsmatriz. &

Die Eintriage von P(c) sind 1 an Positionen der Form (o(j),7) und sonst 0. Das
bedeutet, dass in der j-ten Spalte von P(c0) gerade der Standard-Basisvektor e, ;)
steht; die zu P gehorende lineare Abbildung K™ — K" ist also genau die, die die
Standardbasis entsprechend der Permutation o vertauscht: P(o)e; = e,(;), wenn
wir e; als Spaltenvektor auffassen.

14.20. Lemma. Seien K ein Kéorper und n € N.

(1) Firo,7m €S, gilt P(coT)= P(c)P(7).

(2) Fir o € S, gilt £(o) = det(P(0)).

(3) Firo,me S, gilte(cot)=¢e(0)e(r).

(4) Ist o eine Transposition (also eine Permutation, die zwei Elemente ver-
tauscht und alle anderen nicht dndert), dann ist (o) = —1.

Beweis.
(1) Fir alle j € {1,2,...,n} gilt
P(o)P(r)e; = P(0)er(j) = €o(r(j)) = €ooryj) = PlooT)e;,

also ist P(oc o7) = P(0)P(1).

(2) Der einzige von null verschiedene Term in der Formel 14.17 fiir det(P (o™ 1))
ist £(0)011+ Opn = €(0). Es folgt (wegen P(c)~! = P(oc~!) nach Teil (1)
und e(0) = +1)

det(P(0)) = det(P(0)™) ™" = det(P(o7")) " = (o) = £(0).

(3) Das folgt aus (1) und (2) und der Multiplikativitéit der Determinante.

(4) In diesem Fall erhdlt man P(o) aus I, durch Vertauschen zweier Spalten
(oder Zeilen), also ist (o) = det(P(0)) = — det(I,,) = —1. a

Da sich (wie man sich leicht iiberlegen kann) jede Permutation als Komposition
von Transpositionen schreiben lésst, ist ¢ durch die Eigenschaften (3) und (4) in
Lemma 14.20 eindeutig festgelegt: Ist ¢ Komposition einer geraden Anzahl von
Transpositionen, dann ist o gerade, sonst ungerade.

Es gibt eine Art Formel fiir (o). Dazu eine kleine Definition:

Definition. Sei o € S,,. Ein Paar (i,7) mit 1 <14 < j < n heifit Fehlstand von o, wenn
o(i) > o(j) ist. &

Dann gilt der folgende Satz.
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Satz. Seio €S, und sei m die Anzahl der Fehlstinde von o. Dann ist (o) = (—1)™.

Beweis. Sei €'(0) die durch (—1)Anzabl Fehlstinde von o Jofinjerte Funktion. Die Trans-
position 7, die & und [ vertauscht (mit k& < [), hat genau m = 1+ 2(l — k — 1)
Fehlstdnde (ndmlich (k,1) sowie (k,j) und (j,1) fir alle £ < j < l). Da m ungerade
ist, ist &/(7) = (—=1)" = —1 = ¢(7).

AuBerdem gilt

"oy o(j) —o(i)
€ (J) - H ] _ Z ’
1<i<j<n
denn das rechts stehende Produkt hat Betrag 1 (jeder Faktor im Nenner tritt bis aufs
Vorzeichen auch im Zéhler auf) und o(j) — o () ist genau dann negativ, wenn (i, j) ein

Fehlstand von o ist. Es folgt

: _ a(7(4)) —o(r(4))
g(ocoT)= H i
1<i<j<n
- 11 o(7(4)) = o(r(4)) 11 () —7(2)
1<i<j<n 7(7) = 7(0) 1<icj<n  J 0
_ a(l) = a(k) TG =@
- H — H I =¢e'(o)e' (7).
1<k<i<n 1<i<j<n
Die Funktion ¢’ hat also die Eigenschaften (3) und (4) aus Lemma 14.20 und muss daher
mit € {ibereinstimmen. a

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch die geometrische Bedeutung der
Determinante untersuchen. Wir betrachten den R™ und definieren erst einmal den
Begriff der (positiven oder negativen) Orientierung einer Basis.

14.21. Definition. Sei (by, bs,...,b,) eine Basis des R" und A = (bl ‘ e ‘ bn)
die Matrix, deren Spalten die Basisvektoren sind. Wir sagen, die Basis sei positiv
orientiert, wenn det(A) > 0 ist, und negativ orientiert, wenn det(A) < 0ist.

Die Standardbasis ist positiv orientiert. Im Fall n = 2 ist eine Basis genau dann
positiv orientiert, wenn der gegen den Uhrzeigersinn gemessene Winkel vom ersten
zum zweiten Basisvektor kleiner ist als 7 (= 180°).

Der Vergleich der Orientierung einer Basis und ihres Bildes fithrt zum Begriff der
orientierungserhaltenden bzw. -umkehrenden linearen Abbildung.

14.22. Definition. Sei f: R” — R" ein Automorphismus (also ein invertierbarer
Endomorphismus). Dann heifit f orientierungserhaltend, wenn f positiv orientierte
Basen auf positiv orientierte Basen abbildet, und orientierungsumkehrend, wenn
f positiv orientierte Basen auf negativ orientierte Basen abbildet. &

Man sieht leicht, dass f genau dann orientierungserhaltend (-umkehrend) ist, wenn
det(A) > 0 (< 0) ist, wobei A die zu f gehorende Matrix ist: Ist B die Matrix,
deren Spalten die Vektoren einer positiv orientierten Basis bilden, dann sind die
Spalten von AB die Bilder der Basisvektoren. Wegen det(B) > 0 gilt dann

det(AB) = det(A) det(B) > 0 <= det(A) > 0.

Wir wollen jetzt das Volumen von ,linear verzerrten Wiirfeln“ betrachten. In der
Ebene R? sind das Parallelogramme. Allgemeiner definieren wir:

SATZ
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14.23. Definition. Ein Parallelotop im R™ ist die Menge
P(wl,mg,...,wn) = {tliBl +t2$2++tn$n | tl,tg,...,tn € [0,1}} C R"”

fiir ein n-Tupel (x4, T2, ..., x,) von Vektoren im R". Das Parallelotop heiit aus-
geartet, wenn die es aufspannenden Vektoren xi, xs, ..., x, linear abhéingig sind
(dann ist P(xq,x2,...,T,) im echten Untervektorraum (xi, s,...,x,) von R"
enthalten). O

Wir wollen jetzt untersuchen, wie man das ,orientierte Volumen“ solcher Paralle-
lotope definieren kann. Es sollte folgende Eigenschaften haben:

(1) vol P(ey,eq,...,e,) =1 (der n-dimensionale Einheitswiirfel hat Volumen 1).

(2) vol P(xy, xs, . .., x,) ist positiv (bzw. negativ), wenn (x4, o, ..., x,) eine
positiv (bzw. negativ) orientierte Basis von R" ist.

(3) volP(xy, ..., %1, \&;, Tj41,...,%,) = AVOl P(x1, &, ..., x,) fiir A € R.
(4) vol P(xy, xo,...,x,) =0, wenn P(xy, xo,...,x,) ausgeartet ist.
(5) vol P(.’Bl, ey Lj1, Ly + .’B;-, L1,y a:n)
= VOlP(wl, ey L1, LG, L1y ey mn)
+ VOIP(wl, ey Ly, ZB;, Ljt1yeen, (Bn)
Diese letzte Eigenschaft kann man sich plausibel machen, wenn man an die Formel
»Grundfliche mal Hohe* denkt: Die Hohe von x; + :n; iiber der ,,Grundflache®,

die durch das von den {ibrigen Vektoren aufgespannte Parallelotop gegeben ist, ist
die Summe der (orientierten) Hohen von z; und .

14.24. Satz. Die einzige Abbildung vol von der Menge der Parallelotope im R"
nach R, die die obigen Eigenschaften hat, ist
vol P(xy, s, ..., x,) = det(xy, @, ..., @),

wobei det(xy, @y, . . ., @,) fir die Determinante der Matriz steht, deren Spalten die
Vektoren x, @, . . ., @, sind.

Beweis. Die Determinante hat jedenfalls die geforderten Eigenschaften (Satz 14.3
und Satz 14.8, sowie Definition 14.21). Aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz 14.3,
zusammen mit Satz 14.8, der besagt, dass die analoge Aussage auch fiir Spalten
statt Zeilen gilt, folgt, dass die Determinante die einzige Abbildung ist, die die
Eigenschaften (1), (3), (4) und (5) hat. a

Man kann also mit Hilfe der Determinante Volumen messen.

14.25. Beispiel. Die Fliche des Dreiecks mit den Eckpunkten (xy1, 1), (22, y2)

und (x3,ys3) ist
1 Tr1 T2 I3
E‘det Yyr Y2 Y3
1 1 1

Wir kénnen das Dreieck so verschieben, dass die erste Ecke im Ursprung zu liegen
kommt. Dann ist die gesuchte Fliache die Hélfte der Fléache des von (zo—x1, y2— 1)
und (z3—x1,y3—y;) aufgespannten Parallelogramms. Die orientierte Fliche dieses

Parallelogramms ist
det To—T1 T3 — I ‘
Y= Ys— W
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Die obige Determinante lésst sich durch die Spaltenoperationen II,;(—1) und
IT;1(—1) und nachfolgender Entwicklung nach der dritten Zeile auf diese Form
bringen. Durch den Absolutbetrag erhalten wir die Fldache statt der orientierten
Flache. &

Aus der Multiplikativitdt der Determinante folgt eine Interpretation der Deter-
minante eines Endomorphismus, die fiir Anwendungen in der Analysis (z.B. die
Transformationsformel fiir mehrdimensionale Integrale) relevant ist.

14.26. Satz. Sei f: R™ — R"™ linear mit zugehoriger Matriz A und seien aufler-
dem x, s, ..., x, € R". Dann gilt

vol f(P(m1, @s, ..., @,)) = det(A) vol P(m, @s, ..., @) .

Die Determinante eines Endomorphismus gibt also an, mit welchem Faktor das
orientierte Volumen bei seiner Anwendung multipliziert wird.

Beweis. Sei X die Matrix, deren Spalten die Vektoren xi, xs, ..., x, sind. Da f
linear ist, gilt f(P(ccl, To,. .., .’Bn)) = P(f(:z:l) f(:z:z) . ,f(:nn)) Es folgt
vol f(P(@1, s, ..., ®,)) = det(f(1), f(®2), ..., [(2,))
= det(Axq, Awg,.. ,Ax,)

(
= det(AX) = det(A) det(X)
= det(A)vol P(x1, zo,...,x,) . a
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15. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Im vorletzten Abschnitt haben wir einen Klassifikationssatz bewiesen (Satz 13.10).
Man kann ihn so interpretieren, dass die einzige Eigenschaft, die lineare Abbildun-
gen zwischen zwei gegebenen endlich-dimensionalen Vektorrdumen voneinander
unterscheidet, der Rang ist: Ist f: V' — W linear mit rk(f) = r, dann kénnen wir
Basen von V und W so wihlen, dass f durch die Matrix M, gegeben ist, und M,
hangt nur von 7 (und den Dimensionen von V' und W) ab.

Wir werden jetzt statt linearen Abbildungen zwischen verschiedenen Vektorraum-
en V und W Endomorphismen f:V — V betrachten. Da wir nur einen Vektor-
raum haben, konnen wir auch nur eine Basis wihlen. Wir haben also deutlich
weniger Spielraum, was sich in einem erheblich schwierigeren Klassifikationspro-
blem niederschlégt.

Natiirlich kann man lineare Abbildungen f: V — V auch als Spezialfall von linearen
Abbildungen V' — W betrachten, wo ,zufillig® W = V ist. Dann wird man die Wahl
von verschiedenen Basen von V' auf der Quell- und der Zielseite zulassen. Zum Beispiel
erhélt man so die Basiswechselmatrizen Matp p/(idy). Auf der anderen Seite geht so
aber die Information verloren, dass es sich wirklich auf beiden Seiten um denselben
Vektorraum handelt und nicht um zwei Vektorrdume, die zufillig isomorph sind (d.h.,
dieselbe Dimension haben). Fiir das Klassifikationsproblem, das wir in diesem Abschnitt
(und dann weiter in der Linearen Algebra IT) studieren wollen, ist es aber wesentlich,
dass f als Endomorphismus von V betrachtet wird. Anderenfalls wére eine Aussage der
Form f(v) = Av (siehe Definition 15.3 unten) nicht sinnvoll, bzw. sie wiirde sich nicht
auf die f beschreibenden Matrizen {ibertragen.

Wir schreiben erst einmal auf, wie die Matrizen von f beziiglich verschiedener
Basen von V' miteinander zusammenhéngen.

15.1. Satz. Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B = (by,ba,...,b,) und sei f
ein Endomorphismus von V. Sei weiter A = Matg g(f) € Mat(n, K) die Matriz
von f beziiglich B. Dann ist

{Matp p(f) | B' Basis von V} = {PAP™* | P € GL(n,K)}.

Beweis. Es ist MatB/’B/(f) = MatRB/(idv) MatB7B(f) MatB/7B<idv) = PAPil mit
P = Matg p/(idy) € GL(n, K). Umgekehrt lidsst sich jede Matrix P € GL(n, K)
in dieser Form schreiben (Folgerung 13.4). Q

15.2. Definition. Seien K ein Korper, n € N. Zwei Matrizen A, A’ € Mat(n, K)
heifien Ghnlich, wenn es eine Matrix P € GL(n, K) gibt mit A’ = PAP~L. &

Analog wie fiir die Aquivalenz von Matrizen zeigt man, dass die Ahnlichkeit von Matrizen
eine Aquivalenzrelation ist.

Wenn A eine Matrix eines Endomorphismus f von V' ist, dann sind die Matrizen
von f beziiglich beliebiger Basen von V' also gerade die zu A dhnlichen Matrizen.

Die Klassifikation von Matrizen bis auf Ahnlichkeit (und damit die Klassifikation
der Endomorphismen endlich-dimensionaler Vektorrdume) ist relativ kompliziert.
Sie wird durch die Jordan-Normalform geleistet, die wir im néchsten Semester
besprechen werden. Hier werden wir uns erst einmal auf die Diskussion einfache-
rer ,Invarianten“ (also Daten, die nur von f und nicht von der Basis abhéngen)
beschrénken.
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Die Idee ist, den Endomorphismus f: V' — V mit anderen besonders einfachen
Endomorphismen zu vergleichen. Die einfachsten Endomorphismen sind sicher die
Multiplikationen mit einem Skalar A € K: v — Av. Wir kénnen uns fragen, ob es
Elemente von V' gibt, die sich unter f und dieser Abbildung gleich verhalten. Das
fithrt auf folgende Definition.

15.3. Definition. Seien V ein K-Vektorraum und f € End(V). Ein Skalar A € K
heifit Figenwert von f, wenn es einen Vektor 0 # v € V' gibt, sodass f(v) = Av
ist. Jeder solche Vektor heifit ein Eigenvektor von f zum Eigenwert . &

Man beachte die Bedingung v # 0! Ohne sie wére die Definition sinnlos, weil dann
jedes A ein Eigenwert wire (denn f(0) = 0 = \0).

15.4. Definition.
Untervektorraum

Seien V' ein K-Vektorraum, A € K und f € End(V). Der

E\x(f)={v eV | f(v) = A} =ker(Aidy —f)
von V' heifit der A-Eigenraum oder der Eigenraum zum Eigenwert A von f.

Die Dimension dim E)(f) des A-Eigenraums von [ heifit die geometrische Viel-
fachheit des Eigenwerts A von f. &

E\(f) besteht also aus dem Nullvektor und den Eigenvektoren zum Eigenwert \.
A ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn F)(f) # {0}, also die geometrische
Vielfachheit positiv ist.

15.5. Beispiele.

(1) Eo(f) ist gerade der Kern von f. Null ist also genau dann ein Eigenwert
von f, wenn f nicht injektiv ist. Ist V' endlich-dimensional, dann ist das
auch dazu aquivalent, dass f kein Isomorphismus ist.

(2) Sei f: R? —» R?, (z,y) — (y,z). Dann hat f die Eigenwerte 1 und —1,
denn v; = (1,1) € Ey(f) und v_1; = (1,—1) € E_1(f). Man sieht leicht,
dass beide Eigenrdume eindimensional sind.

(3) Sei f: C®(R) — C>*(R), h — h'. Dann hat f jedes A € R als Eigenwert,
und es gilt E\(f) = (x — ). (Beweis wie in Beispiel 12.11.) )

Wir werden sehen, dass die Situation von Beispiel (2) oben fiir Endomorphismen
von endlich-dimensionalen Vektorrdumen recht typisch ist. Wir zeigen erst einmal,
dass es nicht zu viele Eigenwerte geben kann.

15.6. Satz. Seien V ein K-Vektorraum und f € End(V). Seien A\1,..., Ay € K
paarweise verschieden und fir j € {1,2,...,m} seiv; € V ein Eigenvektor von f
zum Figenwert \;. Dann ist (vy,vs, ..., 0y) linear unabhdingig.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber m. Der Fall m = 0 ist klar (null Vektoren
sind stets linear unabhéngig). Sei also m > 0, und die Behauptung fiir m — 1 sei
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schon bewiesen. Seien aq, g, ..., q,, € K mit ajv; + agvs + ... + v, = 0. Wir
miissen zeigen, dass alle a; = 0 sind. Es ist
0=X,0— f(0)
= A1 + aguy + ..+ apvy) — flavr + agve + ..o+ Q)
= A Q1U] + A @oUs + .o+ A QU — QUAIV] — Qo AoUs — ... — Qi AmUm

= al(/\m — )\1)1)1 + Q/Q()\m — )\Q)UQ + ...+ am—l()\m - /\m—1>Um—1 .

Aus der Induktionsannahme folgt

Oél(>\m — )\1) = leg()\m — )\2) =...= am—l()\m — )\m—l) = 0 .
Weil \,, # A1, Ao, ..., A1 ist, ergibt sich daraus oy = as = ... = a,,,_1 = 0. Die
urspriingliche Gleichung reduziert sich also auf «,,v,, = 0. Weil v,, # 0 ist, folgt
auch a,, = 0. a

15.7. Folgerung. Seien V ein K-Vektorraum und f € End(V). Seien weiter
A1y A2, - -y A paarweise verschiedene Elemente von K und fir j € {1,2,...,m}
SEIeN Vj1, V2, - - -, Vjn, (Mitn; € N) linear unabhdngige Elemente von Ex,(f). Dann
sind die vy; (mit 7 € {1,2,...,m} und i € {1,2,...,n;}) linear unabhdngig.
Insbesondere gilt

dim By, (f) + dim By, (f) + ... + dim By, (f) < dim V.

Ist V' endlich-dimensional, dann kann f also hochstens dim V' Eigenwerte haben.
Genauer gilt, dass die Summe der geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte
hochstens dim V' sein kann.

Beweis. Sei
m Ny
E E Oéjﬂ}ji =0
=1 i=1

mit Qj; € K. Sei vj = 221 QjiVj; € E)\j(f), dann gllt v+uv+...+v, =0.

Aus Satz 15.6 folgt dann v; = v, = ... = v,,, = 0, denn eventuell vorkommende
Vektoren # 0 miissten linear unabhéngig sein und koénnten sich also nicht zum
Nullvektor addieren. Da (v;1,vj2,...,V;n,) linear unabhéngig ist, folgt dann aus

v; =0 auch aj; =0 fir alle i € {1,2,...,n;}. Da das fir jedes j € {1,2,...,m}
gilt, sind alle a;; = 0. Das zeigt die lineare Unabhéngigkeit.

Im Fall, dass dim Ey,(f) = oo ist fiir ein j, folgt die letzte Aussage daraus, dass
E,(f) ein Untervektorraum von V' ist, woraus sich dim V' = oo ergibt. Anderen-

falls kénnen wir fiir jedes j das Tupel (vj1,vj2,...,vjn,) als eine Basis von Ej, (f)
wihlen. Wegen der linearen Unabhéingigkeit der vj; gilt dann

dimV > #{v;; | j € {1,2,...,m},i € {1,2,...,n;}}
=ni+ng+...4+ Ny

Wie kénnen wir die Eigenwerte (und dann die Eigenrdume) finden? Dazu wihlen
wir eine Basis und bestimmen die Matrix A von f beziiglich dieser Basis. Wir
iibertragen die Begriffe Eigenwert usw. auf Matrizen.
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15.8. Definition. Seien K ein Korper, n € N und A € Mat(n, K). Sei A € K.
Dann heifit A ein Figenwert von A, wenn es einen Spaltenvektor 0 # x € K™ gibt
mit Az = Az. In diesem Fall heifit & ein Figenvektor von A zum Eigenwert \.
Der Untervektorraum

E\(A) ={z € K" | Az = Az} = ker(\],, — A)
heifit der A-Eigenraum von A oder der Eigenraum von A zum Eigenwert \; seine
Dimension heifit die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A von A. &
Die Eigenwerte von A und ihre geometrischen Vielfachheiten entsprechen dann
denen von f.

Der Schliissel zur Bestimmung der Eigenwerte ist folgende einfache Beobachtung.

15.9. Lemma. Seien K ein Korper, A € K, n € N und A € Mat(n, K). \ ist
genau dann ein Eigenwert von A, wenn det(\I,, — A) = 0 ist. Die geometrische

Vielfachheit des Eigenwerts X ist dimker(A\l, — A) =n —rk(A,, — A).

Beweis. Wir haben folgende Kette von Aquivalenzen:
A ist Eigenwert von A <= E,(A) # {0}
< ker(Al, — A) # {0}
< det(A, —A) =0

Die letzte Aussage folgt aus der Definition der geometrischen Vielfachheit und
dem Rangsatz 10.17. a

15.10. Beispiel. Wir betrachten

0 1
A= (1 0) € Mat(2,R).

(Das ist die Matrix zu f: (z,y) — (y,x) wie in Beispiel 15.5 (2).) Dann ist fir
AER

det(A\[; — A) = '_Al ;\1‘ =M -1=A-1DA+1).
Das verschwindet genau fiir A = 1 und A = —1, also sind das die Eigenwerte von A.

Wir kénnen Basen der Eigenrdume F)(A) mit dem Zeilenstufenform-Algorithmus,
angewandt auf AIs — A, berechnen. Fiir A = 1 haben wir

B (1 =1\ 1 (1 —1Y\
s nan ()0 (13-

das liefert die (einelementige) Basis ((1,1)) von Ej(A). Fiir A = —1 sieht es wie
folgt aus:

- . —1 =1\ (-1 1 1 I (1) (1 1 )
Ap=A=—l-A= (-1 —1> — (—1 —1) (o 0) ’

die Basis ist ((—1,1)). &

An diesem Beispiel sieht man, dass die Determinante, deren Verschwinden anzeigt,
dass )\ ein Eigenwert ist, ein Polynom in A (mit Koeffizienten in K') ist. Wir miissen
daher etwas ausholen und ein wenig iiber Polynome sprechen.

DEF
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Exkurs: Polynome.

15.11. Definition. Sei K ein Korper. Ein Polynom in der Variablen (oder Un-
bestimmten) X iiber K ist ein Ausdruck der Form

p=a, X"+ a1 X" P+ ... +a X+ a

mit n € N und ag,a1,...,a, € K. a; heiit der j-te Koeffizient von p oder der
Koeffizient von X7 in p. Wir setzen a; = 0 fiir j > n. Ist a,, # 0, dann hat das
Polynom Grad n: deg(p) = n (englisch ,degree*). In diesem Fall heifit a, der
Leitkoeffizient von p. Ist a,, = 1, dann heifit p normiert. Sind alle a; = 0, dann ist
p das Nullpolynom; sein Grad ist definiert als deg(0) = —oo. Ist n = 0, dann heifit
p konstant (d.h., p = 0 oder deg(p) = 0). Wir schreiben K[X] fiir die Menge der
Polynome in X iiber K.

Sei ¢ =0, X"+ ...+ b X + by ein weiteres Polynom. Die Polynome p und ¢ sind
genau dann gleich, p = ¢, wenn ihre Koeffizienten iibereinstimmen: a; = b; fiir alle
J € N (mit der Konvention a; = 0 fiir j > n und b; = 0 fiir j > m). Die Summe
von p und ¢ ist

max{m,n}

pra= Y (a+b)X7;
=0
es gilt deg(p + ¢) < max{deg(p), deg(q)}. Das Produkt von p und q ist
m+n
p-q= < > aibj>Xk;
k=0 ij: i+j=k
es gilt deg(pq) = deg(p) + deg(q). Wir identifizieren K mit der Teilmenge der
konstanten Polynome: K C K[X]. Die Menge K[X| wird mit der eben definierten
Addition und Multiplikation ein kommutativer Ring; er heifit der Polynomring
in X iiber K. Die Einschriankung der Multiplikation auf K x K[X] macht K[X] zu
einem unendlich-dimensionalen K-Vektorraum mit Basis (1, X, X% X3,...). &

Wenn es Sie stort, dass in der Definition von einem ,, Ausdruck der Form ... “ gesprochen
wird, ohne dass gesagt wird, was das eigentlich ,,ist, dann lesen Sie hier weiter.

Formal kann man die Definition auf stabile Fiifle stellen, indem man setzt
K[X] = {(ap)nen € KN |IN € NV¥n > N: a, = 0}.
Das sind also die endlichen Folgen von Elementen von K, in dem Sinne, dass alle bis
auf endlich viele Folgenglieder null sind. Man setzt weiter X = (0, 1,0,0,0,...) € K[X]
und definiert die Abbildung i: K — K[X], a — (a,0,0,0,...). Die Addition in K[X]
wird komponentenweise definiert, die Multiplikation mit X durch
X - (a07 ai,ag, .. ) = (O,ao,al,ag, .. )
und die mit i(a) durch
i(a) - (ag,a1,asz,...) = (aag, aay, aasg, .. .).
Dann ist
(ag,a1,...,a,,0,0,0,...) =i(ag) +i(ay) X +i(a) X> + ... +i(a,) X",

und die Multiplikation damit wird so definiert, dass das Assoziativ- und das Distribu-
tivgesetz gelten. Mittels der Abbildung ¢ wird K mit seinem Bild in K[X] identifiziert;
man schreibt also einfach a statt i(a). Die Ringaxiome muss man dann noch nachpriifen.
Die K-Vektorraum-Struktur von K[X] ist einfach die als Untervektorraum von KN,

Das funktioniert auch dann noch, wenn man die Endlichkeitsbedingung in der Definition
weglésst. Man erhilt dann den Ring K [X] der formalen Potenzreihen in X iiber K. Fiir
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K =R oder C spielen diese Potenzreihen eine wichtige Rolle in der Analysis (bzw. Funk-
tionentheorie).

In Polynome kann man einsetzen:

15.12. Definition. Seien K ein Korper und p = a, X" + ...+ a; X + ap € K[X]
ein Polynom. Fiir A € K ist der Wert von p bei A gegeben durch

p(A) =a, A"+ ...+ A +ag.

A heifit eine Nullstelle von p, wenn p(A\) = 0 ist. Fiir p,q € K[X] und X € K gilt
dann (p+ ¢)(A) = p(A) + ¢(A) und (p- ¢)(A) = p(A) - ¢(A). %

Ein Polynom p € K[X] fiihrt also zu einer Polynomfunktion K — K, A — p()\).
Die Abbildung K[X] — Abb(K, K), die einem Polynom die zugehorige Polynom-
funktion zuordnet, ist injektiv, wenn der Korper K unendlich ist. Das ergibt sich
aus dem folgenden Satz.

15.13. Satz. Seien K ein Korper, n € N und x1,2o,...,x, € K paarweise ver-
schieden. Seien weiter y1,vs,...,y, € K. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes
Polynom p € K[X| mit deg(p) < n, sodass p(x;) = y; ist fir alle j € {1,2,...,n}.

Beweis. Diese Aussage ist die Verallgemeinerung des Resultats von Beispiel 10.15
von R auf beliebige Korper. Der Beweis geht genauso wie dort. a

15.14. Folgerung. Fin Polynom p € K[X]| mit deg(p) = n € N kann nicht mehr
als n Nullstellen in K haben.

Beweis. Angenommen, p hat n 4+ 1 Nullstellen xy,xs, ..., 2,1 € K. Dann muss p
das eindeutig bestimmte Polynom von Grad < n + 1 sein, dass p(a;) = 0 erfiillt
fir alle j € {1,2,...,n + 1}. Das Nullpolynom hat diese Eigenschaft, also muss
p = 0 sein. Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung deg(p) = n. Q

15.15. Folgerung. Hat der Korper K unendlich viele Elemente, dann ist die Ab-
bildung K[X]| — Abb(K, K), die einem Polynom die zugehirige Polynomfunktion
zuordnet, injektiv.

Ein Polynom p € K[X] ist dann also durch seine Werte p()\) fiir A € K eindeutig
bestimmt. Wir kénnen also zum Beispiel den Vektorraum P der Polynomfunktio-
nen mit R[X] identifizieren.

Beweis. Wir schreiben @ fiir die Abbildung K[X] — Abb(K, K). ® ist linear,
also geniigt es zu zeigen, dass ker(®) = {0} ist. Sei also p € ker(®). Dann ist
p(A) = 0 fir alle A € K, also hat (da K unendlich ist) das Polynom p unendlich
viele Nullstellen in K. Nach Folgerung 15.14 muss p das Nullpolynom sein. a

Fiir endliche Korper K ist die Aussage falsch: Ist #K = ¢ < oo, dann ist
dimg Abb(K, K) = ¢, denn eine Abbildung f: K — K ist durch die ¢ Werte
f(a) fiir a € K eindeutig bestimmt. Auf der anderen Seite ist dimx K[X] = oo,
und damit kann es keine injektive lineare Abbildung K[X] — Abb(K, K) geben.

Der Kern von ® besteht in diesem Fall aus allen Polynomen, die alle Elemente von K
als Nullstellen haben. Man kann zeigen, dass

[[x-a=x7-X
acK



§15. Eigenwerte und Eigenvektoren 121

ist; der Kern besteht demnach genau aus den Vielfachen von X% — X.

So wie man ganze Zahlen mit Rest durcheinander dividieren kann, gibt es auch
fiir Polynome eine Division mit Rest (,,Polynomdivision®).

15.16. Satz. Sei K ein Korper und seien f,g € K[X] mit g normiert. Dann SATZ
gibt es eindeutig bestimmte Polynome q (,Quotient) und r (,Rest”) in K[X]| mit Polynom-

f=qg+r und deg(r) < deg(g).

Beweis. Wir beweisen zunédchst die Existenz. Sei deg(g) = m, also
G=X" 4 by X" 0 X by

Wir betrachten ¢ als fest und fithren den Beweis durch Induktion {iber deg(f).
Ist deg(f) < m, dann erfiillen ¢ = 0 und » = f die Bedingungen. Wir kénnen
also annehmen, dass n = deg(f) > m ist; die Existenzaussage sei fiir deg(f) < n
bereits bewiesen. Es ist f = a, X" + a,_1 X" ' + ... + ag, also ist

f =f-a,X""g=(an1— (lnbm_1)Xn_1 + ...

der Grad von f ist damit kleiner als n. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
g, € K[X] mit f = gg+r und deg(r) < m. Wir setzen ¢ = a, X" ™ + ¢; dann ist

f=a, X""g+ f=a,X"""g+Gdg+r=qg+r
wie gewiinscht.

Zur Eindeutigkeit: Seien ¢, o, 71,72 € K[X] mit f = ¢19 + 11 = ¢a2g + 72 und
deg(r1), deg(re) < deg(g). Es folgt

(Q1—Q2)g:7"2—7”1~

Die rechte Seite hat Grad < deg(g). Wire ¢; # g2, dann hétte die linke Seite Grad
deg(q1 — q2) +deg(g) > deg(g), ein Widerspruch. Also ist ¢; = g2 und damit auch
1 = To. a

Der Beweis iibersetzt sich direkt in den iiblichen Algorithmus zur Polynomdivision:
Man subtrahiert geeignete Vielfache von ¢ solange von f, bis man ein Polynom
zuriickbehilt, dessen Grad kleiner als der von g ist.

15.17. Folgerung. Seien K ein Korper, p € K[X| und A € K. Wir schreiben
p=q- (X—=N+r

wie in Satz 15.16. Dann ist r = p(\) konstant. Insbesondere ist A genau dann eine
Nullstelle von p, wenn r = 0 1ist.

Beweis. 1 ist konstant, da deg(r) < 1 = deg(X — A) ist. AuBerdem gilt
pA) =g AN =) +r=r. Q
Ist A eine Nullstelle von p, dann ist demnach p = (X — A) - ¢ mit einem Polynom

q € K[X]. Ist A auch eine Nullstelle von ¢, dann ist p = (X — A)?- ¢ und so fort.
Das fiithrt zu folgender Definition.

division

FOLG
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15.18. Definition. Seien K ein Kérper, 0 # p € K[X] ein Polynom und A € K.
Die Vielfachheit der Nullstelle A von p ist die gréfite Zahl n € N, sodass man p
in der Form p = (X — A\)" - ¢ schreiben kann mit einem Polynom ¢ € K[X]. In
diesem Fall ist g(\) # 0. &

A ist also genau dann eine Nullstelle, wenn die Vielfachheit von A\ als Nullstelle
positiv ist.

15.19. Beispiele. Wir betrachten K = R. Fiir p = X? — X2 — X +1 € R[X] gilt
p=(X-1*X+1),
also hat p die Nullstellen 1 (mit Vielfachheit 2: eine ,doppelte* Nullstelle) und —1
(mit Vielfachheit 1: eine ,einfache“ Nullstelle).
Fiir g = X2 + X% + X + 1 € R[X] gilt dagegen
g=X+1)(X*+1),
also hat ¢ nur die (einfache) Nullstelle —1 in R, denn der zweite Faktor X2 + 1

nimmt nur positive Werte an und hat daher keine reelle Nullstelle. Wenn wir ¢
aber als Polynom in C[X| betrachten, dann haben wir

g=X+DX+)(X —1);
q hat also die drei komplexen (einfachen) Nullstellen —1, ¢ und —3. &

15.20. Beispiel. Wie kann man die Nullstellen eines Polynoms p finden? Das
ist einfach im Fall deg(p) = 1, und im Fall deg(p) = 2 kann man die Losungs-
formel fiir quadratische Gleichungen verwenden. Fiir allgemeine Polynome ist die
Bestimmung der Nullstellen allerdings ein schwieriges Problem. In einfach gela-
gerten Fillen (wie iiblicherweise etwa bei Klausuraufgaben) kann man hiufig eine
Nullstelle o durch Probieren erraten. Dann kann man p durch X — « teilen, um
ein Polynom kleineren Grades zu erhalten, mit dem man dann weitermacht.

Als Beispiel betrachten wir
p=X"+X3-6X?-2X +4cR[X].

Wir probieren, ob 0, 1, —1 Nullstellen sind, und finden p(—1) = 0. Division von p
durch X + 1 ergibt

p=(X+1)(X>—6X +4),
und wir miissen noch die Nullstellen von p; = X3 — 6X + 4 finden. Weiteres
Probieren liefert die Nullstelle 2. Division von p; durch X — 2 ergibt

p1= (X —2)(X?+2X —2).

Auf den verbleibenden Faktor konnen wir jetzt die Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen anwenden; sie liefert die weiteren Nullstellen

2EV2-4 () _ |, s a
5 .

Zuriick zu Eigenwerten und Eigenrdumen. Wir haben gesehen, dass der Ausdruck

det(A, — A)
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dariiber entscheidet, ob A ein Eigenwert von A ist oder nicht. Ist A = (a;;), dann
hat diese Determinante die folgende Form:

A —ag —a12 —ai3 ce —Q1n
—a21 A — ag —Q23 ce —Q2n
—as31 —as32 A—azg - —Q3n
—Qnp1 —Qap2 —Qap3 e )\ — Qpp

Wenn wir das in die Leibniz-Formel einsetzen, dann bekommen wir
(A —an)(A—ag) - (A= ap,) + Terme mit < n — 2 Faktoren A — a;;
=\" - (CLH + ..+ ann))\"*l + ...+ (_1)n det(A) .

Das hat die Form p(\) mit einem normierten Polynom p € K[X| vom Grad n.

15.21. Definition. Seien K ein Korper, n € Nund A € Mat(n, K). Das Polynom DEF
xa = det(X1I, — A) € K[X] heiit das charakteristische Polynom von A. ¢ Charakte-

ristisches
Die Leibniz-Formel zeigt, dass man die Determinante allgemeiner fiir Matrizen mit  polynom

Eintréagen in einem kommutativen Ring R definieren kann; die Determinante ist
dann ebenfalls ein Element von R. Die Multiplikativitdt und die Symmetrie der
Determinante gelten auch in diesem erweiterten Kontext. In der obigen Definition
wenden wir das fiir den Ring K[X] und die Matrix X1, — A € Mat(n, K[X]) an.

In der Literatur findet man auch hiufig die Definition det(A — X I,,) fiir das charakteri-
stische Polynom von A. Diese Definition unterscheidet sich von der hier gegebenen nur
durch einen Faktor (—1)". Das &ndert nichts an den Nullstellen, sodass es fiir den Zweck
der Eigenwert-Berechnung oder fiir die Definition der algebraischen Vielfachheit (sieche
unten) keinen Unterschied macht. Der Nachteil der anderen Variante ist aus meiner Sicht,
dass das Polynom fiir ungerades n dann nicht normiert ist (sondern Leitkoeffizient —1
hat).

Wir haben gesehen, dass die Eigenwerte von A genau die Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms von A sind.

15.22. Beispiel. Was sind die Eigenwerte der Matrix BSP
10 0 Eigenwerte
A=1[1 1 1| € Mat(3,R)?
1 2 3
Wir bestimmen das charakteristische Polynom:
X -1 0 0
det(XI3—A)=| -1 X-1 -1
-1 -2 X-3
X-1 -1
:<X_1>‘ 2 X—3‘

=X-D(X-1)(X-3)—-1-2)
= (X —1)(X?—4X +1)

Ein Eigenwert ist \; = 1, die anderen beiden finden wir mit Hilfe der Losungsfor-
mel fiir quadratische Gleichungen:

M=2+vV3 und N3=2-3. &
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Wir kénnen die Definitionen von Determinante und charakteristischem Polynom
auch auf Endomorphismen {ibertragen.

15.23. Definition. Seien K ein Korper, V' ein endlich-dimensionaler K-Vektor-
raum und f € End(V). Sei B eine beliebige Basis von V' und sei A = Matp g(f).
Dann ist die Determinante von f definiert als det(f) = det(A) und das charakte-
ristische Polynom Xy von f ist das charakteristische Polynom von A. &

Die Definition ist sinnvoll, weil sie nicht von der Wahl der Basis B abhéngt: Ist
A" = Matp p(f) mit einer anderen Basis B’ von V, dann gibt es eine Matrix
P € GL(n, K) (mit n = dim V'), sodass A’ = PAP~! ist. Dann ist
det(A") = det(PAP™ ') = det(P) det(A) det(P')
= det(A) det(PP™!) = det(A) det([,,) = det(A).

Es ist auch P(X1I, — A)P~' = XPI,P~' — PAP™! = XI, — A, und die gleiche
Rechnung wie eben zeigt, dass A und A’ dasselbe charakteristische Polynom haben.

15.24. Definition. Seien K ein Korper, n € N; A € Mat(n, K) und A € K.
Die algebraische Vielfachheit von X als Eigenwert von A ist die Vielfachheit von A
als Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A. Entsprechend definieren wir
die algebraische Vielfachheit von A als Eigenwert eines Endomorphismus f eines
endlich-dimensionalen K-Vektorraums V. &

Wir haben jetzt also zwei Vielfachheiten von Eigenwerten definiert, die geometri-
sche und die algebraische. In welcher Beziehung stehen sie zueinander? Wir wissen
bisher Folgendes:

geom. Vielfachheit > 0 <= Eigenwert <= alg. Vielfachheit > 0

Miissen die beiden Vielfachheiten immer gleich sein?

a
A=
Das charakteristische Polynom von A ist (X — «)?, also hat a die algebraische

Vielfachheit 2. Auf der anderen Seite ist E,(A) = ((1,0)) (denn rk(aly — A) = 1),
also hat « die geometrische Vielfachheit 1. &

15.25. Beispiel. Sei

1) € Mat(2, K) .
«

Die Vielfachheiten konnen also verschieden sein. Eine Beziehung gilt jedoch.

15.26. Satz. Seien K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum,
f € End(V) und X\ € K. Dann ist die geometrische Vielfachheit von X\ als Eigen-
wert von [ nicht grofler als seine algebraische Vielfachheit.

Die analoge Aussage gilt dann natiirlich auch fir Matrizen A € Mat(n, K).

Beweis. Sei m = dim E)\(f) die geometrische Vielfachheit, sei n = dim V' und
sei (by,bg,...,by) eine Basis von E,(f). Wir konnen diese Basis zu einer Basis
B = (b1,bs,...,b,) von V erweitern. Dann ist

M, D
AZM&tB,B(f):(O_ C)
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mit Matrizen D € Mat(m x (n — m),K) und C € Mat(n — m, K), denn fiir
Jj€{1,2,...,m} ist f(b;) = Ab;; in der j-ten Spalte von A kommt also das A-
fache des j-ten Standard-Basisvektors zu stehen. Das charakteristische Polynom
von f ist dann

X - N1, \ -D
On—m,m ‘ XIn—m - C
Dabei haben wir die Determinante m-mal jeweils nach der ersten Spalte entwickelt.

Das zeigt, dass die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms mindestens m ist. u

det(X1, — A) = det ( ( ) = (X = N)"det(X I, — C).

Man kann die obige Formel auf allgemeinere Blockmatrizen ausdehnen (Beweis als
Ubung): Sind A € Mat(m, K), B € Mat(m x n, K) und C' € Mat(n, K), dann ist

A |B
det < Orm | C > = det(A) det(C) .
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16. DIAGONALISIERBARKEIT UND DER SATZ VON CAYLEY-HAMILTON

Wir haben in Folgerung 15.7 gesehen, dass die Summe der geometrischen Viel-
fachheiten der Eigenwerte eines Endomorphismus f eines n-dimensionalen Vektor-
raums (oder einer n x n-Matrix) hochstens n ist. Das macht den Fall interessant,
in dem diese Schranke erreicht wird. Wir formulieren zunéchst eine Definition und
werden dann sehen, was sie mit dieser Frage zu tun hat.

16.1. Definition. Seien K ein Kérper, n € N. Eine Matrix A = (a;;) € Mat(n, K)
ist eine Diagonalmatriz oder diagonal, wenn a;; = 0 ist fiir alle 4,5 € {1,2,...,n}
mit ¢ # j. Ist a; = d; fiir i € {1,2,...,n}, dann schreiben wir diag(dy, ds, . .. ,d,)
fiir A:

d 0 0

. 0 dy - 0

diag(dy, ... d) = | . | o
0 0 d,

16.2. Lemma. Seien K ein Korper,n € N, V ein n-dimensionaler K -Vektorraum
und f € End(V). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) V hat eine Basis B, die aus Eigenvektoren von f besteht.
(2) Die Summe der geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von f ist n.

(3) Sei A = Matp p(f) die Matriz von f beziiglich einer beliebigen Basis B’
von V. Dann ist A dhnlich zu einer Diagonalmatrix.

Bewezs.

»(1) = (2)“: Seien Ay, Ag, ..., Ay € K die (paarweise verschiedenen) Eigenwerte
von f, sei n; = dim Ej,(f) die geometrische Vielfachheit von \; und sei m; die
Anzahl der Basisvektoren in B, die Eigenvektoren zum Eigenwert \; sind. Dann
haben wir jeweils m; linear unabhéngige Vektoren in Ej (f), also ist m; < nj.
Auf der anderen Seite ist
n=#B=mi+me+...+mp<ni+no+...+n,<n,
also haben wir Gleichheit; insbesondere ist nq +ns + ... +n, = n.
»(2) = (1)“: Wir behalten die Bezeichnungen bei. Sei B; eine Basis von E),(f).
Nach Folgerung 15.7 bilden die B; zusammen eine linear unabhéngige Familie B
in V. Wegen
#B=#B1+#Bo+ ... +#By=n1+ny+ ... +np=n=dimV
ist B dann eine Basis von V| die nach Konstruktion aus Eigenvektoren von f
besteht.
,(1) = (3)“: Sei B = (b1,b2,...,b,) und sei o, der Eigenwert von f, sodass
f(bj) = Oéjbj. Dann ist
Matp g(f) = diag(aq, as, ..., o)
eine Diagonalmatrix, und nach Satz 15.1 ist A zu ihr dhnlich.
»(3) = (1)“: Ist A dhnlich zu D = diag(ay, e, . . ., a;), dann gibt es nach Satz 15.1

eine Basis B = (b1, bs,...,b,) von V, sodass D = Matg p(f) ist. Daran liest man
ab, dass f(b;) = a;b; ist (und b; # 0), also besteht B aus Eigenvektoren von f. QO
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16.3. Definition. Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K- DEF
Vektorraums V. Dann heifit f diagonalisierbar, wenn V eine Basis hat, die aus diagonali-
Eigenvektoren von f besteht. sierbar

Eine Matrix A € Mat(n, K) heiBt diagonalisierbar, wenn sie zu einer Diagonal-

matrix dhnlich ist, wenn es also eine Diagonalmatrix D € Mat(n, K) und eine
invertierbare Matrix P € GL(n, K) gibt mit PAP~! = D. &

Aus dem Lemma ergibt sich, dass ein Endomorphismus genau dann diagonalisier-
bar ist, wenn die zugeordnete Matrix (beziiglich irgendeiner Basis) diagonalisierbar
ist.

Aus dem Beweis ergibt sich auch, dass die Eintrage auf der Diagonalen der Dia-
gonalmatrix gerade die Eigenwerte sind; sie kommen so oft vor, wie es ihrer geo-
metrischen Vielfachheit entspricht.

Da die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts hochstens so grof§ ist wie seine
algebraische Vielfachheit, ist eine notwendige Bedingung fiir die Diagonalisierbar-
keit, dass die Summe der algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte n ist. Das
ist eine Eigenschaft des charakteristischen Polynoms.

16.4. Definition. Seien K ein Korper und p € K[X] ein normiertes Polynom DEF

vom Grad n. Wir sagen, p zerfdillt in Linearfaktoren iiber K, wenn es aq, a, . . ., o, € Zerlegung
K gibt, sodass in Linear-
n faktoren
p=][(X ) = (X —a)(X —as)--- (X — )
j=1
ist. &

Das bedeutet also, dass die Summe der Vielfachheiten der Nullstellen von p in K
gleich dem Grad n von p ist.

16.5. Folgerung. Seien K ein Korper und [ ein Endomorphismus eines endlich- FOLG
dimensionalen K -Vektorraums V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent: Charakteri-
sierung von
Diagonali-
(2) Das charakteristische Polynom von f zerfdllt in Linearfaktoren iber K und sierbarkeit
fiir jeden Eigenwert von f stimmt die geometrische mit der algebraischen
Vielfachheit tiberein.

(1) f ist diagonalisierbar.

Insbesondere gilt: Hat f genau n = dim V' wverschiedene Figenwerte, dann ist f
diagonalisierbar.

Wichtig: Die Umkehrung des letzten Satzes gilt nicht. Zum Beispiel sind die Ein-
heitsmatrix oder die Nullmatrix diagonalisierbar (weil schon diagonal), sie haben |
aber jeweils nur einen Eigenwert (némlich 1 bzw. 0).

Beweis. Seien A1, Mg, ..., Ay € K die verschiedenen Eigenwerte von f und seien
n; bzw. m; ihre geometrischen bzw. algebraischen Vielfachheiten. Sei n = dim V.
Dann gilt wegen n; < m; (Satz 15.26) und my +mg + ... + my < deg(xy) = n:
f diagonalisierbar <= n; +ns+...+np =n

= mp+me+...+mp=n und Vj:m;=mn;

<= Xy zerfillt in Linearfaktoren iiber K und Vj: m; = n;.
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Hat f n verschiedene Eigenwerte, dann ist & = n und m; = 1. Dann muss auch
die geometrische Vielfachheit n; = 1 sein, also ist ny +ny + ... +n; = n. a

16.6. Beispiel. Die Matrix aus Beispiel 15.22 ist diagonalisierbar, weil sie die
drei verschiedenen Eigenwerte 1, 2 + V3 und 2 — /3 hat. &

16.7. Beispiel. Eine Matrix muss nicht diagonalisierbar sein, wenn ihr charakte-
ristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Das hatten wir (siehe Beispiel 15.25)
an Hand der Matrix
a 1
(6 )

gesehen, deren charakteristisches Polynom (X — «)? in Linearfaktoren zerfillt,
fir die aber die geometrische Vielfachheit von « (nédmlich 1) kleiner ist als die
algebraische Vielfachheit (ndmlich 2). &

Die Gleichheit der geometrischen und algebraischen Vielfachheit ist also eine we-
sentliche Bedingung. Die Bedingung, dass das charakteristische Polynom in Line-
arfaktoren zerfillt, konnen wir hingegen erfiillen, wenn unser Korper ,,grofl genug*
ist. Wir erinnern uns daran (Satz 4.4), dass der Korper C der komplexen Zahlen
algebraisch abgeschlossen ist. Das bedeutet, dass jedes nicht-konstante Polynom
p € C[X] eine Nullstelle in C hat. Daraus folgt, dass jedes normierte Polynom
itber C in Linearfaktoren zerfallt:

16.8. Folgerung. Sei p € C[X] normiert. Dann zerfillt p in Linearfaktoren
tber C.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber den Grad von p. Im Fall
deg(p) = 0 ist p = 1 und damit gleich dem leeren Produkt (anders ausgedriickt,
p hat genau deg(p) = 0 Nullstellen in C), also zerféllt p trivialerweise in Linear-
faktoren. Die Aussage gelte fiir Polynome vom Grad n, und p habe Grad n + 1.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra 4.4 hat p eine Nullstelle a; € C. Dann
ist p = (X — ay)g mit g € C[X] normiert und deg(q) = n. Nach der Induktions-
voraussetzung zerféllt ¢ in Linearfaktoren:

¢=(X—a)(X —ag) (X —an),
also gilt das auch fiir p:
p=(X —a)g= (X —a)(X = as) (X = ans). Q

Fiir den Beweis haben wir nur verwendet, dass C algebraisch abgeschlossen ist; die
Aussage gilt also entsprechend fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Korper. Aufer-
dem kann man ganz allgemein zeigen, dass es zu jedem Koérper K einen algebraisch
abgeschlossenen Korper K gibt, der K als Teilkorper enthilt (also sodass die Addition
und Multiplikation in K die Einschrinkungen derjenigen von K sind). Durch Ubergang
von K zu K kann man dann also immer erreichen, dass das charakteristische Polynom
einer Matrix (oder eines Endomorphismus) in Linearfaktoren zerféllt. Die Bedingung
an die Gleichheit der geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte ist
also die eigentlich entscheidende fiir die Diagonalisierbarkeit.

Wir erinnern uns daran, dass das charakteristische Polynom x 4 einer Matrix A =
(a;;) € Mat(n, K) die Form

xa=X"—(ay +ag+ ...+ a,) X"+ + (=1)"det(A)
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hat; der Koeffizient von X° ergibt sich dabei aus
xa(0) =det(0-1, — A) =det(—A) = (—1)" det(A) .
Wenn y 4 in Linearfaktoren zerfillt:
Xa= (X =A)(X = Ag)- (X = An)
= X"~ (A Fdo . FA)X T (D" A A Ay

dann sehen wir durch Vergleich der beiden Darstellungen von x 4, dass wir Summe
und Produkt der Eigenwerte einfach von der Matrix ablesen kénnen. Bevor wir
das als Lemma formulieren, ist hier noch eine Definition:

16.9. Definition. Seien K ein Korper, n € N und A = (a;;) € Mat(n, K). Die DEF
Spur von A ist Spur einer
n Matrix
TI'(A) = Zaii =a1] +as + ...+ Qpy -
i=1

(, Tr von englisch trace.) O

16.10. Lemma. Seien K ein Korper, n € N und A € Mat(n, K). Das charakteri- LEMMA
stische Polynom von A zerfalle in Linearfaktoren. Dann ist Tr(A) die Summe und Spur und
det(A) das Produkt der Eigenwerte von A, jeweils entsprechend ihrer algebraischen Determinante
Vielfachheit gezahlt. durch
Eigenwerte

Da die charakteristischen Polynome &hnlicher Matrizen gleich sind, folgt
Tr(PAP™Y) = Tr(A).

Die Spur erfiillt aber sogar noch eine etwas stérkere Aussage.

16.11. Satz. Die Spur ist eine K-lineare Abbildung Mat(n, K) — K. Fir alle SATZ
A € Mat(n, K) gilt Tr(A") = Tr(A). Eigensch.

Sind A € Mat(m x n, K) und B € Mat(n x m, K), dann gilt der Spur
Tr(AB) = Tr(BA).

Man beachte, dass AB eine m x m-Matrix und BA eine n X n-Matrix ist.

Beweis. Die erste Aussage ist klar (die Spur ist eine Linearkombination der Matrix-
Eintrige), die zweite ebenfalls, da AT und A dieselben Diagonaleintrige haben.

I e R

Diagonaleintrag in der i-ten Zeile und Spalte von C' = AB ist
Cii :Zaijbﬁ- (2 S {1,2,,m})
j=1
und der Diagonaleintrag in der j-ten Zeile und Spalte von C' = BA ist

¢ :ijiaij (7 e{L,2,....n}).
i=1
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Es folgt
Tr(AB) = TI‘(C) = ZCZ‘Z' = Z aijbji
1=1 =1 j=1
= Z Z bjiaij = Z C;-j = TI‘(C/) = Tr(BA) . 4
j=1 i=1 j=1

Die Gleichung Tr(A) = Tr(PAP™!) folgt daraus:
Tr(PAP™') = Tr(P(AP™Y)) = Tr((AP7')P) = Tr(A(P~'P)) = Tr(A).

Analog zu Definition 15.23 kénnen wir daher auch die Spur eines Endomorphismus
definieren.

16.12. Definition. Seien K ein Korper, V' ein endlich-dimensionaler K-Vektor-
raum und f € End(V). Seien B eine beliebige Basis von V und A = Matp 5(f).
Dann ist die Spur von f definiert als Tr(f) = Tr(A). &

Die Aussage, dass Spur und Determinante die Summe und das Produkt der Eigen-
werte sind (mit algebraischer Vielfachheit gezihlt), gilt dann entsprechend auch
fiir Endomorphismen.

Nun wollen wir uns noch iiberlegen, wie man, wenn die Matrix A € Mat(n, K)
diagonalisierbar ist, eine Matrix P € GL(n, K) findet, die A diagonalisiert, also
sodass PAP~! = D eine Diagonalmatrix ist.

16.13. Lemma. Seien K ein Korper, n € N und A € Mat(n, K) eine diago-
nalisierbare Matrixz. Sei (by, by, ..., b,) eine Basis von K", die aus Figenvekto-
ren von A besteht, mit Ab; = \;b; (wir betrachten b; als Spaltenvektor). Sei
Q € GL(n, K) die Matriz, deren j-te Spalte b; ist fir j € {1,2,...,n}. Dann ist

QTAQ = diag(A\i, Az, ..., An)
eine Diagonalmatrix.

Man kann dann also P = Q! nehmen.

Beweis. Sei e; der j-te Standard-Basisvektor von K™ als Spaltenvektor. Dann gilt
Qe; = b; und damit auch Q~'b; = e;. Es folgt
Q 'AQe; = Q7'Ab; = \;Q b, = Ne .
Das zeigt, dass die j-te Spalte von Q 'AQ gerade );e; ist, also ist
Q1AQ = diag(A\i, Moy ..., A\n) Q

16.14. Beispiel. Sei A = ({}) € Mat(2,R). Dann hat A die beiden Eigenwerte
1 und —1 und ist daher diagonalisierbar. Wir hatten in Beispiel 15.10 Basen der
beiden Eigenrdume gefunden:

B = (1)) wa et = (7).

Eine geeignete Matrix @ ist demnach @ = (7 7'); mit P = Q' = 3 (4 1) ist
dann PAP™' = (}9). &

Wir haben gesehen, dass man Elemente des Grundkorpers in ein Polynom einset-
zen kann (Definition 15.12). Man kann aber auch allgemeinere Objekte in Polyno-
me einsetzen, zum Beispiel Matrizen oder Endomorphismen.
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16.15. Definition. Sei K ein Korper, sei n € N und seien p € K[X] ein Poly-
nom und A € Mat(n, K). Wie iiblich setzen wir A® = I,, (das Einselement des
Matrizenrings Mat(n, K)) und A*™1 = A - A* fiir k € N. Ist

p=ag+aX+aX*+.. . +a, X",

dann definieren wir

p(A) = ZajAj =agl, + a1 A+ aA* + ...+ a, A™ € Mat(n, K).
=0

Ist V ein K-Vektorraum und f ein Endomorphismus von V, dann setzen wir analog
0 =idy und fo*+D = f o f°F und definieren

p(f) =3 a;f% = apidy +arf +aof? + ...+ an " €End(V). O

J=0

(Die Schreibweise f°* anstatt von f* verwenden wir, um Verwechslungen mit der
punktweise definierten Potenz von (z.B.) reellen Funktionen zu vermeiden.)

Dann ist Folgendes klar: Ist A die Matrix von f beziiglich einer Basis B von V,
dann ist p(A) die Matrix von p(f) beziiglich B.

Wir notieren noch, dass die Abbildungen K[X] — Mat(n, K), p — p(A), und
K[X]+— End(V), p— p(f), schone Eigenschaften haben.

16.16. Lemma. In der Situation von Definition 16.15 gilt fiir p,q € K[X]:
(P +a)(A) =p(A) +q(A) und (p-q)(A) =p(A)-q(A)

bzw.

(p+a)(f) =p(f)+q(f) und (p-q)(f)=p(f)oaql(f).

Auferdem ist 1(A) = I,, und 1(f) = idy, wobei 1 das konstante Polynom 1 be-
zeichnet.

Beweis. Das folgt aus den Rechenregeln fiir Matrizen bzw. Endomorphismen (also
daraus, dass Mat(n, K) und End(V) Ringe sind), zusammen mit

A = (M)A = AAL) und Af = (Aidy) o f = fo (Aidy). |

Sind R und R’ zwei Ringe, dann heifit eine Abbildung ¢: R — R’ ein Ringhomomor-
phismus, wenn ¢(1g) = 1g ist und fiir alle 71,79 € R gilt ¢(r1 +12) = ¢(r1) + ¢(r2) und
d(rir2) = ¢(r1)e(r2) (d.h., ¢ bildet die Einselemente aufeinander ab und ist mit Additi-
on und Multiplikation vertréglich). Die Abbildungen K[X] — Mat(n, R), p — p(A), und
K[X] — End(V), p+— p(f), sind also Ringhomomorphismen. Weil sie dadurch gegeben
sind, dass man etwas in die Polynome einsetzt, heiflen sie auch Finsetzungshomomor-
phismen.

Mehr iiber Ringe im Allgemeinen und Polynomringe im Besonderen gibt es in der
,Einfiihrung in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen*.
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16.17. Beispiel. Seien A € Mat(n, K) und A € K, seien weiter v € F)(A) und
p € K[X]. Dann gilt
p(A)-v=pA)v :
Ist p=ag+ o X +aX?+ ...+ a,X™, dann rechnet man
p(A) v = (apl, + a1 A+ as A’ + ...+ a, A™) v

=agv+ a1 A-v+a A2 v+ ... +a,A™ v

= agU + G v + @ )20 + ... 4 ap\™

= (ag + a1\ + a4+ . A AU

=p(Av. )

Sei eine Matrix A € Mat(n, K) gegeben. Dann kann man sich fragen, ob es stets
ein Polynom p € K[X] gibt mit p(A) = 0 (und p # 0), bzw. was man iiber die
Menge solcher Polynome mit , Nullstelle* A aussagen kann.

Die erste Frage kann man leicht beantworten.

16.18. Lemma. Seien K ein Korper, n € N und A € Mat(n, K). Dann gibt es
ein normiertes Polynom p € K[X] mit deg(p) < n?, sodass p(A) = 0 ist.

Beweis. Der Beweis ist eine schone Anwendung grundlegender Resultate der Li-
nearen Algebra. Mat(n, K) ist ein K-Vektorraum der Dimension n?, also miissen
die n? + 1 Elemente A% A A2, ... A" € Mat(n, K) linear abhéngig sein. Es
gibt also Mg, A\1,..., A2 € K, nicht alle null, mit Z?io NA7 = 0. Wir setzen
m = max{j | A\; # 0}. Nach eventueller Multiplikation mit A,;! kénnen wir \,, =1
annehmen. Die Behauptung folgt dann mit p = ET:O N XY a

Man beachte, dass der Satz, dass ein Polynom vom Grad n hochstens n Nullstellen hat,
nicht fiir Matrizen gilt. Zum Beispiel gilt fiir jede Matrix A = (‘g b ) mit a? + bc = —1,

a
dass A% + I, = 0 ist. Alle diese Matrizen (und davon gibt es unendlich viele, wenn K

unendlich ist) sind also ,,Nullstellen® von X2 + 1.

Die zweite Frage kann man wie folgt beantworten:

16.19. Lemma. Seien K ein Kiorper, n € N und A € Mat(n, K). Sei
P(A) = {p € K[X]|p(A) = 0}.
Dann gilt:
(1) 0 € P(A).
(2) Aus p,q € P(A) folgt p+q € P(A).
(3) Aus p € P(A), q € K[X] folgt q-p € P(A).

Beweis. Die erste Aussage ist klar. Die beiden anderen sieht man so:

(p+a)(A) = p(A)+¢(A) =0+0=0 und (g-p)(A) = q(A)-p(A) = ¢(A)-0 = OEi

BSP
Av = v =
p(A)v=p(A)v
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Sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge I C R heifit ein Ideal von R, wenn I die
obigen Eigenschaften hat:

oel, rrel=r+recl, reRrcl=r"cl.

Ist ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus, dann zeigt derselbe Beweis wie oben, dass
sein Kern ker(¢) = {r € R | ¢(r) = 0} ein Ideal von R ist.

Die Tatsache, dass es im Polynomring eine ,,Division mit Rest* gibt, fithrt zu einer
einfachen Beschreibung von P(A).

16.20. Satz. Seien K ein Korper, n € N und A € Mat(n, K). Dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes normiertes Polynom my kleinsten Grades in P(A), und

P(A) ={q-ma|qe K[X]}

besteht genau aus den Vielfachen von my.

Beweis. Nach Lemma 16.18 gibt es normierte Polynome in P(A). Sei my4 ein sol-
ches mit minimalem Grad. Ist p ein weiteres normiertes Polynom in P(A) mit
deg(p) = deg(my), dann ist p — my € P(A) entweder das Nullpolynom (und
damit p = my) oder 0 < deg(p — ma) < deg(ma). Nach Division durch den
Leitkoeffizienten wiirde man dann ein normiertes Polynom in P(A) mit kleinerem
Grad als deg(m4) erhalten, im Widerspruch zur Wahl von my4. Also ist my4 ein-
deutig bestimmt. Wir sehen auch, dass deg(m,) = min{deg(p) | 0 # p € P(A)}
ist.

Nach Lemma 16.19 ist klar, dass {¢-ma | ¢ € K[X]} C P(A) ist. Sei umgekehrt
p € P(A). Dann gibt es ¢, € K[X] mit p = q-m4 + r und deg(r) < deg(ma4)
(Satz 15.16). Es folgt r = p — q-my € P(A), und wegen deg(r) < deg(m4) muss
(mit demselben Argument wie oben) r = 0 sein. Damit ist p = ¢ - m4, also hat
man auch die umgekehrte Inklusion. a

Derselbe Beweis zeigt, dass jedes Ideal I von K[X] die Form I = {p-a | p € K[X]} hat
mit einem geeigneten a € K[X] (a = 0 ist moglich, dann ist I = {0}). So ein Ideal, dessen
Elemente genau die Vielfachen eines Elements a sind, heifit ein Hauptideal, und ein Ring,
in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, ist ein Hauptidealring. Wir haben also gezeigt,
dass K[X] ein solcher Hauptidealring ist. Ein anderes Beispiel fiir einen Hauptidealring
ist der Ring Z der ganzen Zahlen. Der Beweis ist im Wesentlichen derselbe, nur dass
man Division mit Rest von ganzen Zahlen verwendet statt der Polynomdivision.

16.21. Definition. Das Polynom m,4 in Satz 16.20 heifit das Minimalpolynom
von A. Ist f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums, der
beziiglich einer geeigneten Basis durch A beschrieben wird, dann heifit m; = m4
das Minimalpolynom von f. &

16.22. Beispiele. Seien n > 1 und A € Mat(n, K).

(1) Sei A = 0 die Nullmatrix. Dann ist my = X.
(2) Ist A= A, dann ist my = X — A. Die Umkehrung gilt ebenfalls.

(3) Ist A diagonalisierbar und hat die (paarweise verschiedenen) Eigenwerte
Al, ..., A\, dann ist

ma = (X = A)(X = A) - (X = An).

Das Minimalpolynom zerféllt also in Linearfaktoren und hat keine mehr-
fachen Nullstellen. Das sieht man so: Jedes Element v von K™ ldsst sich
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Minimal-
polynom

DEF
Minimal-
polynom

BSP
Minimal-
polynome
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schreiben als v = v + ... + v, mit v; € E),(A). Wegen Av; = \juj ist
dann mit p = (X — /\1)(X Ag) - (X = Ap) “und Beispiel 16.17
P(A) v = p(A) o1 +p(A) - 0s+ -+ p(A) - 1
=p(AM)v1 +p(A2)vz + ... + p(Am)om =0,
also ist p ein normiertes Polynom in P(A). Auf der anderen Seite gibt es
fiir jedes j € {1,2,...,m} ein 0 # v; € E),(A), und es muss gelten
0 =ma(A) v, =my(Aj)v;, alsoist ma(A;)=0.
Das Minimalpolynom m4 muss also alle A; als Nullstellen haben. Es folgt

deg(mys) > m = deg(p). Nach der Definition des Minimalpolynoms ist
demnach m 4 = p.

Da das charakteristische Polynom von A die Form

(X = A)H(X = X)) (X = A\
hat, wobei die e; > 1 (fir j € {1,2,...,m}) die algebraischen Vielfach-
heiten der Eigenwerte sind, sehen wir, dass das charakteristische Polynom
ein Vielfaches des Minimalpolynoms ist (also x4 = ¢ - ma mit einem Po-

lynom ¢ € K[X]). Hat A n verschiedene Eigenwerte, dann sind die beiden
Polynome gleich. s

Das dritte Beispiel oben wirft zwei Fragen auf:

e Fiir A diagonalisierbar gilt, dass x4 ein Vielfaches von my ist. Ist das auch
allgemein richtig?

e Gilt die Umkehrung der Beobachtung im Beispiel: Wenn m 4 in Linearfaktoren
zerfillt und keine mehrfachen Nullstellen hat, muss dann A diagonalisierbar
sein?

Es stellt sich heraus, dass beide Fragen mit ,,Ja“ beantwortet werden konnen. Das
werden wir zu Beginn des Sommersemesters sehen.
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Wir kommen zuriick auf die beiden Fragen vom Ende des Wintersemesters:

e Fiir A diagonalisierbar gilt, dass ya ein Vielfaches von m, ist. Ist das auch
allgemein richtig?

e Gilt die Umkehrung der Beobachtung in Beispiel 16.22 (3): Wenn my in Line-
arfaktoren zerféllt und keine mehrfachen Nullstellen hat, muss dann A diagona-
lisierbar sein?

Dabei ist x4 das charakteristische Polynom und m 4 das Minimalpolynom von A.

Die erste Frage wird durch den Satz von Cayley-Hamilton (mit ,Ja“) beantwortet,
den wir bald beweisen werden. Die zweite kénnen wir gleich behandeln.

16.23. Satz. Seien K ein Korper, n € N und A € Mat(n, K). Die Matric A SATZ
ist genau dann diagonalisierbar, wenn das Minimalpolynom m 4 in Linearfaktoren Kriterium
zerfallt und keine mehrfachen Nullstellen hat. fiir Diagona-

) . , . ) , ) lisierbarkeit
Die analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir Endomorphismen endlich-dimensionaler

Vektorraume.

Bewers. Die Richtung ,,=-“ wurde in Beispiel 16.22 gezeigt. Wir zeigen noch ,,<*.

Es gelte also
ma= (X —=A)(X —=X) (X = A\p)

mit paarweise verschiedenen Ay, \a, ..., A, € K. Fiir j € {1,2,...,m} sei
X =N
p; = )\_)\GK[X]
i#j ‘

Dann gilt p;(\;) = ¢;; und deg(p;) < m — 1. Fiir die Summe p = p1 +pas+...+pp,
gilt also p();) = 1 fur alle j und deg(p) < m. Es folgt p = 1, denn das Polynom
p — 1 vom Grad < m hat mindestens m Nullstellen. Auflerdem ist (X — A;)p; ein
(konstantes) Vielfaches von m 4, also ist (A — A\;1,)p,;(A) = 0.

Sei U; = im(p,;(A)) C K™. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1) U; C Ey;(A): Sei u € Uy, also u = p;(A) - v fiir ein v € K. Es folgt
0=(A—-NIL)pj(A)-v=(A—-\1,)-u, also A-u=\u.
(2) (U UUU...UU,) = K™ Sei v € K™. Dann gilt
v=p(A) - v=pi1(A) - v+paA) v+ ... FPu(A) ve (U UUU...UU,).

Fir j € {1,2,...,m} sei B; eine Basis von U; und B die durch Aneinanderhéngen
von By, Bs, ..., B, entstehende Familie. Punkt (1) oben zeigt, dass B aus Eigen-
vektoren von A besteht; aulerdem ist B nach Folgerung 15.7 linear unabhéngig.
Punkt (2) zeigt, dass B ein Erzeugendensystem von K™ ist; insgesamt ist also B
eine Basis von K", die aus Eigenvektoren von A besteht. Damit ist A diagonali-
sierbar. U
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Um Satz 16.23 anwenden zu konnen, miissen wir in der Lage sein, das Minimal-
polynom zu berechnen. Wir hatten bereits beobachtet, dass fiir Diagonalmatrizen
das Minimalpolynom stets ein Teiler des charakteristischen Polynoms ist. Fiir
2 X 2-Matrizen gilt das auch allgemein:

16.24. Beispiel. Sei A = (2%) € Mat(2, K). Dann ist
xa=X—(a+d)X +ad—bc,
und damit

xa(A) = A% — (a4 d)A + (ad — be) 1,

() - (e ()

:(g g).

Aus ya(A) = 0 folgt, dass xa ein Vielfaches von my ist. [ )

Wir beweisen diese Aussage, die als ,,Satz von Cayley-Hamilton“ bekannt ist, jetzt
allgemein.

16.25. Satz. Seien K ein Korper, n € N und A € Mat(n, K). Dann ist

Warum ist der folgende ,,Beweis“ nicht korrekt?

xa(X) =det(XI, — A) = xa(A) =det(Al, — A) = det(0) =0.

Wenn wir an dieser Stelle die richtigen Hilfsmittel zur Verfiigung héitten, dann
konnten wir so argumentieren: Die Aussage gilt fiir diagonalisierbare Matrizen
nach Beispiel 16.22(3). Diagonalisierbare Matrizen sind ,dicht“ (in einem geeig-
neten Sinn) in allen n x n-Matrizen; die Aussage folgt dann, weil die Abbildung
Mat(n, A) — Mat(n, A), A — xa(A) stetig ist (wiederum in einem geeigneten
Sinn). Das wird im Kleingedruckten unten genauer erklért.

Beweis. Wir gehen hier anders vor. Wir stellen erst einmal fest, dass wir auch
mit Matrizen {iber kommutativen Ringen (statt iiber Kérpern) rechnen kénnen,
solange wir nicht durch Ringelemente dividieren miissen. Insbesondere koénnen
wir Determinanten bilden und damit auch die adjungierte Matrix (siehe Defini-
tion 14.13). Wir wenden das an auf den Ring K[X], fiir den wir schon mit De-
terminanten gearbeitet haben, denn y 4 ist ja definiert als det(X 1, — A). Sei also
B = X1I,— A € Mat(n, K[X]) und B die adjungierte Matrix zu B (deren Eintrége
bis aufs Vorzeichen Determinanten von (n — 1) x (n — 1)-Untermatrizen von B
sind). Dann gilt (Satz 14.14)

(16.1) B(XI,— A) = BB =det(B)I,, = xa(X)I,.

Die Eintrige von B sind Polynome in X vom Grad < n, wie man sich leicht
iiberlegt; wir konnen also schreiben

5 (pn1) yno1 My 4 50
B= (VX" X b))

17]



§16. Diagonalisierbarkeit und der Satz von Cayley-Hamilton 137

mit geeigneten Koeffizienten bg-c) € K. (Wir schreiben den oberen Index in Klam-
mern, um eine Verwechslung mit Potenzen zu vermeiden.) Nach den Rechenregeln
fiir Matrizen konnen wir das auch schreiben als

B=B, X" '4+...+ B.X + By
mit By, = (bgf))” € Mat(n, K). Sei auBerdem
Xa(X) = X" +a, 1 X"+ 4+ a X +ag.
Wir setzen in (16.1) ein und erhalten

By 1 X" 4 (Bp_y — By 1 A)X" '+ ... 4+ (B, — BA)X?*+ (By — BiA)X — ByA

(16.2) =LX"+ap 1 LX" '+ .. +al,X*+a [, X +aol, .
Koeffizientenvergleich zeigt dann
By,.1=1,, Byo— By 1A=an11l,, ..., Bo— BiA=a,l,, —ByA = ayl, .
Wir multiplizieren diese Gleichungen von rechts mit A", A™~! ..., A, I, und
summieren auf:
B, 1 A" = A"

_Bn—lAn + Bn—QAnil = an—lAnil

— BlAZ + B;()A == alA
— B()A = (lo]n
0 = xa(A)

(Das lduft darauf hinaus, in (16.2) A fiir X einzusetzen. Dass man das auch ,,darf*
(d.h., dass dabei wieder eine giiltige Gleichung herauskommt), miisste man aber
begriinden.) a

FEin Beweis, wie er oben angedeutet wurde, konnte etwa wie folgt aussehen. Wir zeigen
die Aussage erst einmal fiir Matrizen {iber C. Sei also A € Mat(n,C). Ist A diagona-
lisierbar, dann ist xy4(A4) = 0 und wir sind fertig. Sonst kénnen wir A beliebig wenig
storen, sodass das charakteristische Polynom der gestérten Matrix A’ keine mehrfachen
Nullstellen hat. Dann ist A’ diagonalisierbar, also gilt x 4/(A’) = 0. Da x 4(A) eine steti-
ge Funktion von A ist (d.h., die Eintrége dieser Matrix hdngen stetig von den Eintrégen
von A ab), folgt xa(A4) = 0.

Nun gilt ganz allgemein, dass die Eintrége von y 4(A) Polynome in den Eintrégen von A
mit ganzzahligen Koeffizienten sind (diese Polynome haben Grad n in dem Sinne, dass sie
ganzzahlige Linearkombinationen von Produkten von jeweils n Eintrégen von A sind,
vergleiche Beispiel 16.24) — daraus folgt auch die oben schon verwendete Stetigkeit.
Wir haben gesehen, dass diese Polynome stets den Wert null annehmen, wenn man
beliebige komplexe Zahlen einsetzt. Daraus folgt aber, dass die Polynome null sind (als
Polynome). Das zeigt dann, dass y4(A) = 0 fiir Matrizen iiber beliebigen Kérpern (oder
sogar kommutativen Ringen) gilt.

16.26. Folgerung. Seien K ein Kiorper, n € N und A € Mat(n, K). Das charak-
teristische Polynom x a4 von A ist ein Vielfaches des Minimalpolynoms m 4 von A.
Jede Nullstelle von x4 st auch eine Nullstelle von my.

FOLG

ma teilt xa
und hat
dieselben
Nullstellen



BSP
Minimal-
polynom

138
Beweis. Jedes Polynom p € K[X] mit p(A) = 0 ist ein Vielfaches von my,
vgl. Satz 16.20, und x4(A) = 0 nach Satz 16.25.

Ist A eine Nullstelle von x4, dann ist A\ ein Eigenwert von A, es gibt also einen
Eigenvektor 0 # v € K™ mit A - v = \v. Es folgt (vergleiche Beispiel 16.17)

0=mu(A) - v=ma(Av,

wegen v # 0 also my(A) = 0. Q
Folgerung 16.26 hilft uns, das Minimalpolynom zu bestimmen: Wir koénnen y 4
berechnen und hoffentlich in Linearfaktoren zerlegen als

X = (0= A (X = A (X = A
mit paarweise verschiedenen \; und Exponenten (also algebraischen Vielfachhei-
ten) e; > 1. Die Folgerung sagt uns, dass

ma = (X —A)N(X =) (X = A

sein muss mit 1 < f; < e;. Es gibt also nur endlich viele Méglichkeiten fiir m 4.
Wir konnen diese Polynome p dann, aufsteigend sortiert nach ihrem Grad, testen,
ob sie p(A) = 0 erfiillen. Das erste Polynom, das den Test besteht, ist das Mini-
malpolynom.

16.27. Beispiel. Wir bestimmen das Minimalpolynom von

0 1 0
A=[-1 2 0] eMat(3,R).
1 -1 1
Es ist
X -1 0
xa=|1 X-2 0 |[=X-1)XX-2+1)=(X-1)%,

-1 1 X -1

also ist my € {X — 1,(X — 1), (X — 1)3}. Wir probieren die Moglichkeiten der
Reihe nach durch:

-1 1

(X—1)(A) = A—L= -1 1

1 -1

ist nicht die Nullmatrix, aber (X —1)?(A) = (A—13)* = 0, also ist m4 = (X —1)2
(und A ist nicht diagonalisierbar nach Satz 16.23, denn das Minimalpolynom hat
eine mehrfache Nullstelle). &

0
0
0
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17. SUMMEN VON UNTERVEKTORRAUMEN, KOMPLEMENTE, KODIMENSION

Eines unserer Ziele in diesem Semester ist die Vervollstdandigung der Klassifikation
der Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' (oder dquiva-
lent: der Klassifikation von n x n-Matrizen bis auf Ahnlichkeit) im Fall, dass
das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt (was iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper wie C immer der Fall ist). Das wird auf die so-
genannte ,, Jordan-Normalform* fithren. In diesem Zusammenhang (aber auch an
anderen Stellen) wird es hilfreich sein, den Vektorraum V' zu ,zerlegen®, sodass
der Endomorphismus auf den einzelnen ,, Teilen“ von V ein leicht iiberschauba-
res Verhalten zeigt. Dafiir brauchen wir den Begriff der ,direkten Summe* von
(Unter-)Vektorraumen.

Sei V' ein Vektorraum. Wir erinnern uns daran, dass beliebige Durchschnitte von
Untervektorraumen von V' wieder Untervektorrdume sind (Lemma 7.3), dass das
im Allgemeinen aber nicht fiir Vereinigungen von Untervektorrdumen gilt. Statt-
dessen konnen wir aber den kleinsten Untervektorraum betrachten, der alle be-
trachteten Untervektorrdume (und damit ihre Vereinigung) enthélt. Das fithrt auf
folgende Definition.

17.1. Definition. Seien V' ein Vektorraum und (U;);e;r eine Familie von Unter-
vektorrdumen von V. Dann heifit der von der Vereinigung | J,.; U; erzeugte Unter-
vektorraum von V' die Summe der Untervektorrdume U;; wir schreiben

il icl
Im Fall 7 = {1,2,...,n} schreibt man auch

U +Us+...+U,  oder ZUZ-
=1

statt ) .., Ui. &

Die Schreibweise und der Name erklédren sich durch die folgende Eigenschaft.

17.2. Lemma. SeiV ein Vektorraum.

(1) Sind Uy, Us, ..., U, Untervektorrdume von V', dann ist
U+ Us+ ...+ U, ={us+us+...+u, | ug € Up,ug €Us, ... u, € Uyt

(2) Ist (U;)ier eine Familie von Untervektorrdumen von V', dann ist

S U= {Zu | J C I endlich, u; € U; fiir alle i € J} .

el e

Bewers. Es ist klar, dass die jeweils rechts stehende Menge in der links stehenden
enthalten ist, denn ihre Elemente sind Linearkombinationen von Elementen von
UrU...0UU, bzw. J,c; Us (Satz 7.9). Wir zeigen, dass die rechts stehende Menge
ein Untervektorraum von V' ist. Dann folgt analog zum Beweis von Satz 7.9, dass
sie das Erzeugnis der Vereinigung der U; ist. Sei U die Menge auf der rechten Seite.
Wir priifen die drei Bedingungen fiir einen Untervektorraum nach (Definition 6.1).
Dabei nutzen wir aus, dass die U; Untervektorrdaume sind.

e 0 € U: Wir konnen alle u; = 0 wihlen (bzw. im zweiten Fall fiir J die leere
Menge nehmen).

DEF
Summe von
Unter-VR

LEMMA
Elemente
der Summe
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e Abgeschlossenheit unter der Addition: Im ersten Fall seien
u=uy+us+...+u, und o =uj+uy+...+u,
zwei Elemente von U (mit u;, u; € U; fir alle ¢ € {1,2,...,n}). Dann ist auch
utu = (ug +ul) + (ug+up) + ...+ (up+u,) €U.
Im zweiten Fall seien J, J' C I endlich und
u:Zui und u':Zu;
ieJ i’

zwei Elemente von U. Wenn wir u; = 0 (bzw. u, = 0) setzen fiir i € J'\ J (bzw.
i€ J\J), dann gilt

!/ / / !/
u+u:g Ui—i-g up = E w; + 5 u; = E (wi +uy) € U.
ieJ ieJ’ i€JuJ’ i€Ju’ i€JuJ’

e Abgeschlossenheit unter der Skalarmultiplikation: Seien A ein Skalar und u =
up +uUg + ...+ u, bzw. u = ZiEJ u; ein Element von U. Dann ist

M= Aty + Ao + ...+ \u, bzw. )\u:ZAui

ieJ
wieder ein Element von U. u
BSP 17.3. Beispiele.
Summen von
Unter-VR (1) Ist I =0, dann ist >, ., U; = {0} der Null-Vektorraum.

(2) Ist U C V ein Untervektorraum, dann gilt U + U = U.
(3) Ist V ein Vektorraum, I eine Menge und sind (fiir ¢ € I) A; C V beliebige

Teilmengen, dann gilt
> (A =4

el 1€l

(Beweis als Ubung.) Das bedeutet: Ist A; ein Erzeugendensystem von U;
(fiir alle ¢ € I), dann ist | J,.; A; ein Erzeugendensystem von ) .., U;. &

Was kann man iiber die Dimension von U = U; 4+ U, sagen? Da U; C U und
Uy C U ist, gilt jedenfalls

dim U > max{dim Uy, dim U, }

(und Gleichheit ist moglich, ndmlich genau dann, wenn Uy C Us oder Uy C Uy gilt).
Wie grofl kann dim U hochstens werden? Wenn B; eine Basis von U; und Bs eine
Basis von U, ist, dann ist nach dem obigen Beispiel B;U B, ein Erzeugendensystem
von U, also gilt

Der folgende Satz gibt genauere Auskunft.
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17.4. Satz. SeiV ein Vektorraum mit Untervektorrdumen Uy und Us. Dann gilt

Daran sieht man, dass dim(U; + Us) = dim U; + dim U, genau dann gilt, wenn U,
und U, den kleinstméglichen Durchschnitt {0} haben (vorausgesetzt, alle Dimen-
sionen sind endlich).

Beweis. Ist dimU; = oo oder dimU; = oo, dann ist auch dim(U; 4+ Uy) = oo
(denn Uy, Uy C Uy 4+ Us), und die Gleichung stimmt. Wir kénnen also annehmen,
dass U; und Uy endlich-dimensional sind, etwa dimU; = n; und dimUs; = ns.
Sei m = dim(U; N Uy) < min{ny,ny}. Wir wihlen eine Basis (by,bs,...,by,)

von Uy NU,, die wir einerseits zu einer Basis (b1, ..., by, b),41, 0,0, ., b}, ) von Uy
3 : 3 /! /! /! I
und andererseits zu einer Basis (b, ..., bm, 0, 1 b0 o, ..., ) von Uy ergénzen
(Basisergénzungssatz mit Folgerung 9.7). Ich behaupte, dass
. / / / /! /! /!
B = (b1, b, by bigy - 0y O Ugy - b))

eine Basis von U; 4 U, ist. Daraus folgt die Gleichung im Satz, denn

dim(U1+U2):#B:m—i-(nl—m)—l—(ng—m):n1+n2—m.

Es bleibt die Behauptung zu zeigen. Es ist klar, dass B ein Erzeugendensystem
von U; + U, ist, denn B enthélt Erzeugendensysteme von U; und von Us. Wir
miissen also noch nachweisen, dass B linear unabhingig ist. Seien also \; (fiir
ie{l,2,....m}), N (firi € {m+1,....,m}) und X/ (firi € {m+1,...,n2})
Skalare mit

Aby A+ Ab A b A D A b ALY =0,

Wir schreiben diese Gleichung als

w=Mby + ...+ Apby + A b0 +...+/\;Hb;“l:\—>\;;+1b;;+l — = /\ggbg% :
651 E};Q
Wir sehen, dass u € U; N U, ist, also ist u eine Linearkombination von by, . .., b,,.
Da by, ... ,0p, 0, 1, 0, und by, ... by, by g, ..., by jeweils linear unabhingig
sind (als Basen von U; und Us), miissen
Mpg1 ==y =X i=...=X =0
sein; daraus folgt dann auch v = 0 und damit \; =... = \,, =0. a

Man kann sich die Aussage ganz gut mit Hilfe der analogen Aussage iiber Kardi-
nalitdten von Mengen merken:

#(M1 U My) + #(My N My) = #M, + #M, .

Tatséichlich beruht obiger Beweis auf dieser Relation, wobei die Mengen Basen der
vorkommenden Untervektorriume sind. Allerdings darf man diese Analogie auch
nicht zu weit treiben: Die fiir Mengen giiltige Relation

#H(M; U My U M) + #(My N M) + #(My N Ms) + #(My N M)
= #M, + #My + #M;z + #(M; N My N Ms)
iibersetzt sich nicht in eine analoge Dimensionsformel (Ubung).

Besonders interessant ist der Fall U; N U, = {0}.
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17.5. Lemma. SeiV ein Vektorraum mit Untervektorraumen Uy und Us. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) UyNnUy = {0}.
(2) Jedes Element u € Uy + U, ldsst sich eindeutig schreiben als u = uy + us
mit u; € Uy und uy € Us.
Ist Uy 4+ Uy endlich-dimensional, dann sind beide Aussagen dquivalent zu

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (3) (unter der angegebenen Voraussetzung)

folgt direkt aus der Dimensionsformel in Satz 17.4. Wir zeigen noch die Aquivalenz
von (1) und (2).

Es gelte (1) und es sei © = uy + us = u} + u) mit uy, v} € Uy und ug, uy € Us.
Daraus folgt uy — u} = u), —uy € Uy N Uy = {0}, also uy = v} und uy = ub.

Jetzt gelte (2) und es sei u € Uy N Us. Dann sind 0 = 0+ 0 = u + (—u) zwei
Darstellungen des Nullvektors; aus der Eindeutigkeit der Summendarstellung folgt
also u = 0. a

17.6. Definition. Wenn die Aussagen (1) und (2) in Lemma 17.5 gelten, dann

heiflt die Summe von U; und U, direkt. &

Die Eigenschaften (1) und (2) in Lemma 17.5 lassen sich auch so ausdriicken:
Vuy € Uy, ug € Us: (u1+u2 =0 = w =uy :0).

In dieser Form lésst sich das verallgemeinern.

17.7. Definition. Seien V ein Vektorraum und (U;);c; eine Familie von Unter-
vektorrdumen von V. Dann heifit die Summe der U; direkt, wenn fiir jede endliche
Teilmenge J C I und beliebige Elemente u; € U; fiir i € J gilt

i€J
Ist V = 3"..; U; und die Summe direkt, dann schreiben wir auch
v-Qu
i€l

bzw. V=U®&Us ® ... dU,, wenn [ = {1,2,...,n} ist. O
Lemma 17.5 hat dann die folgende Verallgemeinerung.

17.8. Lemma. Seien V ein Vektorraum und (U;);cr eine Familie von Untervek-
torraumen von V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Fir jedesi € I qilt Ui N cp gy U = {0}

(2) Die Summe der U; ist direkt.

Ist I endlich und ), , U; endlich-dimensional, dann sind die Aussagen dquivalent
21

(3) dim Y., Ui = 32,0, dim U,

LEMMA
Summe direkt
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Beweis. ,,(1)=(2)“: Sei J C I endlich und seien u; € Uj fiir i € J mit )
Sei 19 € J. Dann ist

Uiy = Z (—ul) c Uio N Z Ul = {0},

icJ\{io} i€\{io}

ieg Ui = 0.

also ist u;, = 0. Da iy € J beliebig war, miissen alle u; = 0 sein; damit ist die
Summe direkt.

»(2)=(1)": Seidi € I und u € U; N3y Us- Dann gibt es J C I\ {¢} endlich
und Elemente u; € U; fiir j € J, sodass

Zuj:u, also (—u)+2uj:0

jeJ jeJ

ist, wobei —u als Element von U; betrachtet wird. Definition 17.7 besagt dann,
dass u = 0 sein muss.

Wir nehmen jezt an, dass I endlich und ). _, U; endlich-dimensional ist.

iel
»(2)=(3)": Ist Y., U; endlich-dimensional, dann gilt das auch fiir alle U; (denn
sie sind in der Summe enthalten). Fiir jedes i € I sei B; eine Basismenge von Uj,
dann ist B = J,.; B; ein (endliches) Erzeugendensystem von )., U;.

B ist linear unabhéngig: Sei B; = {b;1, bi2, . . . , bim, } mit m; = dim U; und seien \;;

Skalare mit
> Niby =0.

iel j=1
S
eU;
Weil die Summe direkt ist, folgt 7" Ai;bi; = 0 fiir alle ¢ € I und dann \;; = 0
fir alle j € {1,2,...,m;}, weil B; eine Basis ist. Als linear unabhéingiges Erzeu-
gendensystem ist B eine Basis von ., U;, also gilt
dm > U, =#BE Y #B,=Y dimU;.
iel i€l i€l

Fiir (*) braucht man noch, dass die B; paarweise disjunkt sind, also B; N B; = ()
ist fiir i # j. Das folgt aber aus der obigen Uberlegung, denn mit b € B, N B; hitte
man eine nichttriviale Linearkombination 1-b+ (—1) - b = 0, wobei das erste b als
Element von B; und das zweite b als Element von B; betrachtet wird.

»(3)=(1)“: Es gilt fiir jedes 1 € T
> dimu; 2 dim > Uy = dim (Ui + > U;)
jel jel jen\{i}
(*)
<dimU;+dim Y U; <dimU+ Y dimU; = dimUj,
jel\{i} JEN{i} jEI
also muss bei (*) Gleichheit herrschen. Aus Satz 17.4 folgt dann

Uin Y U ={0}. Q

je\{i}
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17.9. Beispiel. Hier ist ein Beispiel, das zeigt, dass die vielleicht erst einmal BSP
néher liegende Version ,,\Vi,j € I: i # j = U;NU; = {0} fiir Bedingung (1) nicht
ausreichend ist.

Seien V =R?, U; = ((1,0)), Uy = ((0,1)) und Us = {(1,1)). Dann gilt offenbar
UinU,=UNUs =U,NU; ={(0,0)},
aber die Summe U; + Us + Us ist nicht direkt. Zum Beispiel gilt
(0,0) = (1,0) + (0, 1) + (=1, -1)

als Summe je eines Elements von Uy, U und Us. &

Eine Zerlegung von V' als direkte Summe, V' = U; & Us, fiithrt in natiirlicher Weise
zu zwei linearen Abbildungen 7;: V' — U; und my: V' — Us. Wir erhalten sie wie
folgt: Jedes v € V ldsst sich eindeutig schreiben als v = uy + ug mit u; € Uy und
ug € Uy. Dann ist m(v) = uy und mo(v) = ug. Diese Abbildungen sind linear, weil
A = Aug + Aug ist, und fiir o' = u) + uh gilt v + 0" = (w1 + u)) + (ug + uh).
AuBerdem sind 7y und 7y surjektiv, denn |y, = idy, und mo|y, = idy,.

DEF 17.10. Definition. Die Abbildungen m; und 75 heiflen die Projektionen von V/
Projektionen auf Uy bzw. U, beziiglich der Zerlegung V' = U; & Us. &

Wenn wir mit py, pa: V' — V die Abbildungen bezeichnen, die durch p;(v) = m;(v)
gegeben sind (sie unterscheiden sich von m; und 7o nur durch den vergréferten
Wertebereich), dann gilt

p1op1=Dp1, P20p2=p2, sowie propy=peopr =0 und p;+p;=idy.
DEF Umgekehrt gilt: Ist p: V' — V ein Projektor, d.h. eine lineare Abbildung mit

Projektor pop = p, dann gilt V = im(p) @ ker(p), wobei ker(p) = im(idy —p) ist (Ubung).
Mit p’ = idy —p gilt dann auch p'op’ =p/, pop' =p ' op=0und p +p' = idy.

Wir fiihren jetzt noch zwei Begriffe ein, die manchmal niitzlich sind.

DEF X 17.11. Definition. Seien V ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.
Komplement  Ein weiterer Untervektorraum U’ C V heiit komplementir zu U oder ein Kom-
plement von U in V, wenn V = U & U’ gilt. O

Konkret bedeutet die Bedingung, dass UNU’ = {0} und U + U’ =V gilt.

BSP 17.12. Beispiele.

Komplemente
(1) V ist das einzige Komplement von {0} in V und {0} ist das einzige Kom-

plement von V in V.

(2) Normalerweise gibt es aber viele Komplemente. Sei zum Beispiel V = R?
und U = ((1,0)) € V. Dann sind die Komplemente von U gerade alle
Untervektorrdaume der Form U’ = ((a, 1)) mit a € R beliebig. &

Gibt es immer ein Komplement?



SATZ
Existenz von
Komplementen

§17. Summen von Untervektorrdumen, Komplemente, Kodimension 145

17.13. Satz. Seien V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U C V' ein
Untervektorraum. Dann gibt es ein Komplement U' von U in V. Fir jedes Kom-
plement U" von U gilt

dimU +dim U’ = dimV .

Beweis. Sei m = dimU < dimV = n. Wir wihlen eine Basis (by,bs,...,bn)
von U und ergénzen sie zu einer Basis (b1, ..., bu, byni1, ..., b,) von V. Dann ist
U = (bms1,---,b,) ein Komplement von U:

U+U/:<b17"‘7bm7bm+17"'7bn>:v und UDU,:{O}7

weil by, ..., b, linear unabhéngig sind. Die Dimensionsformel folgt aus Lemma 17.5.
a

Derselbe Beweis zeigt, dass es auch in beliebigen Vektorrdumen stets Komplemente gibt,
wenn man den Basiserginzungssatz fiir Mengen verwendet, der mit Hilfe des Zornschen
Lemmas bewiesen wurde. Vergleiche die Diskussion nach Satz 9.5.

Wir sehen hier insbesondere, dass alle Komplemente von U dieselbe Dimension
dim V —dim U haben. Das gilt ganz allgemein, auch wenn V' unendliche Dimension
hat.

17.14. Lemma. SeienV ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Seien
weiter Uy und Uy zwei Komplemente von U in V. Dann sind U] und Uy isomorph;
insbesondere gilt dim U] = dim U}.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ = 7 o ¢: U] — Uj; dabei sei
t: U] — V die Inklusionsabbildung und 7: V' — U die Projektion beziiglich der
Zerlegung V = U & U). Dann gilt

ker(¢) = ker(m)NU; = U NU, = {0},

also ist ¢ injektiv. (Die erste Gleichheit folgt daraus, dass ¢ injektiv ist.) Wir
miissen noch zeigen, dass ¢ auch surjektiv ist; dann ist ¢ ein Isomorphismus und
Ui und U sind isomorph. Sei dazu us € Uj. Dann gibt es eindeutig bestimmte
w € U und u; € U] mit uy = u + uy. Wir konnen das auch als u; = (—u) + us
lesen, woraus ¢(u;) = usy folgt. Qa

Damit ist folgende Definition sinnvoll.

17.15. Definition. Seien V' ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum,
der ein Komplement U’ in V' hat. Dann heif3t

codimy U = dim U’

die Kodimension von U in V. &

Es gilt dim U + codimy U = dim V: Ist die Kodimension klein, dann ist U ,,gro3*,
also nicht weit davon entfernt, ganz V' zu sein.
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17.16. Beispiel. Die Kodimension kann auch fiir unendlich-dimensionale Unter-
vektorrdume endlich sein. Sei zum Beispiel P der reelle Vektorraum der Poly-
nomfunktionen, sei a € R und sei U, = {p € P | p(a) = 0} = kerev,. Dann ist
der eindimensionale Untervektorraum C' = (x +— 1) der konstanten Funktionen ein
Komplement von U, in P (fiir p € P gilt eindeutig p = (p—p(a))+p(a) € U, +C),
also ist codimp U, = 1. Dieselbe Uberlegung zeigt, dass der Untervektorraum der
in einem Punkt a verschwindenden Funktionen auch in anderen Funktionenrdum-
en (alle Funktionen, stetige Funktionen, n-mal stetig differenzierbare Funktionen
usw.) Kodimension 1 hat.

Mit Polynomdivision (Satz 15.16) sieht man analog: Sind ay, as, . .., a, € R paar-
weise verschieden und ist Uy, . 4, = Us, NUq, N...NU,, der Untervektorraum der
Polynomfunktionen, die in aq, . . ., a, verschwinden, dann ist der Untervektorraum
P_,, der Polynomfunktionen vom Grad < n ein Komplement von U,, . ,, in P,
also gilt codimp U,,

.....

werden als

p(x) = q(@)(z — ar)(z — az) -+ (x — an) + 7(2)
mit ¢ € P und r € P_,, und die Polynomfunktionen, die in a4, ..., a, verschwin-
den, sind von der Form = — ¢(z)(z — a1)(x — az) -+ (x — a,). )

Der Begriff der Kodimension erlaubt eine etwas genauere Formulierung des ,, Rang-
satzes“ 10.17. Zur Erinnerung: Der Satz besagt, dass fiir eine lineare Abbildung
¢:V — W gilt

dim ker(¢) + rk(¢) = dim ker(¢) + dimim(¢) = dim V.
Wenn V' unendlich-dimensional ist, dann ist das eine relativ schwache Aussage.
Die folgende Version gibt zusétzliche Information, wenn der Rang von ¢ endlich
ist:
17.17. Satz. Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung mit rk(¢) < oo. Dann gilt
codimy ker(¢) = dimim(¢) = rk(¢) .

Beweis. Wir wihlen eine Basis (b, bo, ..., by) von im(¢) (mit m = dimim(¢)).
Seien weiter vy, vs,...,v,, € V Urbilder von by, by, ..., b, unter ¢. Dann sind
V1, Vs, ..., Uy linear unabhéngig, denn aus

)\1’1]1+>\2U2+...+)\m’0m:0

folgt

0= gb(/\lvl + )\21)2 + ...+ )\mvm) = )\1[)1 + )\ng + ...+ Ambm
und damit \y = Ay = ... = \,, =0, weil by, bo, ..., by, linear unabhéngig sind. Wir
setzen

U= (v,v2,...,0p) CV;
dann ist U ein Komplement von ker(¢) in V und dim U = m, woraus die Behaup-
tung folgt.

o U+ ker(¢) =V: Seiv €V, dann gibt es Skalare Ay, ..., A, mit
d(v) = Aby + ...+ b,
Sei v/ =v — (\v1 + ... + AUy, dann ist
d(v") = p(v) — (Mby + ...+ Anbn) =0,
also v’ € ker(¢) und v = v' + (A1 + ... + A\pom) € ker(¢) + U.

BSP
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e U Nker(¢p) = {0}: Sei v € U N ker(¢), dann gibt es Skalare A, ..., A\, mit
v =AU + ...+ AU, AuBerdem gilt
0:¢<U) :Albl—i-—l—)\mbm,
woraus A\; = ... = \,, = 0 und damit v = 0 folgt. a

Am Ende dieses Abschnitts wollen wir noch untersuchen, wann eine Zerlegung
eines Vektorraums V als direkte Summe V = U; @ Uy & ... ® U, einer analogen
Zerlegung eines Endomorphismus f von V entspricht. Dazu miissen wir erst einmal
sagen, was Letzteres bedeutet.

17.18. Lemma. SeiV =U,®Us D ... DU, eine Zerlequng eines Vektorraums V
als direkte Summe von Untervektorrdumen. Seien weiter

fi: Ui = Uy, fo:Uy—=Uy .o, [u:U,— Uy,

lineare Abbildungen. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Endomorphismus f
von V- mit f(v) = f;(v) fir allei € {1,2,...,n} und alle v € U,.

Beweis. Jedes v € V lasst sich eindeutig schreiben als v = uy + us + ... + u,, mit
uy € Uy, ug € Uy, ..., uy, € U,. Wenn f(u;) = fi(u;) gelten soll, dann miissen wir
f definieren durch

f) = fi(w) + falua) + ... + falun) .
Dann gilt auch f(v) = fi;(v) fiir v € U;; es bleibt nur noch zu zeigen, dass f linear
ist. Das folgt aus

f=uofiom+tigofoom+...+ 1,0 from,,

wobei 7;: V' — U, die Projektion auf U; und ¢;: U; — V die Inklusionsabbildung
ist. (Alternativ kann man das auch wie vor Definition 17.10 nachrechnen.) a

17.19. Definition. Die Abbildung f in Lemma 17.18 heif}t die direkte Summe
von fi, fa, ..., fn; wir schreiben

f=he 0.0 fn. o

Wenn ein Endomorphismus f als direkte Summe von Endomorphismen f; der U;
geschrieben werden kann, dann muss offenbar f(U;) C U; gelten. Wir geben dieser
Eigenschaft einen Namen:

17.20. Definition. Seien V ein Vektorraum, U C V ein Untervektorraum und
f ein Endomorphismus von V. Dann heifit U f-invariant oder invariant unter f,

wenn f(U) C U gilt. &

17.21. Satz. SeiV =U,®Us®... DU, eine Zerlequng eines Vektorraums V' als
direkte Summe von Untervektorrdumen. Sei weiter f € End(V'). f ldsst sich genau
dann als direkte Summe von Endomorphismen f; € End(U;) schreiben, wenn alle
Untervektorrdume U; invariant unter f sind.

Beweis. Wir hatten schon gesehen, dass die Bedingung notwendig ist. Wir miissen
noch zeigen, dass sie auch hinreichend ist. Es gelte also f(U;) C U; fur alle
i€ {1,2,...,n}. Dann konnen wir f; € End(U;) definieren durch f;(u) = f(u)
fir u € Uy; damit gilt f=f1 D foD ... D fa. a
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17.22. Beispiel. Ist f ein Endomorphismus von V und A ein Skalar, dann ist der
Eigenraum FE,(f) unter f invariant (denn f(v) = Av fiir v € E\(f)).

Ist V' endlich-dimensional und f € End(V) diagonalisierbar mit den paarweise
verschiedenen Eigenwerten Ai, Ao, ..., \,,, dann gilt

V=FE\(f)®En(f)D... @ Ey,(f)

(denn V' hat eine Basis aus Eigenvektoren von f) und

f=hehe.. & n
mit f; = Aiidg, (r). In diesem Fall lisst sich f also in besonders einfach gebaute
Abbildungen zerlegen. s

Wir iiberlegen uns jetzt noch, wie die Matrix von f = f1 @ fo @ ... D f, beziiglich
einer an die direkte Summenzerlegung angepassten Basis aussieht.

17.23. Lemma. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit einer Zerle-
gung V. =U1 & Uy @ ... d U,, seien f; € End(U;) firi € {1,2,...,n} und sei
f=hH®fr®...d[f,. Seien B; Basen von U; und B die durch Aneinanderhdngen

von By, Bs, ..., B, gegebene Basis von V. Dann ist
M| O|---] 0
0 |My|---] 0
Matp p(f) = .
0| 0| - |M,

eine Block-Diagonalmatriz, wobei M; = Matp, p,(f;) die Matrizen von f; beziiglich
der Basen B; sind.

Beweis. Das folgt aus f(b) = fi(b) € U; fur Elemente b € B;: in den den Elementen
von B; entsprechenden Spalten von Matg g(f) konnen nur die den Elementen
von B; entsprechenden Zeilen von null verschiedene Eintrige enthalten, und die
sich daraus ergebende Untermatrix ist die Matrix von f; beziiglich B;. a
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18. AQUIVALENZRELATIONEN, QUOTIENTENRAUME UND AFFINE
UNTERRAUME

Wir erinnern uns daran, dass der Kern jeder linearen Abbildung f: V — V' ein
Untervektorraum von V ist. In diesem Abschnitt wollen wir der umgekehrten Frage
nachgehen: Ist jeder Untervektorraum der Kern einer linearen Abbildung?

Im Fall, dass V' endlich-dimensional ist, kénnen wir mit unseren Kenntnissen iiber
direkte Summen und Komplemente recht leicht zeigen, dass die Antwort ,Ja“
lautet: Sei U ein Untervektorraum des endlich-dimensionalen Vektorraums V, dann
hat U ein Komplement U’ in V' (Satz 17.13), es ist also V' = U @& U’. Die zu dieser
Zerlegung gehorende Projektion 7: V' — U’ hat dann U als Kern.

Dieses Argument ist aus zwei Griinden etwas unbefriedigend. Zum Einen verwen-
det es die Existenz von Basen (genauer: den Basisergdnzungssatz), die wir nur
fiir endlich-dimensionale Vektorraume gezeigt haben. Zum Anderen ist das Kom-
plement U’ im Normalfall weit davon entfernt, eindeutig bestimmt zu sein; wir
miissen bei der Konstruktion der linearen Abbildung also eine Wahl treffen.

In diesem Abschnitt werden wir eine Konstruktion kennen lernen, die diese Nach-
teile vermeidet: Sie funktioniert fiir jeden Untervektorraum jedes Vektorraums und
erfordert keine Auswahlen. Die Art dieser Konstruktion des ,, Quotientenraums*
und des zugehorigen , kanonischen Epimorphismus® ist recht typisch fiir die Me-
thoden der Algebra und wird in sehr &hnlicher Form im Rahmen der Vorlesungen
,Einfiihrung in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen“ und , FEinfithrung
in die Algebra® wieder auftauchen, dann fiir andere algebraische Strukturen wie
zum Beispiel Ringe und Gruppen.

Sei also V' ein (beliebiger) K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Wenn
es eine lineare Abbildung f: V' — V' gibt mit ker(f) = U, dann gibt es auch
eine surjektive solche Abbildung, denn wir kénnen einfach die im Wertebereich
eingeschrinkte Abbildung f: V' — im(f) betrachten. Wir nehmen jetzt also an,
dass wir so eine surjektive lineare Abbildung f: V' — V’ mit Kern U haben. Wie
konnen wir dann den Vektorraum V' beschreiben?

e Die Elemente von V' konnen wir durch Elemente von V' repréasentieren; dabei
wird v" € V' durch jedes v € V mit f(v) = v’ représentiert (das ist moglich, weil
f surjektiv ist). Zwei Elemente v; und vy von V stellen genau dann dasselbe
Element von V' dar, wenn f(v1) = f(vs) ist. Das ist dquivalent zu f(v; —v9) = 0,
also zu vy — vy € ker(f) = U.

e Die Addition und Skalarmultiplikation auf V'’ kann unter Zuhilfenahme der
Linearitdat von f ebenfalls {iber die entsprechenden Operationen von V' erfolgen:
Sind v; und vy Repréisentanten von v} = f(v1) und vy = f(vs), dann ist vy + vy
ein Représentant von v} + v4, denn f(vy + v2) = f(v1) + f(v2). Ebenso ist fur
A € K auch \v; ein Reprasentant von Avj.

Wir schreiben [v] (statt f(v)) fur das von v € V reprisentierte Element von V"

Dann konnen wir unsere Uberlegungen wie folgt zusammenfassen: Falls V' exi-
stiert, dann

(1) besteht V' aus allen [v] mit v € V;

(2) es gilt [v1] = [vg] <= v —v €U

(3) und [v1] + [v2] = [v1 + o], AJv] = [Av].
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Es liegt also nahe, V' auf diese Weise zu definieren; dann ware f: V. — V' v — [v],
die passende surjektive lineare Abbildung mit Kern U (denn [v] = 0 genau dann,
wenn v € U). Dafiir miissen wir nachweisen, dass diese Vorgehensweise zu keinen
Widerspriichen fiihrt.

Der erste Punkt dabei ist, sich zu iiberlegen, dass die Gleichheit der Elemente
von V' sinnvoll definiert ist. Eine sinnvolle Definition von Gleichheit muss sicher
die folgenden Eigenschaften haben:

(1) Jedes Element ist gleich zu sich selbst.
(2) Wenn a und b gleich sind, dann sind auch b und a gleich.

(3) Wenn sowohl a und b als auch b und ¢ gleich sind, dann sind auch a und ¢
gleich.

Wir gieflen das in eine formale Definition. Dafiir brauchen wir den Begriff der
Relation.

18.1. Definition. Seien X und Y beliebige Mengen. Eine Relation zwischen X
und Y ist eine Teilmenge R C X x Y. Man sagt, € X steht in der Relation R zu
y € Y (oder z und y stehen in der Relation R), wenn (z,y) € R gilt. Manchmal
schreibt man dafiir abkiirzend x R y.

Im Fall X =Y spricht man von einer Relation auf X. &

18.2. Beispiele.

(1) Auf jeder Menge X gibt es die Gleichheitsrelation {(z,z) | x € X} und
die Allrelation X x X.

(2) Auf R gibt es die Vergleichsrelation {(z,y) € R x R | z < y}; analog fur
< 2, >

(3) Auf Z gibt es die Teilbarkeitsrelation {(a,b) € Z x Z | 3¢ € Z: ac = b},
deren Bestehen als a | b notiert wird.

(4) Zwischen einer Menge X und ihrer Potenzmenge P(X) gibt es die Element-
Relation {(z,T) € X x P(X) |z € T}, &

18.3. Definition. Seien X eine Menge und R eine Relation auf X. Dann heif3t
R eine Aquivalenzrelation, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Vo € X: x R x (Reflexivitét).
(2) Vo,y € X: (rt Ry = y R z) (Symmetrie).
(3) Va,y,z€ X: (rt RyAy Rz = x R z) (Transitivitét). &

Die Gleichheitsrelation und die Allrelation sind Aquivalenzrelationen auf jeder
Menge X. Dagegen sind die Vergleichsrelationen <, <, >, > auf R und die Teil-
barkeitsrelation auf Z keine Aquivalenzrelationen, denn (z.B.) aus a < b folgt nicht
unbedingt b < a und aus a | b folgt nicht unbedingt b | a.
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18.4. Beispiele. Beispiele fiir Aquivalenzrelationen, die wir schon kennen gelernt
haben, sind die , Aquivalenz“ und die ,, Ahnlichkeit“ von Matrizen.

Zur Erinnerung: Zwei Matrizen A, B € Mat(m X n, K) sind dquivalent, wenn
sie dieselbe lineare Abbildung K™ — K™ beziiglich i.A. verschiedener Basen
(von K™ und K™) darstellen. Das ist gleichbedeutend damit, dass es Matrizen
P e GL(m, K) und @ € GL(n, K) gibt mit B = PA(Q). Wir hatten in Satz 13.10
gezeigt, dass das genau dann der Fall ist, wenn rk(A) = rk(B) gilt.

Zwei Matrizen A, B € Mat(n, K) sind dhnlich, wenn sie denselben Endomor-
phismus von K" beziiglich i.A. verschiedener Basen von K™ darstellen. Das ist
gleichbedeutend damit, dass es P € GL(n, K) gibt mit B = P~'AP. Uber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper wie C wird die Klassifikation von Matrizen bis
auf Ahnlichkeit durch die Jordan-Normalform geleistet, die wir spéter in dieser
Vorlesung studieren werden. &

Man kann eine Aquivalenzrelation als eine , vergroberte“ Version von Gleichheit
verstehen: Man betrachtet Elemente als gleich, obwohl sie nicht unbedingt iden-
tisch sind, aber so, dass die wesentlichen Eigenschaften der Gleichheit erfiillt sind.
Das fiihrt zu einer Einteilung von X in Klassen als untereinander gleich betrach-
teter Elemente:

18.5. Satz. Sei X eine Menge und sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Ist
x € X, dann schreiben wir [x] fir die Menge {y € X | y ~ x} und nennen [z]
die Aquivalenzklasse von x (beziglich ~). Fiir v,y € X sind dann die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) y~uz.

(2) y € [2].

(3) [2] = [y].
(4) [2] Nyl # 0.

Insbesondere sind je zwei Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt.

Beweis.
,(1) < (2)“: Das ist die Definition von [z].

»(1) = (3)“: Fir z € X gilt (unter der Voraussetzung y ~ x, also auch = ~ y):
zE€[x] &= 2z~ = 2~y <= z€ [y,

also sind [x] und [y] gleich. Die mittlere Aquivalenz benutzt die Transitivitit von ~.

»(3) = (4)“: Esist z € [z] = [y].

»(4) = (1)“: Sei z € [x] N [y], dann gilt z ~ x und z ~ y. Die Symmetrie von ~
impliziert y ~ z, die Transitivitdt dann y ~ x. u

18.6. Definition. In der Situation von Satz 18.5 schreiben wir
X/~ ={[z] |z € X} C P(X)

fiir die Menge der Aquivalenzklassen und nennen X/~ (, X modulo ~*) die Quoti-
entenmenge von X beziiglich ~. Die Abbildung X — X/~, x — [z], ist surjektiv;
sie heifit die kanonische Surjektion. &
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18.7. Beispiel. Briiche § € Q sind Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenz-
relation auf Z x (Z \ {0}) (oder auf Z x Z~), die durch

(a,b) ~ (¢,d) <= ad=bc
definiert ist. In diesem Sinn ist Q = (Z x (Z\ {0}))/~ und ¢ = [(a,b)]. &

Wir kénnen diese Uberlegungen auf unser Problem anwenden.

18.8. Lemma. Seien V ein K-Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum. Die
wie folgt definierte Relation =y auf V ist eine Aquivalenzrelation. Statt v =y v
schreiben wir v = v mod U (gesprochen v ist kongruent zu v' modulo U¥).

v=0vmodU «<— v—v €U.

Statt V//=y schreiben wir V/U (,V modulo U*) fiir die Quotientenmenge. Fiir die
Aquivalenzklassen gilt

] ={ eV | —-velU}l={v+u|luelU}=v+U.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die so definierte Relation reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist:

e FirveVygltv—v=0€eU, alsov=vmodU.

e Fiir v,v" € V gelte v = v/ mod U, das bedeutet v — v € U. Dann ist auch
V' —v=—(v—"2") €U und damit v = v mod U.

e Fiir v,v',v" € V gelte v =9’ mod U und v' = v” mod U, also v —v",v'—v" € U.
Dann ist auch v — 0" = (v —v') 4+ (v — ") € U, also gilt v = v” mod U.

Die Aussage iiber die Gestalt der Aquivalenzklassen ist klar (mit u =o' —v). Q

Wir wollen jetzt gerne V' = V/U setzen, mit der kanonischen Surjektion als
linearer Abbildung V' — V’. Dazu miissen wir auf V/U eine K-Vektorraum-
Struktur definieren. Wenn die kanonische Surjektion linear sein soll, dann miissen
[v] + [v'] = [v+v'] und A[v] = [Mv] gelten (fiir v,v" € V und A € K). Wir miissen
also nachweisen, dass diese Definitionen der Addition und der Skalarmultiplikation
sinnvoll sind. Das wird durch zusétzliche Eigenschaften von =y sichergestellt.

18.9. Lemma. Die Relation =y aus Lemma 18.8 hat folgende Eigenschaften:

(1) Fir vy, ve,v],v5 € V gilt:
Aus vy = v} mod U und vy = v, mod U folgt vy + vo = v] 4+ v, mod U.
(2) Firv,o' €V und X\ € K gilt: Aus v =v"mod U folgt A\v = \v' mod U.

Eine Aquivalenzrelation auf einem Vektorraum mit diesen zusitzlichen Eigenschaf-
ten (also Vertréglichkeit mit der Vektorraum-Struktur) wird auch als Kongruenz-
relation bezeichnet.

Beweis. (1) Wir haben v; — v, vy — v} € U, also auch
(v1 +v2) — (v] +vh) = (v —v]) + (v —vh) € U.

(2) Aus v —v' € U folgt A\v — X' = A(v =) € U. Qa

BSP
Rationale
Zahlen
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18.10. Satz. Seien V ein K-Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum. Durch
die Festlegungen

[v] + [V'] = [v+ V] und M- [v] = [\]
wird die Menge V/U zu einem K-Vektorraum.

Die kanonische Surjektion w: V. — V/U, v+ [v], ist dann eine lineare Abbildung
mit ker(m) = U.

Beweis. Zuerst ist zu zeigen, dass die Definitionen der Addition und Skalarmulti-
plikation sinnvoll (,,wohldefiniert*) sind: Da es im Allgemeinen viele Moglichkeiten
gibt, ein Element von V/U in der Form [v] zu schreiben, miissen wir nachpriifen,
dass die Definitionen nicht von der Auswahl der Reprasentanten abhéingen. Es
gelte also [v1] = [v]] und [ve] = [v}], d.h. v; = v} mod U und vy = v mod U. Nach
Lemma 18.9 folgt dann vy +vy = v} 40 mod U, also [v1 +vy] = [v] +v}]. Das zeigt,
dass die Summe von [v;] und [v,] nicht von der Wahl der Repréisentanten abhéngt.
Auf analoge Weise zeigt man, dass auch die Definition der Skalarmultiplikation
sinnvoll ist.

Als Néchstes miissen wir die Axiome fiir einen Vektorraum nachpriifen. Sobald klar
ist, dass Addition und Skalarmultiplikation wohldefiniert sind, folgen diese aber
direkt aus ihrer Giiltigkeit fiir V; wobei man natiirlich 0 = [0] und —[v] = [—v]
setzt. Wir zeigen das am Beispiel eines der Distributivgesetze: Seien v,v" € V und
A € K. Dann gilt

Aol + [v]) = Alv + 0] = [AMv + )] = [Av + M| = [xo] + [W] = Afo] + A[v].

Die anderen Axiome zeigt man nach demselben Schema: Linke Seite als Restklasse
eines Elements von V' schreiben, dann das Axiom in V anwenden, dann in die
rechte Seite umformen.

Dass die kanonische Surjektion 7 linear ist, folgt schlieflich direkt aus der Defini-
tion von Addition und Skalarmultiplikation in V/U. Tatséchlich ist die Definition
gerade so gemacht, damit 7 linear wird! Es gilt dann (man beachte Oyy = [Oy],
also [v] = Oyyy <= vel)

ker(m) ={veV|]=0}={veV]|velU}=U. a

18.11. Definition. Der Vektorraum V/U (,,V modulo U*) heifit der Quotienten-
raum von V modulo U; die lineare Abbildung 7: V' — V/U heifit der zugehorige
kanonische Epimorphismus. &

Damit ist die eingangs gestellte Frage positiv beantwortet.

Hat U ein Komplement U’ in V, dann ist die Einschriankung des kanonischen
Epimorphismus 7: V' — V/U auf U’ ein Isomorphismus U’ — V/U (Ubung).
Es folgt codimy U = dim U’ = dim V/U. Wir kénnen also die Kodimension fiir
beliebige Untervektorrdume als codimy U = dimV/U definieren, ohne auf die
Existenz eines Komplements angewiesen zu sein. Die Formel

dim U + codimy U = dim V

ist dann nichts anderes als der ,Rangsatz* dim V' = dimker(7) 4+ dimim(x) fir
den kanonischen Epimorphismus 7.

Wir beweisen jetzt noch einige Eigenschaften von Quotientenraum und kanoni-
schem Epimorphismus.

DEF
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Als Erstes beantworten wir die Frage, wann eine lineare Abbildung f: V — W
eine lineare Abbildung ¢: V/U — W _induziert, wann es also so ein ¢ gibt,
sodass ¢ om = f ist, wobei m: V' — V/U der kanonische Epimorphismus ist.
Anders gesagt: Gibt es ¢, sodass das folgende Diagramm , kommutiert“?

v—Low

l //
7 ¢

V/U

Da fiir jedes u € U gilt, dass 7w(u) = 0 ist, muss auch f(u) = ¢(7r(u)) = 0 sein;
das bedeutet U C ker(f). Wie der folgende Satz zeigt, ist diese Bedingung auch
hinreichend.

18.12. Satz. Seien V ein Vektorraum mit Untervektorraum U und w: V — V/U
der kanonische Epimorphismus. Seit weiter f: V — W linear. Es gibt genau dann
eine lineare Abbildung ¢: V/U — W mit f = ¢ omw, wenn U C ker(f) ist. ¢ ist
eindeutig bestimmt und genau dann injektiv, wenn U = ker(f) ist.

Beweis. Dass die Bedingung notwendig ist, hatten wir uns bereits iiberlegt. Fiir
die Gegenrichtung nehmen wir U C ker(f) an. Wenn es ¢ gibt, dann muss gelten

¢([v]) = ¢(m(v)) = f(v);
das zeigt schon einmal die Eindeutigkeit; die Frage ist nur, ob wir ¢ tatséchlich so
definieren koénnen. Dazu miissen wir zeigen, dass f(v) nicht vom Reprisentanten
von [v] abhéngt. Es seien also v,v" € V mit [v] = [v/], also v — ¢’ € U. Dann ist

f) = f((v =) +2) = flo=v)+ f(v) = f(v),
weil aus v —v' € U C ker(f) folgt, dass f(v — ') = 0 ist. Damit ist ¢ durch
#([v]) = f(v) wohldefiniert, und es gilt jedenfalls ¢ o m = f. Es bleibt zu zeigen,
dass ¢ linear ist. Das folgt aber aus der Linearitdt von 7 und von f:

O([v] + [v']) = ¢([v +V]) = flv + ) = f(v) + f(V) = o([v]) + S([v])
und
P(Av]) = o([A]) = f(Av) = Af(v) = Ao([v]) -
¢ ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) trivial ist. Aus der Definition von ¢ folgt

o([v]) =0 <= v € ker(f); auBerdem gilt natiirlich [v] = 0 <= v € U. Beides
zusammen zeigt ker(¢) = {0} <= ker(f) =U. Q

Satz 18.12 erlaubt uns, lineare Abbildungen mit Definitionsbereich V/U zu kon-
struieren.

Der folgende Satz ist wichtig. In den Algebra-Vorlesungen werden Sie dhnliche
Resultate fiir Gruppen und Ringe (statt wie hier Vektorrdume) kennen lernen.

18.13. Satz. Sei f: V. — W eine lineare Abbildung. Seien w: V. — V/ker(f)
der kanonische Epimorphismus und v: im(f) — W die Inklusionsabbildung. Dann
gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus ¢: V/ker(f) — im(f), sodass
f=to¢om ist:

v—1 w
V/1<<31f(f)¢—>1m f)



§18. Aquivalenzrelationen, Quotientenriume und affine Unterrdume 155

Insbesondere sind V/ker(f) und im(f) isomorph.

Eine wichtige Aussage des Homomorphiesatzes ist, dass Bilder von Homomorphis-
men mit Quelle V' (bis auf Isomorphie) dasselbe sind wie Quotientenrdume von V.

Beweis. Nach Satz 18.12 gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
¢: V/ker(f) > W mit f = ¢ om. Es gilt im(¢) = im(f), also konnen wir ¢
im Wertebereich einschrénken zu ¢: V/ker(f) — im(f); es folgt f =10 ¢pom. Es
bleibt zu zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist: ¢ ist injektiv nach Satz 18.12 und

surjektiv wegen im(¢) = im(¢) = im(f). Qa

18.14. Beispiel. Die rationalen Cauchy-Folgen bilden einen Untervektorraum C' BSP
des Vektorraums QY der Folgen iiber Q, denn Summen und skalare Vielfache Konstruktion
von Cauchy-Folgen sind wieder Cauchy-Folgen. In C bilden die Nullfolgen einen von R aus Q
Untervektorraum N. Jede Cauchy-Folge konvergiert in R und jede reelle Zahl ist
Grenzwert einer rationalen Cauchy-Folge. Das liefert uns eine surjektive Q-lineare
Abbildung

lim: C — R, (ap)pnen —> ILm ay,

mit Kern N (,,Nullfolge“ heifit ja gerade ,,Grenzwert null*). Aus dem Homomor-
phiesatz 18.13 folgt jetzt, dass C'/N isomorph zu R ist (als Q-Vektorraum). Dies
ist eine der Moglichkeiten, wie man die reellen Zahlen aus den rationalen Zah-
len konstruieren kann. In der , Einfithrung in die Zahlentheorie und algebraische
Strukturen“ werden wir lernen, dass die gleiche Konstruktion auch die Struktur
von R als Korper mitliefert. &

Weitere Anwendungen des Homomorphiesatzes sind durch die folgenden ,,Isomor-
phiesétze” gegeben.

18.15. Satz. Seien V ein Vektorraum und U;,Us C V' zwei Untervektorriume. SATZ
Dann ist die Abbildung Erster Iso-

¢: Uy ) (U NUy) — (U +Us) /Uy, u+ (U NUs) — u+ Uy morphiesatz

ein Isomorphismus. %
U,

(Wir verwenden hier die prizisere Schreibweise v+ U fiir die Aquivalenzklasse [v],

q . . ) ) . .. Ui
weil wir es mit zwei verschiedenen Quotientenrdumen zu tun haben. In der Be- \
schreibung von ¢ ist u ein Element von Uj.) UynUs

Beweis.

U1 U1+U2

| T

U /(UL N ) —j> (Uy + Uy) /U,

Wir betrachten die Verkniipfung f: U; — (Uy 4+ Us) /U, der Inklusionsabbildung
U, — U; + Uy mit dem kanonischen Epimorphismus U; + Uy — (Uy + Us) /Us.
Dann ist ker(f) = U; N Us. AuBerdem ist f surjektiv: Sei v + Uy € (Uy + Us)/Us
mit v € U; + Us, dann gibt es u; € U; und uy € Us; mit v = uy + uq. Es folgt
v+U; =u;+ Uy = f(uy), dav—1uy = ug € Uy. Nach dem Homomorphiesatz 18.13
existiert der Isomorphismus ¢ wie angegeben. u
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18.16. Satz. Seien V ein Vektorraum und Uy C Uy C V Untervektorriume. SATZ
Dann ist Uy /Uy ein Untervektorraum von V /Uy und die Abbildung Zweiter Iso-
&: V/Us — (VU (UsJUL), v+ Us—s (v+Uy) + UsJU, morphiesatz

15t ewn Isomorphismus.

Beweis.
vV VU % i V/U,
| |
Ua /U V/Us — = (V/Uh)/(U2/Uh)

‘Ui Sei m: V. — V/U; der kanonische Epimorphismus; dann ist Us/U; = 7(Us) ein
Untervektorraum von V/U;. Wir betrachten die Verkniipfung f von 7 mit dem
kanonischen Epimorphismus V/U; — (V/Uy)/(Uy/Uy). Da beide Epimorphismen
surjektiv sind, gilt das auch fiir f. AuBerdem ist ker(f) = 7= (Uy/U;) = U,. Die
Behauptung folgt dann wieder aus dem Homomorphiesatz 18.13. a

DEF Die Aquivalenzklassen [v] = v + U, die in diesem Zusammenhang auch Nebenklas-
Nebenklasse ~ sen (von U) oder Restklassen (modulo U) heifien, haben auch eine geometrische
Restklasse Interpretation als , verschobene Untervektorrdume® (man verschiebt ndmlich U

um den Vektor v). Dafiir gibt es einen eigenen Namen.

DEF E S 18.17. Definition. Sei V' ein Vektorraum. Ein affiner Unterraum von V ist ent-

Affiner weder die leere Menge oder eine Menge der Form v + U mit v € V und einem
Unterraum Untervektorraum U von V. Die Dimension von v + U ist dim(v + U) = dim U,
Gerade die Dimension des leeren affinen Unterraums wird als —oo definiert. Affine Un-

terrdume der Dimension 1 heiBen auch (affine) Geraden, affine Unterrdume der
Ebene Dimension 2 heiflen auch (affine) Ebenen. &

Wir kennen affine Unterrdume bereits als Losungsmengen von linearen Gleichun-
gen (siehe Satz 12.10): Die Losungsmenge jeder linearen Gleichung f(x) = b (wobei
f:V — W eine lineare Abbildung ist) ist ein affiner Unterraum von V. Umgekehrt
ist jeder affine Unterraum von V' auch Losungsmenge einer linearen Gleichung. Das
ist klar fiir die leere Menge (wéhle f =0: V — K und b = 1); fiir A = v+ U ist
A = 77!([v]) fiir den kanonischen Epimorphismus 7: V' — V/U.

Das liefert uns zwei verschiedene Moglichkeiten, einen nicht-leeren affinen Unter-
raum A des endlich-dimensionalen Standard-Vektorraums K™ zu beschreiben (wir
betrachten die Elemente von K™ als Spaltenvektoren):

(1) Als verschobener Untervektorraum in der Form A = zo + (x1,..., &),
wobei (&1, ...,x,,) eine Basis des linearen Unterraums

A—A={v—2"]v v € A}
ist (A — A ist U in Definition 18.17).

(2) Als Losungsmenge eines Systems von linearen Gleichungen Mz = b.

Von einer Beschreibung der Form (2) kommen wir zu einer Beschreibung der
Form (1), indem wir den Losungsalgorithmus fiir lineare Gleichungssysteme ver-
wenden. Fiir die umgekehrte Richtung miissen wir U = (xq,...,x,,) als Kern
einer Matrix M schreiben. Sei dafiir M’ die (m x n)-Matrix, deren Zeilen durch

x| ...,z gegeben sind. Dann folgt, dass der Zeilenraum der gesuchten Matrix M
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genau der Kern von M’ ist (Ubung). Indem wir eine Basis des Kerns von M’ als
Zeilen in eine Matrix schreiben, bekommen wir also einen Kandidaten fiir M; die
rechte Seite b ergibt sich dann als b = Mx.

Welche Art der Beschreibung niitzlicher ist, hingt davon ab, was wir mit dem
affinen Unterraum anstellen wollen. Wenn wir zum Beispiel den Durchschnitt von
zwel (oder mehr) affinen Unterrdumen bestimmen wollen (der, wie wir bald sehen
werden, wieder ein affiner Unterraum ist), dann ist Beschreibung (2) hilfreicher.

Der Untervektorraum U, der zu einem nicht-leeren affinen Unterraum A gehort,
ist durch A eindeutig bestimmt, denn es ist U = A — A = {v — ' | v,0/ € A}.
Dagegen ist der ,, Aufpunkt“ v nicht eindeutig bestimmt (aufler im Fall U = {0}),
denn jedes v € A erfiillt A =v+U.

Wir konnen affine Unterrdume durch eine Abgeschlossenheitseigenschaft charak-
terisieren.

18.18. Satz. Seien V ein K-Vektorraum und A C V eine Teilmenge. Dann sind
aquivalent:

(1) A ist ein affiner Unterraum von V.

(2) A ist unter ,affinen Linearkombinationen® abgeschlossen:
Fiir alle ay,as,...,a, € Aund A, Aa, ..., \y € K mit \i+Xa+...4+ X, =1
gilt \yay + Asas + ...+ M\ya, € A.

Beweis. ,,(1)=(2)“: Wenn A = () ist, ist nichts zu zeigen. Sei also A = v 4+ U mit
v € V und einem Untervektorraum U. Dann ist a; = v 4+ u; mit u; € U fiir alle
j€{1,2,...,n}, also erhalten wir

Aar 4+ Aas + ...+ Apan = M (v ur) + Xo(v 4 ug) + ..o+ Ap(v + uy)
=M+ X+ FN)v+ AU Agus + .+ Ay,
=04+ (Mug + Aug + ...+ Au,) Ev+U=A.

»(2)=(1)“: Wenn A = () ist, dann ist A ein affiner Unterraum. Wir kénnen also
A # () annehmen; sei v € A fest gewdhlt und U =A—v={a—v|a€ A} CV.
Wir zeigen, dass U ein Untervektorraum von V ist; dann folgt, dass A = v + U
ein affiner Unterraum ist.

e 0cU,da0=v—vund v € A ist.

e U ist abgeschlossen unter der Addition: Seien v = a — v und v’ = @’ — v mit
a,a’ € A. Nach (2) gilt a + o' — v € A (das ist eine affine Linearkombination),
alsoist u+u' = (a+d —v)—vel.

e U ist abgeschlossen unter der Skalarmultiplikation: Seien v = ¢ — v mit a € A
und A € K. Nach (2) gilt A\a—Av+v € A, alsoist \u = (A\a—Av+v)—v e U. Q

Daraus folgt, dass Durchschnitte von affinen Unterrdumen wieder affine Unterrdume
sind.

18.19. Folgerung. Sei V ein Vektorraum und sei (A;);er eine Familie von affinen
Unterrdumen von V mit I # (). Dann ist (\,.; A; ebenfalls ein affiner Unterraum
von V.

i€l
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Beweis. Nach Satz 18.18 sind alle A; abgeschlossen unter affinen Linearkombina-
tionen. Seien jetzt ai,as,...,a, € A = [),c; A; und seien Ay, Ay, ..., A, Skalare
mit Ay +Xa+...+ A, = 1. Dannist a = A\ja; +Xsas+.. .+ \a, € A; fiirallei € I,
also ist a € A. Damit ist A unter affinen Linearkombinationen abgeschlossen, also
ist A wiederum nach Satz 18.18 ein affiner Unterraum von V. a

Ist Ay =v;+U;und (,c; A =v+ U # 0, dann ist U = ,.,; Us (Ubung).

18.20. Beispiel. Welche affinen Unterrdume gibt es im R3?

e Die leere Menge ist ein affiner Unterraum.
e Jede einelementige Menge {x} ist ein affiner Unterraum der Dimension 0.

e Jede Gerade (nicht unbedingt durch den Nullpunkt) ist ein affiner Unterraum
der Dimension 1.

e Jede Ebene (nicht unbedingt durch den Nullpunkt) ist ein affiner Unterraum
der Dimension 2.

e IR3 selbst ist der einzige affine Unterraum der Dimension 3.

Zwei Geraden konnen zusammenfallen, sich in einem Punkt (affiner Unterraum der
Dimension 0) schneiden oder disjunkt sein (dann sind sie parallel oder windschief).
Fiir eine Gerade g und eine Ebene E gibt es die folgenden Moglichkeiten: g C F,
gNE = {P} oder gN E = ) (dann ist g parallel zu E). Zwei Ebenen kénnen
iibereinstimmen, sich in einer Geraden schneiden oder disjunkt sein (dann sind sie
parallel).

Man kann affine Unterrdume wahlweise in der Form A = v + U (wenn A # ()
oder als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems beschreiben. Eine (affine)
Gerade im R?® kann also in der Form ¢ = xq + (y) beschrieben werden (mit
»Aufpunkt* x, und ,Richtungsvektor* y # 0) oder in der Form

a1 + a2 + a13r3 = by
(2171 + A22%2 + a2373 = by

(mit linear unabhéngigen Vektoren (aq1, aje, a13) und (as1, ass, ass)). Diese zweite
Form kann man auch so interpretieren, dass man ¢ als Schnitt zweier nicht paralle-
ler Ebenen darstellt, denn jede der beiden Gleichungen beschreibt eine Ebene. &

Analog zur linearen Hiille kann man jetzt die affine Hiille einer Teilmenge T' C V de-
finieren als den kleinsten affinen Unterraum, der T enthélt (formal: als Durchschnitt
aller affinen Unterrdume, die T' enthalten). Auf dieselbe Weise, wie wir gezeigt haben,
dass die lineare Hiille von T' genau aus allen Linearkombinationen von Elementen von T'
besteht, sieht man, dass die affine Hiille von T genau aus allen affinen Linearkombina-
tionen von Elementen von T' besteht. Es gilt dim(affine Hiille von T') < #T — 1. Zum
Beispiel ist die affine Hiille von drei verschiedenen Punkten im R? entweder eine Gerade
(wenn die drei Punkte auf einer Geraden liegen) oder eine Ebene, némlich die durch die
drei Punkte aufgespannte Ebene.

Ein anderes Beispiel ist die affine Hiille A der Vereinigung g1 U g2 zweier Geraden im R3.
Im Fall g1 = g2 ist A = g1 = g2. Schneiden sich g; und ¢ in einem Punkt, dann
spannen sie gemeinsam die Ebene A auf (die die Form A = x¢ + (y;, y,) hat, wobei
g1 N g2 = {xo} ist und y,, y, Richtungsvektoren von g; und go sind). Sind g1 und go
parallel, dann spannen sie ebenfalls eine Ebene auf (finden Sie eine Beschreibung dieser
Ebene!). Sind g; und g schlieBlich windschief, dann ist A = R3.

Sind A7 = v1 + U7 und Ay = vy + Us endlich-dimensionale und nicht-leere affine Un-
terrdume eines Vektorraums V und ist A die affine Hiille von A; U A5, dann kann man
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folgende Dimensionsformel zeigen:

dim A dim A; 4+ dim Ay — dim(A; N As), falls Ay N Ay # 0;
1 =
dim A; + dim A — dim(U; NUs) + 1, falls A; N Ay = 0.
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19. DER DUALRAUM

Wir hatten im ersten Semester schon gesehen, dass die Menge aller Homomor-
phismen f: V — W zwischen zwei K-Vektorrdumen V und W selbst wieder die
Struktur eines K-Vektorraums Hom(V, W) hat (Satz 10.20). Ein besonders wich-
tiger Spezialfall tritt auf, wenn W = K ist.

19.1. Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V — K
heifit auch eine Linearform auf V. Der Vektorraum V* = Hom(V, K) heifit der
Dualraum von V. &

Die Elemente von V* sind also gerade die Linearformen auf V. Wir erinnern uns
an die Definition der Vektorraumstruktur von V*: Fiir Linearformen ¢, ¢’ € V*
und A € K ist ¢ + ¢’ die Linearform v — ¢(v) + ¢'(v) und A¢ ist die Linearform
v = Aop(v).

19.2. Beispiele.

(1) Auf dem Standardvektorraum K" sind die Koordinatenabbildungen oder
Projektionen

prj: (21, %2, .., Tn) > 15, je{1,2,...,n},

Linearformen.
(2) Ist V ein Vektorraum von reellen Funktionen auf einer Menge X, dann ist
fiir jedes x € X die Auswertungsabbildung
evy: fr— f(x)
eine Linearform auf V.
(3) Ist V* der Dualraum eines Vektorraums V, dann ist fiir jedes v € V die
Auswertungsabbildung
evy: ¢ — ¢(v)

eine Linearform auf V* also ein Element des Bidualraums V** = (V*)*. &

Wir erinnern uns daran, dass eine lineare Abbildung durch ihre Werte auf einer
Basis eindeutig bestimmt ist und dass diese Werte beliebig vorgegeben werden
konnen (Satz 10.11). Daraus ergibt sich der folgende wichtige Satz.

19.3. Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis (vy,...,v,).
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Basis (vy,...,v}) des Dualraums V*, sodass
fir allei,j € {1,2,...,n} gilt

1, fallst=j;

v (v5) = 9% {o, falls i  j.
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19.4. Definition. In der Situation von Satz 19.3 heifit die Basis (v, ..., v}) die
zur Basis (vy,...,v,) duale Basis von V*. &

Man beachte, dass jedes Element v} der dualen Basis von allen Elementen vy, ..., v,
abhéngt, nicht nur von v;!

Beweis. Die Linearformen v} sind durch die angegebene Bedingung eindeutig fest-
gelegt, denn wir schreiben ihre Bilder auf einer Basis von V vor. Es bleibt zu zeigen,
dass diese Elemente v}, v3,..., v € V* eine Basis bilden.

Wir zeigen zuerst, dass sie linear unabhéngig sind. Seien dazu Ay, g, ..., A\, Skalare
mit \v] 4+ Av3 + ... 4+ Aup = 0. Wir werten die links stehende Linearform auf
V1, Vg, . . ., Uy AUS:

0=0(v;) = (Mv] + 03 + ...+ A0 (v)
=M1 (v)) + -+ Aavf o (vg) + A5 (07) + Ajavi () + -+ Ay (v))
=M -0+ AN 0N T+ A 04 A, 0
= ;.
Also sind alle A\; = 0, und die lineare Unabhéngigkeit ist bewiesen.

Wir miissen noch zeigen, dass die v} ein Erzeugendensystem von V* sind. Sei dazu
¢ € V* beliebig. Dann gilt

¢ = ¢(v1)oy + @(v2)vs + ... + d(vn)vy,
denn beide Seiten sind Linearformen, die auf der gegebenen Basis von V' dieselben
Werte annehmen: Wie eben gilt

(d(v1)o} + d(v2)vs + ... + d(vn)v}) (v;) = D(v;) .

Das zeigt, dass ¢ eine Linearkombination von v}, v3, ..., v} ist.

(Alternativ kénnten wir argumentieren, dass dim V* = dim Hom(V, K) = dimV =
n ist, sodass die lineare Unabhéngigkeit bereits ausreicht.) u

Wenn V' nicht endlich-dimensional ist, dann kann man zu einer Basis (b;);er von V
immer noch eine Familie (b});cr in V* konstruieren, die b} (b;) = d;; erfiillt. Diese Familie
ist linear unabhingig (mit demselben Beweis wie eben), aber kein Erzeugendensystem
von V* denn jede Linearkombination (die ja immer nur endlich viele Vektoren involviert)
der b nimmt nur auf endlich vielen Basiselementen b; von null verschiedene Werte an.
Es gibt aber zu jeder Wahl von Werten auf allen b; eine zugehérige Linearform; zum
Beispiel gibt es ¢ € V* mit ¢(b;) =1 fiir alle j € I, aber ¢ ¢ ({b] | i € I}).

19.5. Beispiel. Die duale Basis zur Standardbasis (e, es, . .., e,) von K" besteht
gerade aus den Koordinatenabbildungen (pry, pry, ..., pr, ). Wir bekommen einen
Isomorphismus f: K" — (K")*, indem wir e; auf pr; abbilden. Wenn wir die
Elemente von K™ als Spaltenvektoren betrachten, dann kénnen wir die Elemente
des dualen K™ als Zeilenvektoren auffassen, denn sie sind lineare Abbildungen
K" — K, die wir durch (1 x n)-Matrizen darstellen kénnen. Sind x,y € K",
dann ist die Auswertung von &' auf y gegeben durch die Multiplikation einer
(1 x n)-Matrix mit einer (n x 1)-Matrix oder auch durch das Skalarprodukt:

wT(y) = f(z)(y) = T'y=z - y=z1y1+...+ Y.
Es ist namlich

f@)(y) = (@ipry + .. 4 2o pr,)(Y) = 21y + -+ Ty - s

Aus dem Satz ergibt sich unmittelbar:

BSP
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19.6. Folgerung. Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, dann gilt
dimV =dim V™.
Insbesondere sind V und V* isomorph.

Die Aussage von Folgerung 19.6 ist fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume falsch. Das
liegt daran, dass die Dimension (als Méchtigkeit einer Basis definiert) des Dualraums V*
,unendlicher® ist als die Dimension von V selbst. Genauer bedeutet das: Es gibt zwar in-
jektive, aber keine surjektiven Abbildungen von einer Basis von V' in eine Basis von V*.
Diese Aussage ist verwandt mit dem Satz aus der Mengenlehre, dass die Potenzmen-
ge P(X) einer Menge X stets echt méchtiger ist als X: Es gibt keine surjektive Abbildung
X — P(X). Zum Beweis sei f: X — P(X) irgendeine Abbildung. Wir betrachten die
Teilmenge
T={zeX|z¢ f(x)}CX.

(Als Element von P(X) ist f(x) eine Teilmenge von X, also ist die Bedingung ,x ¢ f(x)“
sinnvoll. Die Konstruktion ist dhnlich wie in der Russellschen Antinomie, die am Ende
des Abschnitts iiber Mengenlehre in der Linearen Algebra I im Kleingedruckten erwéhnt
wird.) Dann ist 7' € P(X) nicht im Bild von f. Denn wire T' = f(x) fiir ein z € X,
dann erhielte man den Widerspruch

€Tl <= z¢ f(x) <= xz¢T

(die erste Aquivalenz ist die Definition von T, die zweite folgt aus f(z) = T). Der
Zusammenhang ergibt sich so: Sei B eine Basis von V. Dann gibt es zu jeder Teilmenge T’
von B eine eindeutig bestimmte Linearform ¢ € V* mit ¢p(b) = 1 fiir alle b € T
und ¢p(b) = 0 fur alle b € B\ T. Die Menge 7 = {¢r | T C B} C V* hat die
Miéchtigkeit von P(B). Die ¢ sind zwar nicht linear unabhéngig (zum Beispiel gilt
o1 + O — drur — drAr = 0), aber man kann zeigen, dass 7 eine linear unabhéngige
Teilmenge gleicher Méchtigkeit enthélt (das kommt daher, dass jede lineare Relation
nur endlich viele ¢r enthélt). Es folgt, dass jede Basis von V* echt méchtiger sein muss
als B.

Ein Isomorphismus V' — V* ist — nach Wahl einer Basis (vy,vs,...,v,) von V
— dadurch gegeben, dass man v; auf v abbildet. Der Isomorphismus héngt von
der Wahl der Basis ab (man kann leicht Beispiele finden, die das belegen), er ist
also nicht , natiirlich® oder kanonisch. Im Unterschied dazu gibt es eine kanonische
lineare Abbildung in den Bidualraum V**

Bevor wir das zeigen, formulieren wir noch eine Aussage, die wir spéater brauchen.

19.7. Lemma.

(1) Seien V und W Vektorraume und U C V ein Untervektorraum. Ist aufer-
dem f: U — W eine lineare Abbildung, dann kann man f zu einer linearen
Abbildung F: V — W fortsetzen (es gilt also F|y = f).

(2) Ist V ein Vektorraum und 0 # v € V, dann gibt es ¢ € V* mit ¢p(v) = 1.
Allgemeiner gilt: Ist U C 'V ein Untervektorraum und v € V\ U, dann gibt
es ¢ € V* mit ¢|ly =0 und ¢(v) = 1.

Bewezs.

(1) Wir verwenden, dass es ein Komplement U’ von U in V' gibt. Das haben
wir nur fiir V' endlich-dimensional bewiesen; es gilt jedoch auch allgemein.
(Dafiir braucht man den Basisergénzungssatz fiir unendliche Mengen und
damit das Auswahlaxiom.) Jedes Element v von V' l4sst sich dann eindeutig
schreiben als v = v+« mit v € U und ' € U’; wir definieren F' durch



§19. Der Dualraum 163

F(v) = f(u). F ist linear als Komposition der Projektion auf U (beziiglich
der Zerlegung V' = U @ U’) und der linearen Abbildung f; es ist klar, dass
(2) Wir wenden Teil (1) an auf U = (v) und f: U — K, Av — A. Fiir die
allgemeinere Aussage betrachten wir 0 # [v] € V/U; dann gibt es eine Li-
nearform ¢: V/U — K mit ¢([v]) = 1. Damit hat ¢ = gor die gewiinschten
Eigenschaften, wobei 7: V' — V/U der kanonische Epimorphismus ist. Q

Die erste Aussage von Teil (2) in Lemma 19.7 kann man so interpretieren, dass man
mithilfe von Linearformen auf V' die Punkte (Elemente) von V' ,trennen“ kann:
Sind v, v’ € V verschieden, dann ist v—v" # 0, also gibt es ¢ € V* mit ¢p(v—2") =1
und damit ¢(v) # ¢(v'). Daraus folgt, dass v € V' durch die Abbildung V* — K,
¢ — ¢(v), eindeutig bestimmt ist. Das ist gleichbedeutend mit der Injektivitat
von ay im folgenden Satz.

19.8. Satz. Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist die folgende Abbildung ein injek-
tiver Homomorphismus:

ay: V. — V™ v (evy: ¢ ¢(v)).

Ist 'V endlich-dimensional, dann ist avy ein Isomorphismus.

Beweis. Es sind verschiedene Aussagen zu zeigen.

e ev, € V** (sieche Beispiel 19.2): ev, ist eine Abbildung V* — K; wir miissen
zeigen, dass ev, linear ist:

evy(¢+ &) = (¢ + &) (v) = d(v) + ¢'(v) = evy(9) + evy(¢')

und analog fiir die Skalarmultiplikation. (Hier benutzen wir die Definition der
Vektorraumstruktur von V*.)

e ay ist linear: ay (v + v') = ev,y bildet ¢ € V* auf ¢p(v + v') = ¢(v) + ¢(v') =
evy(d) +evy (@) ab, hat also denselben Effekt wie oy (v) 4+ ay (v'). Analog sehen
wir, dass ay (Av) = ev), die Abbildung ¢ — ¢(Av) = Ap(v) ist und daher mit
Aay (v) tbereinstimmt. (Hier benutzen wir, dass die Elemente von V* lineare
Abbildungen sind, und die Definition der Vektorraumstruktur von V**)

e oy ist injektiv: Wir zeigen ker(ay ) = {0}. Sei v # 0. Nach Lemma 19.7 gibt
es ¢ € V* mit (ayv(v))(¢) = ¢(v) =1 # 0, also ist ay(v) # 0 und damit
v ¢ ker(ay). Es bleibt also nur der Nullvektor als einzig mogliches Element
von ker(ay).

e qay ist Isomorphismus, falls dim V' < oo: In diesem Fall gilt nach Folgerung 19.6
dimV = dim V* = dim V**. Als injektive lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorrdumen derselben Dimension muss oy dann ein Isomor-
phismus sein (Folgerung 10.14). a

Ist V' endlich-dimensional, dann kann man also V und V** durch den kanoni-
schen Isomorphismus ay miteinander identifizieren und damit V' als den Dual-
raum von V* betrachten. Das bedeutet, dass die Beziehung zwischen V und V*
symmetrisch ist. Das wird zum Beispiel durch die néchste Aussage illustriert.

SATZ
kanon. Abb.
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Bidualraum
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19.9. Folgerung. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum; sei (v, ..., v})
eine Basis von V*. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Basis (vy,va,...,0,)
von V, sodass (v, vs,...,v5) die zu (vy,vq,...,v,) duale Basis ist.

Beweis. Sei (vi*,v5*, ..., v ) die zu (v, v5, ..., v}) duale Basis von V** Da ay ein
Isomorphismus ist, gibt es eindeutig bestimmte vy, vs, ..., v, € V mit ay (v;) = vy

fir alle j € {1,2,...,n}; (v1,vs,...,v,) ist eine Basis von V. Auflerdem gilt fiir
alle 1,5 € {1,2,...,n}:

v () = evy, (v]) = (v (v;)) (V) = v (v)) = b = by,

also ist (v],v3,...,v}) die zu (vq,vs,...,v,) duale Basis. Die Eindeutigkeit folgt
aus der Eindeutigkeit der v;™. a
Sind (vy,va,...,v,) und (vf,vs,...,v}) zueinander duale Basen von V' und V*
dann gilt:

Yot e V' vt =0"(vq) - v] + 0 (vg) -y + .+ 0% (v,) - 0] und
YVoeV: wv=vi(v) vy +v3v) va+...+v(v) vy,

Die erste Aussage haben wir im Beweis von Satz 19.3 verwendet, die zweite folgt
durch Vertauschen der Rollen von V' und V* Diese zweite Relation zeigt, dass man
die Elemente v} der dualen Basis als Koordinatenabbildungen beziiglich der Basis
(v1,...,v,) von V interpretieren kann.

19.10. Beispiel. Sei V = K[X]., der Vektorraum der Polynome iiber K vom
Grad < n. Seien ay, as, ..., a, € K paarweise verschieden. Dann wissen wir, dass
die Auswertungsabbildungen ev,, fiir i € {1,2,...,n} linear unabhéngig sind; sie
bilden also eine Basis von V* Welche Basis von V' ist dazu dual? Wenn diese Basis
(p1,p2, .. ,pn) ist, dann muss gelten p;(a;) = d;;, also ist

X—aj
pz—Hai_%.
JFi

Die obige Relation liefert dann fiir p € V' beliebig, dass

p=plar)-p1+plaz) -pa+...+plan) - pn

ist — wir erhalten wieder die Lagrangesche Interpolationsformel, vergleiche Bei-
spiel 10.15. &

Wir haben gesehen, wie man Vektorrdume und Basen ,,dualisieren® kann. Jetzt
erweitern wir das auf lineare Abbildungen: Ist f: V' — W linear und ¢ € W*,
dann ist f7(¢) = ¢o f: V — K eine Linearform auf V:

(o
fl\()
o)

W—K
Wir erhalten eine Abbildung f': W* — V*.

FOLG
Basis dual zu
Basis von V*
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DEF S 19.11. Definition. Ist f: V — W linear, dann heifit f7: W* = V* ¢+ ¢o f,

duale lineare die zu f duale oder transponierte lineare Abbildung. &
Abbildung
Dass f' tatsdchlich linear ist, folgt aus der Definition der Vektorraumstruktur
auf W*:
frlo+d)=(p+¢)of=¢of+¢ of=Ff(e)+ [ ()
und

FT0) =)o f=Aoof)=AT(¢).
Auch die Bezeichnung f* ist gebréuchlich.

Die Notation f' erklirt sich durch die folgende Aussage.

19.12. Satz. Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorriume, seien B SATZ
und B' Basen von V und W und seien B* und B’ die dazu dualen Basen von V* fT und AT
und W*. Sei f: V — W linear und A = Matg g/ (f) die f beziglich der Basen B

und B’ darstellende Matriz. Dann gilt

Matg-g-(f1) = AT.

Beweis. Seien B = (by,bs,...,b,), B' = (b}, b,,...,0),) und A = (a;;). Wir schrei-
ben B* = (b3, b5,...,0%) und B = (b, 05", ... b "). Dann ist

f(b) = aljbll + a2jb/2 + ...+ amjb'
also ist
=0 (f(by)) = (0" o F)(b;) = (fT(0]7)) (b))
Auf der anderen Selte gilt mit Matp- g« (f) = (a} i)
fT(b;;*) = ayby + agby + ...+ agby;
Anwenden auf b; ergibt

A5 = (f (b,*»(b ) = a]z’

also sind die beiden Matrizen zueinander transponiert. a
19.13. Lemma. Sind V und W zwei K-Vektorriume, dann ist LEMMA
T
®: Hom(V, W) — Hom(W*,V*), fr— f' f=1

eine injektive lineare Abbildung. Sind V und W beide endlich-dimensional, dann
1st ® ein Isomorphismus.

Beweis. ® ist linear, denn fiir ¢ € W* und f,g € Hom(V, W) und A € K gilt
(f+9) (@) =¢o(f+g)=¢of+dog=[T(¢)+9g"(¢)=(f"+9")9),
also ist ®(f +g) = (f+9)" =f" +g' =0(f) + 2(g), und
AN (@) =0 (M) =Moo f)=AfT(¢) = (A1),
also ist DA f) = (Af)T = AfT = \O(f).

® ist injektiv, denn fiir f € Hom(V, W) mit ®(f) = f' = 0 gilt ¢ o f = O fiir alle
¢ € W*. Daes zu jedem 0 # w € W ein ¢ € W* gibt mit ¢(w) # 0 (Lemma 19.7),
folgt f(v) = 0 fiir alle v € V, also f = 0.

Sind V und W beide endlich-dimensional, dann gilt (Satz 10.22)
dim Hom(W*, V*) = dim W* - dim V* = dim W - dim V' = dim Hom(V, W) ,
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also ist @ als injektive lineare Abbildung zwischen zwei endlich-dimensionalen
Vektorrdumen derselben Dimension ein Isomorphismus. u

Wir zeigen noch einige weitere einfache Eigenschaften der transponierten Abbil-

dung.
LEMMA 19.14. Lemma.
Eigenschaften _ T
von fT (1) Ist V ein Vektorraum, dann gilt idy, = idy-.
(2) Sind V,V' V" Vektorriume und f: V — V' und g: V' — V" lineare
Abbildungen, dann gilt (go f)T = fTog'.
(3) Ist f: V — W ein Isomorphismus, dann ist auch f' ein Isomorphismus
und es gilt (f1)"t=(f~1".
Beweis.
(1) Fiir ¢ € V* ist id{,(¢) = ¢ o idy = ¢.
(2) Fiir ¢ € (V")* ist
(go /)T (@) =¢olgof)=(pog)of=g" (®)of=["(9"(0) =g )(¢).
(3) Nach den beiden ersten Teilen gilt
flo(f )T =("o ) =idy =idy-
und
() o fT=(fof™ =idy = idw-,
woraus die Behauptungen folgen. a
Der Beweis der folgenden Aussagen, die Zusammenhénge zwischen fT und der kanoni-
schen Injektion ay aufzeigen, ist eine Ubungsaufgabe.
LEMMA 19.15. Lemma.
fTund ay

(1) Sei V ein Vektorraum. Dann gilt o, o ay» = idy».

(2) Sei f: V — W linear. Dann kommutiert das folgende Diagramm:

v ow
avl law
TT

es gilt also f'T oy = aw o f.
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20. BILINEARFORMEN

Nachdem wir im letzten Abschnitt Linearformen besprochen haben, kommen wir
jetzt zu bilinearen Abbildungen und Bilinearformen.

20.1. Definition. Seien K ein Korper und Vi, Vo, W drei K-Vektorrdume. Eine
Abbildung §: Vi x Vo — W heifit (K-)bilinear, wenn [ in jedem der beiden
Argumente K-linear ist, also wenn fiir alle vy, v} € Vi, v9,v, € Vo und A € K gilt

B(v1 + Uiavz) = B(v1,v2) + ﬁ(viﬂ}?)? B(Avy,v2) = AB(v1, v9)
B(v1,v9 + vy) = B(v1,v9) + B(vr, v5), B(v1, M) = AB(v1,v9) .

Ist W = K, dann heiit 3 eine (K -)Bilinearform oder auch Paarung. Gilt auflerdem
Vi = Vo =V, dann heiit g eine (K-)Bilinearform auf V. Wir bezeichnen den K-
Vektorraum aller Bilinearformen V; x V4, — K mit Bil(V3, V5).

Ist 5: V xV — K eine Bilinearform auf V, dann heifit 5 symmetrisch, wenn fiir
alle v, vy € V gilt, dass 5(vq,v1) = B(v1,v2) ist. B heifit alternierend, wenn fiir
alle v € V gilt, dass 5(v,v) = 0 ist. O

Ist B: VXV — K eine alternierende Bilinearform, dann gilt f(vy, v1) = —B(vy, v2).
Das sieht man so:

0 = B(vy + ve,v1 + v3)
= [(v1,v1) + B(v1,v2) + B(v2, v1) + B(va, v2)
= B(v1,v9) + B(ve, v7) .

Umgekehrt folgt aus f(vy,v1) = —pf(vy,vy) fiir alle vy,ve € V die Gleichung
B(v,v) = —B(v,v), also 26(v,v) = 0 fiir alle v € V. Kann man in K durch 2
teilen (im Korper Fy mit zwei Elementen ist 2 = 0, dort geht das nicht, aber sonst
praktisch immer), dann folgt, dass  alternierend ist. Im Normalfall sind alternie-
rende Bilinearformen also dasselbe wie schief-symmetrische Bilinearformen.

Bilineare Abbildungen treten héufig in Gestalt einer Multiplikationsabbildung auf.

20.2. Beispiele.

(1) Die Matrixmultiplikation
Mat(l x m, K) x Mat(m x n, K) — Mat(l x n, K), (A,B)+— AB

ist eine bilineare Abbildung (das folgt aus den Rechenregeln fiir Matrizen).
Genauso ist die Multiplikation von Polynomen

K[X] x K[X] — K[X], (p.q) — pq
eine bilineare Abbildung.
(2) Das Standard-Skalarprodukt
K"x K" — K, ((xl,mg, o)y (Y1, Yo, - ,yn)) — 1Y + oY + ..+ Tuln
ist eine symmetrische Bilinearform auf K™.
(3) Die Abbildung
K?*x K* — K, ((:El,xg), (yl,y2)) — T1Y2 — ToY1

ist eine alternierende Bilinearform auf K?2.

DEF
bilineare Abb.
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(4) Die Spurform
Mat(m x n, K) x Mat(m x n, K) — K, (A, B)+— Tr(A"B) = Tr(AB")

ist eine symmetrische Bilinearform auf Mat(m x n, K). ' 3

Allgemein gilt (leichte Ubung): Ist 3: V; x Vo — W bilinear und sind f;: V| — Vi,
fa: Vi = Vound f: W — W’ linear, dann ist

foBo(fif): VIxVi— W' (vy,v5) — f(B(f1(v), fa(v})))

ebenfalls bilinear. Ahnlich wie wir linearen Abbildungen zwischen endlich-dimen-
sionalen Vektorrdumen mit festgelegten Basen Matrizen zuordnen kénnen, konnen
wir auch Bilinearformen durch Matrizen beschreiben.

20.3. Definition. Seien V' und W endlich-dimensionale K-Vektorraume. Wir
setzen dimV = m und dimW =n. Sei §: V x W — K eine Bilinearform. Seien
weiter B = (by,bs,...,b,) eine Basis von V und B’ = (b, b5,...,b) eine Basis
von W. Dann heifit

B(by, b))  B(by,bhy) -+ B(by, b))
by, b by, b b, b,
Matp p/(8) = (/B(bi’b;))1<i<m1<j<n _ B( 2 D) B( 2 5) B( 2‘ )

I i R

B b)) Blomsbh) - Blb, )

die Matriz von (8 beziiglich B und B’. Im Fall V' = W und B = B’ schreiben wir
auch Matg(3) statt Matg g(53). O

Sind v = x1by +x2bs + . .. + by, € V und v = 41 0] +y0by + . .. +y,bl, € W, dann
ist B(v,v") = 33, - 2iy;B(bi, b)), was sich in folgende Matrixmultiplikation
iibersetzen ldsst (rechts steht eine 1 x 1-Matrix, die wir mit ihrem einzigen Eintrag
identifizieren):

Y1
! Y2
Bv,v") = (x122 ... zm) Matg g (8) | .
Yn
Seien By, Bj, Basen von V und By, By, Basen von W, sowie f: V x W — K
eine Bilinearform. Mit A = Matp, 5, (8), A" = Matp, p; (8) und den Basiswech-

selmatrizen P = Matp; By (idy) und @ = Mat Bl By (idw) gilt dann (&hnlich wie
fiir lineare Abbildungen)

A = PTAQ.

Fiir Bilinearformen auf einem Vektorraum V, wo man nur eine Basis (von V)
wéahlen kann, muss dabei () = P sein. In diesem Fall heiflen zwei Matrizen A
und A’ die dieselbe Bilinearform (beziiglich zweier i.A. verschiedener Basen) be-
schreiben, auch kongruent. Das bedeutet also, dass es P € GL(dim V, K) gibt mit
A’ = PTAP; wir erhalten eine Aquivalenzrelation auf Mat(dim V, K).

Es gibt einen Zusammenhang zwischen Bilinearformen einerseits und Linearformen
und Dualrdumen andererseits.
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20.4. Lemma. Seien V und W zwei K -Vektorraume.

(1) Sei 5: V x W — K eine Bilinearform. Dann ist fir jedes v € V die
Abbildung W — K, w — [(v,w), eine Linearform auf W, und fiir jedes
w € W ist die Abbildung V — K, v — B(v,w), eine Linearform auf V.

(2) Die durch (1) gegebenen Abbildungen
Br: V—W" v+ (w > ﬂ(v,w))

und
Br: W — V* w+—— (U > B(U,w))
sind linear.

(3) Die sich aus (2) ergebenden Abbildungen
Bil(V, W) — Hom(V,W™*), [ +— (¢

und
Bil(V, W) — Hom(W,V*), [B+— fBr

sind Isomorphismen. Insbesondere sind Hom(V, W*) und Hom(W, V*) iso-
morph.

Bewezs.

(1) Das folgt unmittelbar aus der Definition von ,,Bilinearform®.

(2) Das folgt ebenfalls direkt aus der Definition von ,Bilinearform* und der
Definition der Vektorraumstrukturen auf W* und V*.

(3) Die Linearitdat der Abbildungen ergibt sich aus der Definition der Vektor-
raumstrukturen der Abbildungsrdume. Wir zeigen, dass die erste Abbil-
dung bijektiv ist mit Inverser f — ((v,w) — (f(v))(w)): Einerseits wird
p € Bil(V, W) unter der Komposition der beiden Abbildungen wie folgt
abgebildet:

Br— fr— ((v,w) = (B(v))(w)) = B;
=A(ow)

andererseits haben wir fir f € Hom(V, W*)

fr= ((w) = (f@)(w)) — (v (we= (f0)w)) = f.

.

-~

=f(v)
Die Bijektivitiat der zweiten Abbildung zeigt man analog. (Die Inverse ist

fe ((w) = (f(w)(©).) d

Ist B eine endliche Basis von V und B’ eine endliche Basis von W, dann gilt
MatB7B/* (BL) = MatB’B/(B)T U_Ild MatB/7B* (BR) = MatBVB,(/B) ,

wenn B* und B’* die zu B bzw. B’ dualen Basen von V* bzw. W* sind.
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20.5. Definition. Eine Bilinearform 5: V xW — K heif$t nicht-ausgeartet, wenn
Br: V. — W*und fg: W — V* Isomorphismen sind. Anderenfalls heifit 5 ausge-
artet. &

Wenn man eine solche nicht-ausgeartete Bilinearform hat, dann kann man (via gy,
und fg) V als Dualraum von W und umgekehrt betrachten: Zu jeder Linearform ¢
auf V' gibt es genau ein Element w € W mit ¢ = Sr(w) (also sodass ¢(v) = (v, w)
ist fiir alle v € V), und zu jeder Linearform v auf W gibt es genau ein Element
v eV mit ¢ = F(v) (also sodass ¥ (w) = B(v,w) ist fir alle w € W).

Man kann zeigen, dass es eine nicht-ausgeartete Bilinearform auf V' x W nur dann
geben kann, wenn V' und W endlich-dimensional sind.

Es folgt namlich wegen ﬂg oay = ff, (Ubung), dass ay ein Isomorphismus ist. Das ist
aber nur fiir endlich-dimensionale Vektorrdume V der Fall.

Dann miissen V und W dieselbe Dimension haben: dim W = dim W* = dim V.

20.6. Beispiel. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann ist die
Auswertungspaarung

ev: VxV"— K, (v,0) — ¢(v)
nicht-ausgeartet. Fiir beliebiges V' gilt ndmlich
evp =ay: V — V™ und evg = idy«: V' — V™,

und ay ist ein Isomorphismus, wenn V' endlich-dimensional ist. &

20.7. Lemma. Seien V und W zwei K -Vektorrdume derselben endlichen Dimen-
sion n, seien B eine Basis von V, B’ eine Basis von W und € Bil(V,W). Wir
setzen A = Matp g/ (8). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) B ist nicht-ausgeartet.
(2) ker(6y) = {0},

(3) ker(Br) = {0}.

(4) det(A) # 0.

Beweis. Dass aus (1) die Aussagen (2) und (3) folgen, ist klar nach Definition 20.5.
Umgekehrt folgt aus (2) zunéchst, dass f;, ein Isomorphismus ist (denn dimV =
n = dim W*) und dann, dass Sz = 3; o ay ebenfalls ein Isomorphismus ist (denn
B} ist ein Isomorphismus nach Lemma 19.14). Genauso zeigt man ,(3)=-(1)%.
Schlieflich ist (3) dquivalent dazu, dass Mat g g«(0g) invertierbar ist. Diese Matrix
ist aber genau A, und ,, A invertierbar“ ist dquivalent zu ,,det(A) # 0“. a

Wir wollen jetzt symmetrische Bilinearformen auf einem Vektorraum V' genauer
betrachten.
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20.8. Lemma. Seien K ein Korper,n € N, V ein n-dimensionaler K - Vektorraum
mit Basis B und 5: VxV — K eine Bilinearform auf V. Sei weiter A = Matg(5).
Dann gilt:

B ist symmetrisch <= Al =A

Eine Matrix A € Mat(n, K) heiBt symmetrisch, wenn AT = A ist. Damit gilt also,
dass eine Bilinearform genau dann symmetrisch ist, wenn ihre Matrix (beziiglich
einer beliebigen Basis) symmetrisch ist.

Beweis. Sei B = (by, by, ...,by,).
,=": Ist 8 symmetrisch, dann ist 3(b;, b;) = B(b;, b;); das bedeutet gerade AT = A.
,<“Sei AT = A. Dann gilt fiir Spaltenvektoren x,y € K™

z'Ay = (z'Ay)" =y ATz = y"Az.

(Beachte: Ay ist eine 1 x 1-Matrix und damit gleich ihrer Transponierten.)
Daraus folgt (v, v") = B(v/,v) fiir alle v,v" € V. Q

Zum Beispiel sieht man so sehr leicht, dass das Standard-Skalarprodukt eine nicht-
ausgeartete symmetrische Bilinearform auf K™ ist, denn die zugehorige Matrix
beziiglich der Standardbasis ist die Einheitsmatrix I,,, die symmetrisch ist und
det(I,) = 1 erfiillt.

Wir betrachten im Folgenden den Fall K’ = R. Dann kénnen wir zwischen positiven
und negativen Elementen von R unterscheiden. Das fiithrt zu folgender Definition.

20.9. Definition. Seien V ein R-Vektorraum und g: V x V — R eine symme-
trische Bilinearform auf V.

(1) 5 heiit positiv semidefinit, wenn (v, v) > 0 ist fiir alle v € V.

(2) B heiit positiv definit, wenn (v, v) > 0 ist fiir alle 0 #£ v € V.

(3) 5 heifit negativ semidefinit, wenn ((v,v) < 0 ist fir alle v € V.

(4) 5 heifit negativ definit, wenn 5(v,v) < 0 ist fir alle 0 # v € V.

(5) 0 heifit indefinit, wenn es v,v’ € V gibt mit f(v,v) > 0 und (v, v") < 0.
Seien n € N und A € Mat(n, R) symmetrisch, also AT = A. Im Folgenden be-
trachten wir & € R" stets als Spaltenvektor.

(1) A heiBt positiv semidefinit, wenn x"Azx > 0 ist fiir alle z € R".

(2) A heiBt positiv definit, wenn & Az > 0 ist fiir alle 0 # = € R™.

(3) A heiBt negativ semidefinit, wenn Az < 0 ist fiir alle € R™.

(4) A heiBt negativ definit, wenn x Az < 0 ist fiir alle 0 # x € R™.

(5) A heift indefinit, wenn es ¢, y € R gibt mit £'Az > 0und y Ay < 0. <

Daraus folgt im Fall dim V' < oo, dass # genau dann positiv/negativ (semi-)definit
bzw. indefinit ist, wenn das fiir Matg (/) mit irgendeiner Basis B von V gilt.
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20.10. Beispiele.
(1) Das Standard-Skalarprodukt auf R™ ist positiv definit, denn es ist
i+ a4 .+ a2 >0,
wenn nicht alle z; null sind.

(2) Die Spurform auf Mat(m x n,R) ist ebenfalls positiv definit, denn fiir eine
Matrix A = (a;;) € Mat(m x n,R) ist

Tr(ATA) = Z Z az;.

i=1 j=1
(Wenn man Mat(m x n,R) mit R™ in der iiblichen Weise identifiziert,
dann ist die Spurform einfach das Standard-Skalarprodukt.) &

Die Matrix einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform kann auch negati-
ve Eintrage haben und eine symmetrische Matrix mit lauter positiven Eintragen
braucht nicht positiv definit zu sein.

20.11. Beispiele. Seien

2 -1 1 2
A:<—1 2) und B:(2 1).

Dann ist A positiv definit, denn
(z MA<;>:Zﬁ_ZW+2fZ2@—%w”+%%

und B ist nicht positiv semidefinit, denn
(1—UB<L>=P+41+4H%4V=—Z

Tatséchlich ist B indefinit, denn elTBel = 1. &

20.12. Lemma. Ist V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit einer
positiv definiten symmetrischen Bilinearform 5:V x V. — R, dann st 3 nicht-
ausgeartet.

Beweis. Nach Lemma 20.7 geniigt es zu zeigen, dass ker(5;) = {0} ist. Sei also
v € ker(fr). Dann ist

0=0(v) = (B(v))(v) = B(v,v).

Wiére v # 0, dann hétten wir 5(v,v) > 0, also muss v = 0 sein. Q

Unser néchstes Ziel wird es sein, ein relativ einfaches Kriterium herzuleiten, mit
dem man entscheiden kann, ob eine symmetrische Matrix positiv (oder negativ)
definit ist. Dies geschieht im Hinblick auf Anwendungen in der Analysis II (dort
wird es um Kriterien gehen, wann eine Funktion in mehreren Variablen ein lokales
Maximum oder Minimum hat).

Dafiir werden wir folgende Aussage verwenden, die wir allerdings jetzt noch nicht
beweisen konnen. Das werden wir bald nachholen. Zuerst noch eine Definition.
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20.13. Definition. Sei n € N. Eine Matrix A € Mat(n,R) heifit orthogonal,

wenn A'A = I,, ist. Wir schreiben O(n) fiir die Menge der orthogonalen Matrizen
in Mat(n,R). &

Dann ist insbesondere A invertierbar (mit A~! = AT). Man priift ohne grofie
Schwierigkeiten nach, dass O(n) eine Gruppe (mit der Matrixmultiplikation als
Verkniipfung) ist.

20.14. Satz. Ist A € Mat(n,R) symmetrisch, dann ist A (iber R) orthogonal
diagonalisierbar: Es gibt eine Matriz P € O(n), sodass PTAP = P'AP = D
eine Diagonalmatrix ist.

Daraus folgt leicht:

20.15. Lemma. Sei A € Mat(n,R) symmetrisch. Dann gilt:

(1) A ist genau dann positiv semidefinit, wenn A keinen negativen Eigenwert
hat.

(2) A ist genau dann positiv definit, wenn alle Figenwerte von A positiv sind.

(3) A ist genau dann negativ semidefinit, wenn A keinen positiven Eigenwert
hat.

(4) A ist genau dann negativ definit, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind.

(5) A ist genau dann indefinit, wenn A positive und negative Figenwerte hat.

Beweis. Nach Satz 20.14 gibt es P € O(n), sodass
PTAP = P7'AP = D = diag(\, Mo, ..., \n)

eine Diagonalmatrix ist; ihre Diagonaleintrége sind gerade die Eigenwerte von A.
Nach Lemma 20.8 ist D die Matrix der A entsprechenden symmetrischen Biline-
arform auf R"™ beziiglich einer anderen Basis (gegeben durch die Spalten von P),
also ist A genau dann positiv definit, wenn D positiv definit ist. Fiir einen Spal-
tenvektor = (x1,29,...,2,)" € R gilt

' Dx = o + dox + ..+ M2

Sind alle A\; > 0, dann ist das positiv fiir alle £ # 0, also ist D (und damit A)
positiv definit. Ist hingegen \; < 0 fiir ein j, dann ist " Dz < 0 fiir z = e;, und
D (und damit A) ist nicht positiv definit. Die anderen Aussagen sieht man auf die
gleiche Weise. a

Das Definitheitskriterium wird mit Hilfe von Determinanten geeigneter Unterma-
trizen formuliert, sogenannten Minoren.

20.16. Definition. Seien K ein Korper, m,n € N, A = (a;;) € Mat(m x n, K)
und 0 <7 < min{m,n}. Eine r x r-Untermatriz von A ist eine Matrix der Form
(@i, j,)1<ki<r, wobei 1 < iy <ip < ... <i, <mund 1 < j; <jo<...<j.<n
sind. Man wahlt also r Zeilen und r Spalten von A aus und bildet die Matrix aus
den Eintrédgen in diesen Zeilen und Spalten.

Ein r-Minor von A ist die Determinante einer r x r-Untermatrix von A. Im Fall
m = n ist ein r-Hauptminor von A ein r-Minor von A, sodass in der obigen
Notation i; = ji, is = jo, ..., i, = j, gilt (man wéhlt also dieselben Zeilen- und
Spaltenindizes aus). Der fiihrende r-Hauptminor von A ist die Determinante der
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Untermatrix (a;j)1<; j<r, die aus den ersten r Zeilen und Spalten von A gebildet
wird. o

Minoren sind zum Beispiel niitzlich, um den Rang einer Matrix zu beschreiben.

20.17. Lemma. Seien K ein Kéorper, m,n € N, A € Mat(m x n, K) und sei
1 <r <min{m,n}. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) rk(A) < r.

(2) Alle r-Minoren von A verschwinden.

Beweis. ,,(1) = (2)“: Sei A’ eine r x r-Untermatrix von A. Da je r Spalten von A
linear abhéngig sind, gilt das auch fiir die Spalten von A’; also ist det A’ = 0.

»(2) = (1)“: Wir nehmen an, dass rk(A) > r ist und zeigen, dass es einen nicht
verschwindenden r-Minor gibt. Nach Voraussetzung gibt es r linear unabhéngige
Spalten in A; sei B die m x r-Matrix, die aus diesen r Spalten besteht. Dann ist
rk(B) = r, also hat B auch r linear unabhéngige Zeilen. Sei A’ die Matrix, die
aus diesen r Zeilen von B besteht; dann ist A’ eine r X r-Untermatrix von A.
AuBerdem ist rk(A") = r, also ist der »-Minor det(A’) von A nicht null. a

Mit Hilfe der Minoren lassen sich auch die weiteren Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms ausdriicken, denn es gilt fiir eine Matrix A € Mat(n, K) mit charakteristi-
schem Polynom p € K[X]:

p= Z:(—l)ksk(A)X"*]C ,
k=0

wobei si(A) die Summe der k-Hauptminoren von A ist. Fiir £ = 1 ist das gerade die
Spur von A, denn die 1-Hauptminoren sind genau die Eintrége auf der Diagonalen; fiir
k = n ist das die Determinante von A (der einzige n-Hauptminor). Eine Moglichkeit das
einzusehen besteht darin, die Multilinearitéit der Determinante als Funktion (z.B.) der
Zeilen einer Matrix zu verwenden (vergleiche das Kleingedruckte auf Seite 106). Fiir eine
Teilmenge T von {1,2,...,n} sei Ay die n x n-Matrix, deren j-te Zeile fiir j € T' mit
der j-ten Zeile von —A und fiir j ¢ T mit der j-ten Zeile von I, iibereinstimmt. Dann
ist det(Ar) ist gerade (—1)#T-mal der #7T-Minor von A, der zu den Zeilen und Spalten
mit Nummern in 7" gehort (wie man durch Entwicklung nach den anderen Zeilen sieht).
Es folgt

> det(A7) = (—1)"s(A)

TC{1,2,..n} #T=k

und damit

p=det(XI,—A)= Y det(Ap) X" #T =" (—1)Fs(A) X"
Tc{1,2,....,n} k=0

Wir wollen die Minoren jetzt aber benutzen, um nachzuweisen, dass eine symme-
trische Matrix positiv (oder negativ) definit ist. Dafiir formulieren wir zunéchst
noch ein einfaches Lemma.
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20.18. Lemma. Sei A = (a;;) € Mat(n,R) eine positiv definite symmetrische
Matriz. Dann ist fir r € {1,2,...,n} die Untermatriv A" = (ai;)1<ij<r von A
ebenfalls positiv definit.

Beweis. Sei 0 # @' = (z1,...,2,)" € R". Wir miissen zeigen, dass (z’)TA'z’ > 0
ist. Sei z = (21, 79,...,2,,0,...,0)" € R (wir fiigen also n —r Nullen an). Dann
ist £ # 0, also nach Voraussetzung x'Axz > 0. Es geniigt also zu zeigen, dass
(z')TA'z’ = TAz ist. Mit z; =0 fir j € {r + 1,r +2,...,n} gilt

n n roor
mTA:B = E E Qi T;T5 = E E Qi T;T5 = (af;')TA/a:/ . a

i=1 j=1 i=1 j=1

20.19. Satz. Seienn € N und A = (a;;) € Mat(n,R) eine symmetrische Matriz.
Firr e {1,2,...,n} seid,(A) = det(aij)1<i j<r der fihrende r-Hauptminor von A.
Dann gilt:

(1) A ist positiv definit <= d.(A) >0 fir aller € {1,2,...,n}.
(2) A ist negativ definit <= (—1)"d.(A) >0 fir aller € {1,2,...,n}.

Die Bedingung fiir ,negativ definit* heifit also d;(A) < 0, dy(A) > 0, d3(A) < 0
usw.: Die fithrenden Hauptminoren alternieren im Vorzeichen. Man merkt sich das
am besten an den Vorzeichen der fithrenden Hauptminoren von —1,,.

Beweis. Wir beweisen zunéchst Aussage (1). Die Richtung ,=* folgt aus Lem-
ma 20.15, denn mit A sind nach Lemma 20.18 auch die Matrizen A, = (a;;)1<i j<r
positiv definit, und eine positiv definite Matrix hat positive Determinante (denn
die ist das Produkt der (positiven) Eigenwerte). Die Richtung ,,<=* zeigen wir
durch Induktion iiber n. Der Fall n = 0 (oder n = 1) ist klar. Fiir den Schritt
von n auf n + 1 sei A € Mat(n + 1,R) symmetrisch mit positiven fiihrenden
Hauptminoren d,(A) fir alle r € {1,2,...,n + 1}. Das gilt dann entsprechend
auch fiir die Matrix 4, € Mat(n,R) (denn d,.(A,) = d,(A) fir r < n). Nach
Induktionsvoraussetzung ist A,, positiv definit. Das heifit, dass fiir Spaltenvekto-
ren 0 # = € (e}, ey,...,e,) C R"! stets £'Ax > 0 ist. Wir zeigen jetzt, dass
A hochstens einen (mit algebraischer Vielfachheit gerechnet) negativen Eigenwert
haben kann: Nach Satz 20.14 gibt es P € O(n + 1) mit

PTAP = P'AP = diag(\1, ..., A\us1)

diagonal. Wéren wenigstens zwei Eigenwerte negativ, etwa A\; und \;, mit zugehori-
gen Eigenvektoren y; = Pe; und y; = Pe; (als Spaltenvektoren), dann hétten wir
fiir (0,0) # (o, B) € R?

(avy; + ﬁyj)TA(ozyi + By;) = (ae; + Bej)TPTAP(ozei + fej) = N + /\j62 <0.

Da die n + 2 Vektoren ey, ey,...,€,,Y;,y; € R™*! nicht linear unabhiingig sein
kénnen, gibt es (0,0) # (o, ) € R* mit 0 # ¢ = ay,; + By; € (e1,...,e,). Dann
miisste aber sowohl £ Az < 0 als auch Az > 0 gelten, ein Widerspruch. Es
kann also keine zwei negativen Eigenwerte geben. Da das Produkt aller Eigenwerte
dy+1(A) = det(A) positiv ist, kann es auch nicht genau einen negativen Eigenwert
geben (und natiirlich kann null kein Eigenwert sein), also sind alle Eigenwerte
von A positiv; nach Lemma 20.15 ist A damit positiv definit.
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Aussage (2) folgt aus Aussage (1): A ist genau dann negativ definit, wenn —A
positiv definit ist, und fiir die fithrenden Hauptminoren gilt d,(—A) = (—1)"d,(A).
a

20.20. Beispiele. Wir betrachten wieder

2 -1 1 2
A:<—1 2) und B:(2 1) :
Die fithrenden Hauptminoren von A sind d;(A) = 2, dy(A) = 22 — 12 = 3, was
bestétigt, dass A positiv definit ist. Hingegen sind die fithrenden Hauptminoren
von B gegeben durch d;(B) = 1 und dy(B) = 1% — 2% = —3, was bestitigt, dass

B nicht positiv definit ist (und auch nicht negativ definit, denn dafiir haben beide
Minoren das falsche Vorzeichen). &

Ist die symmetrische Matrix A € Mat(n,R) nur positiv semidefinit, dann folgt
wie im Beweis von ,,=“, dass die fiihrenden Hauptminoren von A alle > 0 sein
miissen. Die Umkehrung gilt dann aber im Allgemeinen nicht.

20.21. Beispiel. Die Matrix A = (J %) hat nichtnegative fiilhrende Hauptmino-
ren (beide sind null), ist aber nicht positiv semidefinit (denn e] Aey, = —1). )

Es gibt auch ein Determinanten-Kriterium fiir positive (oder negative) Semidefinitheit.
Es lautet wie folgt.

Satz. Seien n € N und A = (a;j) € Mat(n,R) eine symmetrische Matriz. Dann gilt:

(1) A ist positiv semidefinit <= d >0 fir alle Hauptminoren d von A.

(2) A ist negativ semidefinit <=
Vre{1,2,...,n}: (=1)"d > 0 fir alle r-Hauptminoren d von A.

(3) A ist indefinit <= es gibt einen 2r-Hauptminor d < 0 von A, oder es gibt
einen (2r + 1)-Hauptminor d > 0 und einen (21’ + 1)-Hauptminor d’ < 0 von A.

Beweis. Aussage (3) folgt formal-logisch aus (1) und (2) (A ist genau dann indefinit,
wenn A weder positiv noch negativ semidefinit ist). Aussage (2) folgt aus (1) durch
Anwendung von (1) auf —A. Es geniigt also, die erste Aussage zu zeigen. Die Richtung
,=" ist wieder klar: Jede Haupt-Untermatrix von A ist positiv semidefinit, hat also
nichtnegative Eigenwerte und damit nichtnegative Determinante.

Zum Beweis von ,,<=“ nehmen wir an, dass alle Hauptminoren von A nichtnegativ sind.
Wir bemerken zunéchst, dass aus Lemma 20.15 folgt, dass eine symmetrische Matrix
mit nicht verschwindender Determinante positiv oder negativ definit oder indefinit sein
muss. Sei K = ker(A) C R und k£ = dim K. Wir wihlen eine Basis (b1, ba, ..., by)
von K. Wir kénnen diese Basis durch Hinzunahme von n — k& Standard-Basisvektoren
€j1,€jy,-..,€j, , (mit 1 < j; < jo < ... < jp_p < n) zu einer Basis von R" ergénzen
(Basisergénzungssatz 9.5). Sei V' = (e;,, ej,,...,ej, ,); dannist VN K = {0} und jeder
Vektor & € R™ kann eindeutig geschrieben werden als € = xg + 1 mit &g € K und
x1 € V. Sei f: R" x R™ — R die symmetrische Bilinearform, deren Matrix beziiglich der
Standard-Basis A ist. Dann gilt 8(x, xz¢) = (g, ) = 0 fir alle * € R" und z¢ € K.
Fiir * = ¢ + x; wie oben gilt also 3(z,x) = S(x1,z1). Sei A" die (n — k) x (n — k)-
Untermatrix von A zu den Zeilen- und Spaltenindizes j1, jo, ..., jn_k. Dann ist A’ eine
Matrix der Bilinearform ' = S|y xy, und nach der obigen Uberlegung ist A genau
dann positiv semidefinit, wenn das fiir A’ gilt. Aulerdem ist ker(A’) = {0} (wegen
KNV = {0}), also ist det(A’) # 0. Damit ist A’ positiv oder negativ definit oder
indefinit. Wie im Beweis von Satz 20.19 zeigt man induktiv, dass A’ keine zwei negativen
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Eigenwerte haben kann. Wegen det(A’) > 0 (hier verwenden wir die Voraussetzung)
miissen alle Eigenwerte von A’ positiv sein. Damit ist A’ positiv definit, also ist A
positiv semidefinit. a

Dieses Kriterium ist sehr viel weniger niitzlich als Satz 20.19: Es gibt 2" Hauptminoren,
aber nur n fithrende Hauptminoren. Der Aufwand dafiir, alle Hauptminoren zu testen,
wird also schon fiir relativ kleine n zu grofl, um praktikabel zu sein. Zum Gliick gibt es
bessere Moglichkeiten. Wir werden darauf noch genauer eingehen.
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21. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

Wir haben am Ende des letzten Abschnitts schon damit begonnen, von der ,all-
gemeinen“ linearen Algebra iiber beliebigen Grundkorpern etwas wegzugehen und
Resultate fiir den speziellen Korper R zu beweisen. Das setzen wir in diesem Ab-
schnitt fort. Der Hintergrund dafiir ist, dass wir Geometrie betreiben wollen: Wir
wollen in der Lage sein, Abstédnde und Winkel zu messen. Dies wird in einem reel-
len Vektorraum durch eine positiv definite symmetrische Bilinearform erméglicht.

21.1. Definition. Eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf einem reel-
len Vektorraum heif3t euklidisches Skalarprodukt. Ein reeller Vektorraum V' zusam-
men mit einem euklidischen Skalarprodukt auf V' ist ein euklidischer Vektorraum.
Das Skalarprodukt in einem euklidischen Vektorraum wird haufig (v, w) — (v, w)
(oder auch v - w) geschrieben. o

,Euklidisch“ nach Euklid von Alexandria, da man in euklidischen Vektorrdumen
euklidische Geometrie betreiben kann.

Um Verwechslungen zu vermeiden, notieren wir den von einer Menge A erzeugten
Untervektorraum als (A)g.

21.2. Beispiele.

(1) Das Standard-Skalarprodukt (x,y) = x'y auf R" (mit Spaltenvektoren
x, y) ist ein euklidisches Skalarprodukt. R™ mit diesem Skalarprodukt ist
das Standardbeispiel fiir einen (endlich-dimensionalen) euklidischen Vek-
torraum.

(2) Seien a,b € R mit a < b und sei V' = C([a, b]) der Vektorraum der stetigen
reellen Funktionen auf [a, b]. Dann definiert

b
() = [ @)y do
ein euklidisches Skalarprodukt auf V. &

Wir wollen jetzt eine analoge Definition fiir komplexe (statt reelle) Vektorraume
formulieren. Eine symmetrische Bilinearform (wie im reellen Fall) kénnen wir nicht
verwenden, denn eine symmetrische Bilinearform § auf einem komplexen Vektor-
raum kann nicht positiv definit sein (man kann nicht einmal erreichen, dass 3(v, v)
stets reell ist): Es ist

B(iv, iv) = i*B(v,v) = —B(v,v).

Um das zu verhindern, modifizieren wir die Eigenschaften, die wir fordern.

21.3. Definition. Sei V' ein C-Vektorraum. Eine Abbildung 5: V x V. — C
heif3t eine Sesquilinearform auf V, wenn sie linear im ersten und konjugiert-linear
im zweiten Argument ist: Fiir alle vy, v}, v, v5 € V und alle A € C gilt

B(vr + vy, v2) = B(vr,v2) + B(V),v2),  B(Avr,va) = AB(v1, v2);
By, vy +vh) = Blor, ve) + Bluy,vy),  B(vr, Ava) = AB(vy, vs) .

Eine Sesquilinearform [ auf V" heifit hermitesch, wenn zusétzlich fiir alle v1, v, € V
gilt
5(02,111) :5(01702)- %
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,Hermitesch“ nach Charles Hermite.

,oesqui-“ bedeutet ,,lé—fach“ (so wie ,bi-*  zweifach® heifit); die konjugierte Li-
nearitdt wird sozusagen halb gezihlt (entsprechend heifit eine konjugiert-lineare
Abbildung auch semilinear). Haufig wird in der Definition einer Sesquilinearform
Linearitét im zweiten und Semilinearitét im ersten Argument gefordert (also um-
gekehrt wie in der Definition oben). Das macht keinen wesentlichen Unterschied,;
man muss nur beim Rechnen aufpassen, wann man Skalare konjugiert herausziehen
muss.

Wir erinnern uns an die komplexe Konjugation: Fiir z =z +yt € C mit z,y € R
ist Z=x — y¢. Dann gilt fiir 2,2, € C

T _ > | = — = = - 2 2 .2
21+ 29 =21 + 2o, 123 =21 22, und zZ=[|z]"=a2"+y".
z ist genau dann reell, wenn z = Z ist.

Fiir eine hermitesche Sesquilinearform g auf V' gilt f(v,v) € R fiir alle v € V,

denn
B(U,U) = B(U7U> .

Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

21.4. Definition. Sei V' ein komplexer Vektorraum und sei S eine hermitesche
Sesquilinearform auf V. 8 heifit positiv definit, wenn fiir alle 0 # v € V gilt
B(v,v) > 0. Eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform auf V' heifit auch
ein unitdires Skalarprodukt auf V.

Ein komplexer Vektorraum V zusammen mit einem unitéiren Skalarprodukt auf V'
heifit unitiarer Vektorraum. Wie im reellen Fall schreiben wir das Skalarprodukt in
einem unitdren Vektorraum meistens in der Form (vy, vs). O

21.5. Beispiele.
(1) Das Standardbeispiel ist C" mit dem Standard-Skalarprodukt
<($1;$2, ) (e, ,yn)T> =T+ TeY2 + o+ Tpln

(2) Auch das Beispiel aus der Analysis ldsst sich iibertragen:
Der Raum C([a, b],C) der stetigen Funktionen [a,b] — C mit dem Skalar-
produkt

(f.9)= /f(x)mdx

ist ein unitédrer Vektorraum. &
Damit konnen wir jetzt Léngen und Winkel einfiihren.

21.6. Definition. Sei V ein euklidischer oder unitiarer Vektorraum. Fiir einen

Vektor v € V heiit ||v|| = /(v,v) die Linge von v. Gilt ||v]| = 1, dann heifit v
ein Einheitsvektor. &

Es gilt dann ||v]| > 0 sowie ||v|| =0 <= v =0.

Im Standardraum R" ist ||(z1,...,2,)"|| = /23 + ... + 22 die iibliche euklidische
Linge eines Vektors. Im C™ gilt analog ||(21,...,2,) || = /|z1]? + ... + |2,]?. Die
Standardbasis besteht jeweils aus Einheitsvektoren.

Wir beweisen einige Eigenschaften der Lénge.

DEF
unitares
Skalarprod.

unitarer
Vektorraum
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21.7. Satz. Sei 'V ein euklidischer oder unitarer Vektorraum.

(1) FirveV und X € R bzw. C gilt || Av|| = |Al]]v]|.

(2) (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fir v,w € V gilt |(v,w)| < ||v]|||lw]|
mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

(3) (Dreiecksungleichung) Firv,w € V gilt |[v+w|| < |Jv||+]|w|| mit Gleichheit
genau dann, wenn v = Aw oder w = Av ist mit A € Rq.

Bewezs.

(1) 1Mol = v/ {w, o) = /AN v, v) = V/[AR (v, 0) = [AlV/ (v, ) = [A][Jo]].

(2) Die Aussage ist klar fiir w = 0. Wir kénnen also w # 0 annehmen. Sei

U/ . <U,w> :
[Jw|?
dann ist
(v, w)
(V' w) = (v, w) (w,w) =0
[
und damit
2
0< (W, V)=, v) = (v,0) — (v, w) (w,v) = [[o]]? = |{(v, w)| ’
el fol?

was zur behaupteten Ungleichung &quivalent ist. Gleichheit gilt genau
dann, wenn v' = 0 ist; daraus folgt, dass v ein skalares Vielfaches von w
ist. Ist umgekehrt v = Aw, dann ist v = 0 und es gilt Gleichheit in der
Ungleichung.

(3) Es gilt unter Verwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

v+ w|* = (v+w,v+w) = (v,9) + {(v,w) + (w,v) + (w, w)
= (v,v) + (v, w) + (v, w) + (w,w) = ol|* + 2Re({v, w)) + ||w]®
< [lol* + 2, w)| + [[w]* < [llI* + 2follllwl] + wl* = (vl + wl)?.
Die Ungleichung folgt. Gleichheit ist dquivalent zu (v, w) = ||v||||w||; dafir
miissen v und w linear abhéngig sein, und damit das Skalarprodukt links

positiv ist (beachte (Aw, w) = A||w]|?), muss der Skalarfaktor reell und > 0
sein. u

Die Eigenschaften (1) und (3) (zusammen mit ||v|| =0 = v = 0) besagen, dass
|| - || eine Norm auf V' ist. Daraus folgt insbesondere, dass
(Uv "LU) — d(v,w) = HU - w”

eine Metrik auf V' ist. Damit wird V' in natiirlicher Weise zu einem metrischen
Raum (diese Begriffe werden in der Analysis erklirt und studiert). Wir nennen
d(v,w) den Abstand zwischen v und w.
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21.8. Definition. Sei V ein euklidischer oder unitérer Vektorraum.
(1) Im euklidischen Fall ist fiir zwei Vektoren v, w € V mit v, w # 0 der Winkel
zwischen v und w die Zahl a = Z(v,w) € [0, 7] mit ||v]|||w]| cosa = (v, w)
(oder cos v = < v >)

[l ]l
(2) Zwei Vektoren v,w € V heilen orthogonal (oder zueinander senkrecht),
wenn (v, w) = 0 ist. Wir schreiben dafiir v L w.
(3) Sei U C V ein Untervektorraum. Dann heifit
Ut={veV|VwelU:v Lw}
das orthogonale Komplement von U in V.
(4) Eine Teilmenge A C V heifit orthogonal, wenn ihre Elemente paarweise

orthogonal sind (Yv,w € A: v # w = v L w). A heifit orthonormal, wenn
zusétzlich alle Elemente von A Einheitsvektoren sind.

(5) Eine Basis B von V heifit eine Orthonormalbasis oder kurz ONB von V|
wenn sie aus paarweise orthogonalen Einheitsvektoren besteht (wenn also
die Menge der Vektoren in B orthonormal ist). &

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung stellt sicher, dass die Definition des Winkels
sinnvoll ist, denn es gilt ja fiir jedes euklidische Skalarprodukt

(v, w)

~llllel =
Zwei Vektoren in einem euklidischen Vektorraum sind genau dann orthogonal,

wenn wenigstens einer der Nullvektor ist oder der Winkel zwischen ihnen /2
(entsprechend 90°) ist.

21.9. Beispiel. Klassische Sétze iiber Dreiecke lassen sich elegant durch Rech-
nen in euklidischen Vektorrdumen beweisen: Seien V' ein euklidischer Vektorraum
und v,w € V; wir betrachten das Dreieck mit Eckpunkten 0, v und w; es hat
Seitenléngen a = ||v]|, b = ||w]|, ¢ = |[v — w||; der Winkel bei 0 sei v. Dann gilt
(v, w) = [[oll[lw]| cos 7, also
= |v—w|*=|v||* = 2(v,w) + ||w||* = a® — 2abcosy + b*;

das ist der Cosinussatz. Gilt v L w (dann ist 7 ein rechter Winkel), dann verein-
facht sich das zum Satz des Pythagoras

A =a>+1°. &
Die Standardbasis ist eine Orthonormalbasis des Standardraums R"™ oder C".

21.10. Lemma. Sei V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum und seien die
Vektoren vy, vs, ..., v, € V paarweise orthogonal und von 0 verschieden. Dann ist
(v1,v9,...,v,) linear unabhdngig.

Beweis. Seien A\, Mg, ..., A\, € R bzw. C mit A\jv; + Agvo+ ...+ A\,v, = 0. Es folgt
fir alle j € {1,2,...,n}:

0= (0,0) = (3" Awiy ) = 2 il vy) = gl 2,
i=1 =1

und weil v; # 0 ist, muss \; = 0 sein. a

BSP
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Gibt es immer eine Orthonormalbasis? Der folgende wichtige Satz zeigt, dass man
aus jeder endlichen Basis eine Orthonormalbasis konstruieren kann.

21.11. Satz. Sei V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum und seien by, ..., b,
linear unabhdngige Vektoren in V. Wir definieren sukzessive die folgenden Vekto-
ren vi,...,v, € V:

V1 = b1
<b2,'U1>
Vg = b2 —
[[od]|?
<b37 /Ul> <b37 U2>
v3 = by — 1
[[od]|? [[o2]|?
n—1
bn,
Uy, = by, — < U;>v
= ol
Dann sind vy, ..., v, paarweise orthogonal, und es gilt (vy,...,v;)x = (b1,...,bj)k
fir alle j € {0,1,...,n} (mit K=R oder C).
Ist (by,...,b,) eine Basis von V, dann ist mit
e; = ——U; firj €{0,1,...,n}
[[oj ]

(€1,...,e,) eine ONB von V.

Dieses Verfahren ist nach Jgrgen Pedersen Gram und Erhard Schmidt benannt.

Beweis. Wir zeigen zunédchst (vy, ..., vj)g = (by,...,bj)k fiiralle j € {0,1,...,n}.
Wir beweisen das durch Induktion iiber j (bis j = n). Die Aussage ist klar fiir
j = 0 (auf beiden Seiten steht der Null-Vektorraum). Fiir den Induktionsschritt
nehmen wir an, dass sie fiir j — 1 richtig ist. Es ist dann

j—1
bﬁvi
(] :bj—zuvi S <Ul,...,Uj_17bj>KI;/ <b1,...,bj>]K,

[[oi]|?
also auch (vy,...,v;)x C (by,...,b;)x. Umgekehrt ist
7j—1
b i) €i
b; = {b; 2>v2—|—v] € (v1,...,v5)
— il
und damit (by,...,b;)g C (vq,...,v;)k. Insgesamt zeigt das die gewiinschte Gleich-
heit.
Da wegen der linearen Unabhéngigkeit der b; die Dimension von (by, ..., b;)x ge-
nau j ist, gilt das auch fiir (vy,...,v;)k. Insbesondere ist (vy,...,v;) linear un-

abhéngig und damit v; # 0, also ist v;4; (und per Induktion alle weiteren v;)
wohldefiniert.

Wir zeigen jetzt durch Induktion, dass {v,...,v,} orthogonal ist. Sei 1 < j < n.
Wir nehmen an, dass {vq,...,v;_1} orthogonal ist (fiir j = 1 gilt das trivialerwei-
se). Dann ist auch v; L v; fiir alle ¢ < j, denn

J—

(b bj,v;
(vj,vi) = (bj,v;) Z ]’Uk (UK, Vi) —<bj7Ui>_<]’U><'Ui7Ui>:O.
k=1

k[ o[
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Mit e; = (1/[|v;|])v; gilt dann in jedem Fall, dass (ey,...,e,) eine ONB von
(e1,...,en)x = (b1,...,bn)k ist. Ist (by,...,b,) eine Basis von V| dann ist die-
ser Untervektorraum ganz V, also ist (eq, ..., e,) eine ONB von V. d

Man kann das von endlich vielen auf abzéhlbar unendlich viele Vektoren verallgemeinern
(Ubung).

Wenn man das Verfahren auf eine Basis des R™ anwendet, dann l&sst sich die Beziehung
zwischen der urspriinglichen Basis und der daraus konstruierten Orthonormalbasis in
der Form B = PT schreiben, wobei in den Spalten von B die gegebenen Basisvekto-
ren by, bo,...,b, und in den Spalten von P die neuen Basisvektoren e, es,...,e, ste-
hen. Weil die neue Basis eine ONB ist, ist P eine orthogonale Matrix. Die Matrix T'
ist eine obere Dreiecksmatrix, deren Diagonaleintrige ||v1]], ||v2|], ..., ||vn| positiv sind.
Satz 21.11 impliziert also, dass jede invertierbare Matrix B € GL(n,R) als Produkt PT
geschrieben werden kann mit P € O(n) und einer oberen Dreiecksmatrix 7' mit positi-
ven Diagonaleintrigen. Diese Zerlegung ist sogar eindeutig bestimmt; sie ist unter dem
Namen QR-Zerlegung bekannt und wird in verschiedenen Algorithmen der numerischen
Mathematik benotigt. (Wenn man die Basen in umgekehrter Reihenfolge in die Matri-
zen eintrigt oder die Zeilen statt der Spalten verwendet oder beides, dann erhélt man
Versionen mit unteren Dreiecksmatrizen oder /und der umgekehrten Reihenfolge T'P der
Faktoren.)

21.12. Beispiel. Wir erzeugen eine ONB aus der Basis B = (by, by, b3) von R?
mit by = (1,1,1), by = (1,—1,1), bs = (1,0,0). Wir erhalten

V1 = bl = (1,1,1)

1)3:(73—

und somit

Wir rechtfertigen die Bezeichnung ,,orthogonales Komplement* fiir U+

21.13. Lemma. Seien V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum und U C V

ein endlich-dimensionaler Untervektorraum. Dann ist UL ein Komplement von U
in V (also U+ U+ =V und UNU*L = {0}).

Beweis. Sei v € U N U*. Dann folgt aus der Definition von U+, dass (v,v) = 0
und damit v = 0 ist. Also ist U N U+ = {0}.

Sei jetzt v € V beliebig und (ey,...,e,) eine ONB von U (die nach Satz 21.11
existiert). Wir setzen

v1 = (v,e1)e; + (v,ea)ea + ...+ (v,e)e, €U und vy =v — .

Dann gilt jedenfalls v = v; + v,. Es bleibt zu zeigen, dass v, € U™ ist. Sei dazu
u=Aey+ ...+ A\e, € U. Dann gilt

(vg,u E )\ — vy, €;)

BSP
ONB
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und .
<'U — U1, ej> = <U>ej> - Z<U’ ei><€ia ej) = <Uaej> - <U7ej> =0.
i=1
Also ist vy L u fiir alle w € U, damit vo € U+ und v € U + U+, Q

Die Voraussetzung, dass U endlich-dimensional ist, ist hier wesentlich. Anderenfalls muss
die Gleichung V = U + U™ nicht gelten. Ein Beispiel ist

V=10 ={(an) eRV|D al < oo}
n=0
mit dem Skalarprodukt
o0
<(an)a (bn)> = Z anby, .
n=0
Fiir den Untervektorraum

U={(ap) € V|INeNYn>N:a, =0}

der ,endlichen“ Folgen gilt U L= {0}, denn die Folgen €, = (0;n)nen sind in U, und
{(an), em) = am, also impliziert (a,) € UL, dass (a,) = 0 ist. Auf der anderen Seite ist
aber U # V, denn z.B. ist (27")p,ey € V \ U.

Die Aussagen lassen sich noch etwas verfeinern.

21.14. Satz. Sei V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum mit Orthonormal-
basis (e1, €2, ...,6,).
(1) Fir allev eV gilt v=(v,e1)e; + (v,ea)ea + ...+ (v, e,)e,.
(2) Fiir allev € V gilt [|v||*> = [{v,e1)|* + [{v,e2)|> + ... + [{v, e.)|?.
(3) Fiir alle v,w € V gilt (v,w) = (v, e1)(w, e1) + ... + (v, en) (w, e,).

Beweis. Sei die rechte Seite in der ersten Gleichung u, dann ist wie im Beweis von
Lemma 21.13 (mit V =U) v —u € V*+ = {0}, also v = u.

Die beiden weiteren Aussagen folgen aus (1), da (e;, e;) = ;5. Q

Die eigentliche Parsevalsche Gleichung ist eine analoge Aussage in sogenannten , Pré-
Hilbert-Réumen*: Eine (auch unendliche) orthonormale Menge A C V ist genau dann
ein ,vollstindiges Orthonormalsystem® (das bedeutet, dass der von A erzeugte Unter-
vektorraum von V' beziiglich der durch das Skalarprodukt definierten Topologie dicht
in V ist), wenn Gleichung (2) oben in der Form [[v]|? = 3 . 4 (v, €)|? fiir alle v € V gilt.

Die letzte Aussage im obigen Satz besagt also, dass die Matrix der Bilinearform
(oder Sesquilinearform) (-, -) beziiglich einer ONB die Einheitsmatrix ist:

(x101 + T2€9 + ... + Tpen, Y161 + Yoo + ...+ Ypln) = T191 + TP + ... + Tpn -

Fiir eine Sesquilinearform § ist die Matrix A = Matg() genauso definiert wie fiir
Bilinearformen. Mit B = (b, ..., b,) gilt dann

(7
Yo
Baibr + .o 4 @bn, yibi + .+ Ynbn) = (w1 22 - ) A |
Un
Wenn (eq, . .., e,) zwar orthonormal, aber nicht unbedingt eine Basis ist, dann gilt

immerhin noch eine Ungleichung;:
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21.15. Satz. Sei V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum und sei auflerdem
{e1,e9,...,e,} CV eine orthonormale Menge. Dann gilt fir alle v € V

[0 > [(v, en)|* + [(v, e2)|* + ... + [{v, en)
mit Gleichheit genau fir v € {(e1,es,...,e,)x (Mmit K =R oder C).

Beweis. Sei U = (ey, es,...,6e,)x. Wie im Beweis von Lemma 21.13 kénnen wir
v € V schreiben als v = u + v mit u = 377 (v,e5)e; € U und ' € U+. Dann
gilt [lo[* = [Jull* + [[v']]* = 327 [{v, ) |* + [|v'[|*, wobei wir Satz 21.14 verwendet
haben. Daraus folgt die Ungleichung; Gleichheit ist dquivalent mit v = 0, also
mit v € U. a

Auch diese Ungleichung gilt allgemeiner fiir beliebige orthonormale Mengen oder Fami-
lien. Dies folgt aus dem oben formulierten endlichen Fall, indem man beliebige endliche
Teilmengen oder -familien betrachtet.

Die Metrik auf einem euklidischen oder unitdren Vektorraum V hat die schone
Eigenschaft, dass es zu einem beliebigen Vektor v € V und einem beliebigen
endlich-dimensionalen Untervektorraum U C V stets ein eindeutig bestimmtes
Element v € U mit minimalem Abstand zu v gibt.

21.16. Lemma. SeiV ein euklidischer oder unitarer Vektorraum, sei U C V ein
endlich-dimensionaler Untervektorraum und seiv € V. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes u = p(v) € U mit

d(v,u) = |[v —ul| = d(v,U) := min{d(v,u) | u' € U}.
Die Abbildung p: V — U ist linear und erfillt |y = idy, also auch |y o p = ¢.

Die lineare Abbildung ¢: V' — U heifit die orthogonale Projektion auf U.

Beweis. Nach Lemma 21.13 kénnen wir v eindeutig in der Form v = u + v’ schrei-
ben mit v € U und v' € U*. Dann hat ¢(v) = u die geforderte Eigenschaft. Sei
dazu v’ € U beliebig. Dann gilt

lo = |I* = [l(v =) + (u =) = ] + (u— )|
= [V1° + llu = u'* 2 V" = [Jo — ul®
(beachte, dass v' 1 u — ' ist). Das zeigt, dass u den Abstand zu v minimiert und
dass fiir jedes u' # u der Abstand zu v grofier ist.
Die Aussagen iiber ¢ folgen daraus, dass ¢ die Projektion V' — U beziiglich der
Zerlegung V = U @ U+ ist. a

Die Aussage des Lemmas kann falsch sein, wenn U unendlich-dimensional ist. Seien zum
Beispiel

V:£2:{(an)ERN ‘ Za%<oo}
n=0
mit dem Skalarprodukt

{(an), (b)) = 3" anbs
n=0

und
U={(ay,) € V|3IN €NVn> N:a, =0}
der Untervektorraum der ,endlichen“ Folgen. Fiir jede Folge a € V' \ U gilt dann

d(a,U) :=inf{d(a,u) |ue U} =0,
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aber wegen a ¢ U gibt es kein u € U mit d(a,u) = 0.

BSP 21.17. Beispiel. Es seien n Punkte (z;,;) € R? gegeben. Wir suchen eine Gera-
lineare de y = ax+b, die moglichst nahe an diesen Punkten vorbei lduft, wobei wir ,,nahe*
Regression durch den Unterschied in der y-Koordinate messen, also durch |y; —(az;+b)|. Gaufl

hat dazu die Methode der kleinsten Quadrate eingefithrt: Wir mochten a,b € R so
bestimmen, dass der ,,Fehler*

F(a,b) = |y1 — (azy +b)|* + |yo — (azs + b)]* + ...+ |yn — (az, + b)|?
minimal wird. Wir betrachten dazu die lineare Abbildung
¢: R* — R",  (a,b) — (axy +b,axs +0b,... ax, +b);
wir setzen U = im(¢). Dann ist, mit y = (y1, %2, - -, Yn),

(17.7%—1855) F(CL, b) = |‘¢(a7 b) - yH2‘

X

Der Fehler wird also genau dann minimal, wenn ¢(a,b) das Bild von y unter der
orthogonalen Projektion auf U ist. Falls ¢ injektiv ist (das ist der Fall, sobald man
mindestens zwei verschiedene x; hat), dann ist (a,b) dadurch eindeutig bestimmt.

&

[somorphismen zwischen euklidischen oder unitiren Vektorrdumen, die zusétzlich
das Skalarprodukt erhalten, haben einen besonderen Namen.

DEF S 21.18. Definition. Seien V und W zwei euklidische oder zwei unitédre Vek-
Isometrie torrdume. Eine Abbildung f: V' — W heifit (lineare) Isometrie, wenn f ein Iso-
morphismus ist und zusétzlich fir alle v,v" € V gilt, dass (f(v), f(v')) = (v,0')
ist. (Hier steht links das Skalarprodukt von W, rechts das von V.) Gibt es so eine
[sometrie, dann heiflen V und W isometrisch. &

Das Skalarprodukt (v, w) ldsst sich durch Langen ausdriicken:
v, w) = [lv +w|* = [lo — w]?
im euklidischen Fall und
Av,w) = [lv +wl* + v + dw]* — v — wl* = ifv - dw]*

im unitdren Fall. Daher geniigt es, statt der zweiten Bedingung nur zu fordern,
dass || f(v)|| = ||v]] ist fiir alle v € V.

Man kann das im euklidischen Fall so interpretieren, dass eine lineare Abbildung, die
Léngen erhélt, auch Winkel erhalten muss. Das liegt daran, dass ein Dreieck durch die
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Léngen seiner drei Seiten bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist: Die Winkel sind
durch die Léngen festgelegt.

Man kann sich auch {iberlegen, dass eine Abbildung f: V' — W zwischen zwei eukli-
dischen oder unitéren Vektorrdumen, die die Bedingung || f(v)|| = [Jv|| fiir alle v € V
erfiillt, linear sein muss.

21.19. Beispiel. Ist V ein euklidischer Vektorraum mit ONB (eg,eq, ..., €e,),
dann ist die Abbildung

R" — V, (21,%2,...,Ty) —> T1€1 + Toes + ... + Tpe,

eine Isometrie. Das ist gerade der Inhalt von Satz 21.14. Analog fiir einen unitéren
Vektorraum und die entsprechende Abbildung C* — V.

So wie jeder m-dimensionale K-Vektorraum zum Standard-Vektorraum K" iso-
morph ist, ist also jeder n-dimensionale euklidische Vektorraum zum euklidischen
Standard-Vektorraum R”™ isometrisch, und jeder n-dimensionale unitiare Vektor-
raum ist zum unitdren Standard-Vektorraum C™ isometrisch. s

Allgemein gilt, analog zur Charakterisierung von Isomorphismen mittels des Bildes
einer Basis:

21.20. Lemma. Seien V und W zwei endlich-dimensionale euklidische oder uni-
tire Vektorraume und sei (e, ..., e,) eine Orthonormalbasis von V. Eine lineare
Abbildung f: V — W ist genau dann eine Isometrie, wenn (f(e1),..., f(en)) eine
Orthonormalbasis von W ist.

Beweis. ,=“: Wenn f eine Isometrie ist, dann gilt fiir 4,5 € {1,...,n}
(f(ei), fej)) = (ei e5) = bij .
Das bedeutet gerade, dass (f(e1),..., f(e,)) orthonormal ist. Da f nach Vor-

aussetzung auch ein Isomorphismus ist, gilt dimW = dimV = n. Die n linear
unabhéngigen Vektoren f(e;),..., f(e,) bilden daher auch eine Basis von W.

,<="“: Zunéchst einmal folgt daraus, dass f eine Basis von V' auf eine Basis von W
abbildet, dass f ein Isomorphismus ist. Sei v € V. Dann gilt nach Satz 21.14:

v={(v,e1)e; + ...+ (v,ey)e,.
Da (f(e1),..., f(en)) eine ONB von W ist, folgt ebenso
f(o) = {f(v), flen))fler) + ...+ (f(v), flen)) f(en) -
Auf der anderen Seite ist
F0) = F((,er)er + ..+ (v, ea)en) = (v,e0) flex) + ..+ (v, ea) flen)
woraus (Koordinaten beziiglich einer Basis sind eindeutig bestimmt)
(f(v), flej)) = (v, e;) fur alle j € {1,...,n}.
folgt. Ist w = A\e; + ...+ A\ e, € V ein weiterer Vektor, dann ergibt sich
(v,w) = (v, A1e1 + ...+ Apen) = A(v,er) + -+ A (v, e,)
=M (f(v), fler)) + -+ Al f(v), flen))
= (f(W), Af(e) + ..+ Aaflen)) = (f(v), f(w)) .

Damit ist f eine Isometrie. a
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22. ORTHOGONALE UND UNITARE DIAGONALISIERUNG

Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Wir hatten schon in
Lemma 20.12 gesehen, dass eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf
einem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum nicht-ausgeartet ist; dies ldsst
sich also auf das euklidische Skalarprodukt von V anwenden (und funktioniert
analog im unitéren Fall):

22.1. Lemma. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Vek-
torraum und sei ¢ € V* eine Linearform auf V. Dann gibt es ein eindeutig be-

stimmtes Element w € V' mit ¢(v) = (v,w) = (w,v) fir allev € V.

Beweis. Wir schreiben B(v,w) = (v,w) fiir das Skalarprodukt. Im euklidischen
Fall verwenden wir Lemma 20.12: Da [ nicht-ausgeartet ist, ist fgr: V — V*,
w — (v (v, w)), ein Isomorphismus. Dann ist klar, dass w = 3;'(¢) als einziges
Element von V' die gewiinschte Eigenschaft hat.

Im unitdren Fall haben wir auch die Abbildung Bg: V — V* die w € V ab-
bildet auf v — [(v,w); Br ist jetzt allerdings nicht linear, sondern semilinear,
da Br(Aw) = ABr(w) gilt (das kommt von der Semilinearitit von 3 im zweiten
Argument). Man kann das reparieren, indem man statt V* den ,konjugierten
Vektorraum V* betrachtet, der dieselbe zugrunde liegende Menge und dieselbe
Addition hat wie V* aber die gesinderte Skalarmultiplikation \-¢ = A¢ (links die
Skalarmultiplikation von V*, rechts die von V*). Dann ist Bz: V — V* eine linea-
re Abbildung zwischen komplexen Vektorraumen derselben endlichen Dimension.
Wie im euklidischen Fall sieht man, dass ker(8g) = {0} ist; damit ist g ein Iso-
morphismus und wir kénnen wie im euklidischen Fall schlieBen, dass w = 35" (¢)
das einzige Element mit der gewiinschten Eigenschaft ist. a

Fiir 8, haben wir im unitéren Fall einen Isomorphismus V' — V* von V auf den Dual-
raum des konjugierten Vektorraums V.

Fiir unendlich-dimensionale euklidische bzw. unitidre Vektorrdume ist die Aussage des
Lemmas im Allgemeinen falsch.

Fiir einen endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum gibt es also einen kano-
nischen Isomorphismus V' — V*. Ist (eq, e, . .., €,) eine Orthonormalbasis von V'
und (e, el ..., e ) die dazu duale Basis von V* dann identifiziert dieser Isomor-
. o
phismus e; mit e}, denn
*
(ei, ;) = i = €j(ei) .

Im unitéren Fall ergibt sich ein Isomorphismus V — V*.

22.2. Beispiel. Sei V = R? (Elemente als Spaltenvektoren) mit dem Standard-
Skalarprodukt. Seien vy,vy, € V. Dann ist v — det(vy,ve,v) (das bezeichne die
Determinante der Matrix mit den Spalten vy, vq,v) eine Linearform auf V| also
gibt es nach Lemma 22.1 einen eindeutig bestimmten Vektor v; X vy € V' mit

(v1 X vg,v) = det(vy, v, ) fir alle v e V.

Dieser Vektor vy X vy heifit das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt von vy und vs.
Das Vektorprodukt hat folgende Eigenschaften:

(1) Die Abbildung V' x V. — V| (v1,v2) — v1 X v9, ist bilinear.

Das folgt aus der Linearitéit der Determinante in jeder Spalte der Matrix.
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(2) Sind vy, ve € V linear abhéngig, dann ist v; X vy = 0.
Das folgt daraus, dass dann det(vy, ve,v) = 0 ist fiir alle v.
(3) Fiir alle vy,ve € V gilt (v1 X v3) L vy und (v X vg) L vs.
(v1 X vg,v1) = det(vy,ve,v1) = 0; ebenso fiir vs.

(4) Es gilt die explizite Formel

T Y1 ToYs — T3Y2
To | X Y2 | = | T3Y1 — T1Y3
x3 Ys T1Y2 — T2

Beweis als Ubung.
(5) Fiir alle vy,v9 € V'\ {0} gilt ||v1 X va]] = ||v1||]|v2]] sin Z(vq, v2).
Beweis als Ubung. Zu zeigen ist ||vy x va]|? + (v1,v2)? = ||v1]|?]|va]|>.

(6) Sind vy, vy linear unabhéngig, dann ist (vq, vy, v; X vy) eine positiv orien-
tierte Basis von R3.

Ergénze (v1,v,) zu einer Basis (vq, v, v); dann ist det(vy, va,v) # 0, also
kann v; X v9 nicht der Nullvektor sein. Damit folgt

det(vy,v9,v1 X v9) = (V1 X V9,1 X V3) = |Jvg X 2;2||2 >0.

Das lasst sich so interpretieren, dass v; X vy der Nullvektor ist, wenn v; und wvs
linear abhéngig sind; anderenfalls ist es ein Vektor, der auf der von v; und v,
aufgespannten Ebene senkrecht steht und dessen Lange der Flache des von vy
und v, aufgespannten Parallelogramms entspricht. Dabei ist die Richtung so, dass
(v1,v9,v1 X vy) eine positiv orientierte Basis bilden (, Rechte-Hand-Regel®, siehe
Definition 14.21). &

Der R? zusammen mit dem Vektorprodukt ist ein Beispiel fiir eine sogenannte Lie-
Algebra (nach Sophus Lie). Eine Lie-Algebra iiber einem Korper K ist ein K-Vektor-
raum V zusammen mit einer bilinearen Abbildung V x V — V, die iiblicherweise
(v,w) — [v,w] geschrieben wird und die folgenden Bedingungen erfiillt:

e Ve V: v =0.
o Yui,vg,v3 € V1 [ug, [v2,v3]] + [v2, [vs, v1]] + [v3, [V1, v2]] = O (Jacobi-Identitét).

Am einfachsten rechnet man die Jacobi-Identitét fiir das Vektorprodukt nach, indem
man sich {iberlegt, dass ihre Giiltigkeit erhalten bleibt, wenn man einen Vektor ska-
liert oder ein skalares Vielfaches eines Vektors zu einem anderen addiert (also unter
elementaren Spaltenumformungen an der aus den drei Vektoren als Spalten gebilde-
ten Matrix). Damit kann man den Beweis auf die beiden trivialen Fille v; = 0 und
(v1,v2,v3) = (e1, e, e3) reduzieren.

Ein anderes Beispiel einer Lie-Algebra ist Mat(n, K) mit [A, B] = AB — BA.

Wir schreiben weiterhin K fiir R (im euklidischen Kontext) oder C (im unitéren
Kontext).

22.3. Folgerung. Seien V und W euklidische oder unitire Vektorriume mit

dimV < oo und set f: V — W linear. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung f*: W — V mit

(f(v),w) = (v, f*(w)) fiir allev e V und w € W.

Vi X Vs

Vo
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Beweis. Sei zunéchst w € W fest gewéhlt. Dann ist v — (f(v), w) eine Linearform
auf V, also gibt es nach Lemma 22.1 ein eindeutig bestimmtes f*(w) € V mit
(f(v),w) = (v, f*(w)) fiir alle v € V. Das liefert uns eine Abbildung f*: W — V.
Es bleibt zu zeigen, dass f* linear ist. Seien w,w’ € W. Dann gilt fiir alle v € V:

(0, [*(w+ ') = (f(v),w+w') = (f(v),w) + (f(v),w)
= (v, f*(w)) + (v, f*(w')) = (v, f*(w) + [ (w'));
die Eindeutigkeitsaussage in Lemma 22.1 zeigt dann f*(w+w') = f*(w) + f*(w').

Analog fiir die Skalarmultiplikation: Seien A € K und w € W. Dann gilt fiir alle
veV:

(v, f*(Mw)) = (f(v), hw) = Mf(v),w) = M, f*(w)) = (v, \f*(w)),
also wie eben f*(Aw) = Af*(w). a
Die fiihrt auf folgende Begriffsbildung.

22.4. Definition. Seien V und W euklidische oder unitiare Vektorraume.

(1) Sei f: V — W linear. Gibt es eine lineare Abbildung f*: W — V' sodass
fir alle v € V und w € W gilt (f(v),w) = (v, f*(w)), dann heifit f* die
zu f adjungierte Abbildung.

(2) Hat f € End(V) eine adjungierte Abbildung f* und gilt f = f* dann
heifit f selbst-adjungiert. Das bedeutet also (f(v),v") = (v, f(v")) fir alle

v, v € V.
(3) Hat f € End(V) eine adjungierte Abbildung f* und gilt f o f* = f*o f,
dann heifit f normal. O

Folgerung 22.3 besagt, dass es fiir V' endlich-dimensional stets adjungierte Abbil-
dungen gibt.

22.5. Lemma. Seien Vi, Vo und V3 euklidische oder unitire Vektorrdume und
seien f,qg: Vi — Vo und h: Vo — V3 linear, mit adjungierten Abbildungen f*, g*
und h*, und sei A € K. Dann gilt:

(1) f+g und \f haben adjungierte Abbildungen; es ist (f +g)* = f*+g* und
(Af)=Af
(2) ho f hat eine adjungierte Abbildung; es gilt (ho f)* = f* o h*.
(3) f* hat eine adjungierte Abbildung; es ist (f*)* = f.
Auflerdem gilt fiir beliebige lineare Abbildungen f: Vi — Va:
(4) f ist eine Isometrie

<= [ ist ein Isomorphismus und hat =1 als adjungierte Abbildung.

Insbesondere sind selbst-adjungierte Abbildungen und Isometrien normal.

Beweis.

(1) Das geht dhnlich wie beim Nachweis der Linearitét von f* im Beweis von
Folgerung 22.3: Fiir v € Vi, w € V5 ist

(f +9)(v), w) = (f(v) + g(v), w) = (f(v),w) + {g(v), w)
= (v, [ (w)) + (v, g"(w)) = (v, [*(w) + g"(w))
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woraus (f + ¢g)* = f* + g* folgt, und fir v € Vi, A € K, w € Vj ist
(A (v),w) = ANf(v),w) = Mo, f*(w)) = (v, \f*(w))
und damit (Af)* = Af*.
(2) Fiirve Vi, w e Vs gilt
((ho f)(v),w) = (h(f(v)),w) = (f(v), h*(w))
= (v, f7(h"(w))) = (v, (f* o h¥)(w)) ,
also ist (ho f)* = f*o h*.
(3) Fir v e Vo, w e V] ist
(f*(v),w) = (w, f*(v)) = (f(w),v) = (v, f(w));
das bedeutet (f*)* = f.
(4) ,<*: Sei f ein Isomorphismus mit f* = f~!. Fiir alle v, w € V; gilt dann
(f(v), f(w)) = (v, f*(f(w))) = (v, [T (f(w)) = {v,w),

also ist f eine Isometrie.
,= " Ist f eine [sometrie, dann ist f ein Isomorphismus und es gilt fiir alle
veWV,wel,

(v, f7H(w)) = (f(v), f(f T (w))) = (f(v), w),
woraus folgt, dass f~! die zu f adjungierte Abbildung ist. a

Wir definieren analoge Begriffe fiir Matrizen. Die folgende Definition wiederholt
im Wesentlichen Definition 20.13.

22.6. Definition. Eine Matrix A € GL(n,R) heifit orthogonal, wenn sie die Glei-
chung A™! = A" erfiillt. Wir schreiben O(n) fiir die Gruppe (!) der orthogonalen
n x n-Matrizen; O(n) heifit die orthogonale Gruppe.

Die orthogonalen Matrizen mit Determinante 1 bilden ebenfalls eine Gruppe, die
spezielle orthogonale Gruppe SO(n). O

Schreibt man die Bedingung ATA = AAT = I, aus, dann sicht man, dass A
genau dann orthogonal ist, wenn die Spalten (Zeilen) von A eine Orthonormalbasis
von R" bilden.

22.7. Definition. Fiir eine Matrix A = (a;;) € Mat(m x n,C) sei A = (a;;) €
Mat(m x n,C) und A* = AT,

Eine Matrix A € Mat(n,C) heifit hermitesch, wenn A = A* ist. A heiit unitdr,
wenn A*A = [, ist, und normal, wenn AA* = A*A gilt.

Die Gruppe (!) der unitdren n x n-Matrizen heifit die unitire Gruppe und wird
mit U(n) bezeichnet. Die unitdren Matrizen mit Determinante 1 bilden ebenfalls
eine Gruppe, die spezielle unitire Gruppe SU(n). &

Analog zum euklidischen Fall ist eine quadratische Matrix genau dann unitér,
wenn ihre Spalten (oder Zeilen) eine ONB von C” bilden. Hermitesche und unitére
Matrizen sind normal.
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Fiir die Determinante einer unitdren Matrix A gilt

1 = det(1,,) = det(A*A) = det(A") det(A)

= det(A) det(A) = det(A) det(A)
= | det(4)[*,
also |det(A)| = 1.

Die folgende Aussage zeigt, wie sich das Adjungieren auf die beschreibenden Ma-
trizen auswirkt.

22.8. Lemma. Seien V und W zwei endlich-dimensionale euklidische oder uni-
tire Vektorrdume und seien B = (e, es,...,e,) und B' = (e},¢,, ... ¢e..) Ortho-
normalbasen von V bzw. W. Fiir eine lineare Abbildung f: V — W gilt dann

Matp p(f*) = 1\/IatB7B/(f)T im euklidischen Fall bzw.
Matp p(f*) = Matp p/(f)* im unitiren Fall.

Beweis. Seien A = (a;;) = Matp p/(f) und A’ = (aj;) = Matp p(f*). Es gilt nach
Satz 21.14

flej) = (f(ej) en)er + (f(ej) e3)es + ...+ (f(e)), €,)€,  und

fr(e) = (f*(er) enper + (f7(€), ea)ea + ...+ (f(€5), en)en,
also ist a;; = (f(e;),e;) und af; = (f*(e), e;) und damit fiir alle 7 € {1,...,m},
je{l,...,n}

aij = (f(e;), €5) = (e, f*(er)) = (f*(e5), €5) = aj; -
Es gilt also A’ = A* (= AT im euklidischen Fall) wie behauptet. a

22.9. Folgerung. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdirer
Vektorraum mit Orthonormalbasis B = (ey,és,...,6,) und sei f: V. — V line-
ar. Im euklidischen Fall gilt

f st selbst-adjungiert <= Matg(f) ist symmetrisch

und
f ist eine Isometrie <= Matg(f) ist orthogonal.
Im unitdiren Fall gilt entsprechend

f ist selbst-adjungiert <= Matpg(f) ist hermitesch,
f ist normal <= Matg(f) ist normal

und

f ist eine Isometrie <= Matg(f) ist unitdr.

Beweis. Die Aussagen iiber selbst-adjungierte f folgen direkt aus Lemma 22.8.
Die Aussagen iiber Isometrien folgen mit Lemma 22.5. u
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Wir wollen uns jetzt mit der Frage beschéftigen, wann es fiir einen Endomorphis-
mus f eines euklidischen oder unitdren Vektorraums V eine Orthonormalbasis
von V gibt, die aus Eigenvektoren von f besteht. Man sagt dann, f sei orthogonal
diagonalisierbar bzw. unitdr diagonalisierbar.

Da sich die beiden Félle hier doch starker unterscheiden, behandeln wir zunéchst
den euklidischen Fall. Das Resultat wird sein, dass genau die selbst-adjungierten
Endomorphismen orthogonal diagonalisierbar sind. Wir zeigen zuerst die einfache-
re Richtung.

22.10. Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei
f € End(V). Wenn f orthogonal diagonalisierbar ist, dann ist f selbst-adjungiert.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine ONB B von V, sodass A = Matg(f)
eine Diagonalmatrix ist. Dann gilt auch A = A", also ist f nach Folgerung 22.9
selbst-adjungiert. a

Zum Beweis der Gegenrichtung brauchen wir eine Voriiberlegung, fiir die wir auf
einige Grundtatsachen aus der Analysis zuriickgreifen. Wir wissen, dass V' zum
Standardraum R"™ isometrisch ist, also kénnen wir ohne Einschrénkung V = R"
(mit n > 0) betrachten. Die Menge S = {x € R" | ||z| = 1} (also die Ober-
fliche der n-dimensionalen Einheitskugel) ist eine abgeschlossene und beschriankte
Teilmenge von R", also ist S kompakt (Satz von Heine-Borel). Die Abbildung

h: R" — R, x+— (f(z),x)

ist stetig, denn f: R™ — R" ist stetig und das Skalarprodukt ist ebenfalls stetig.
Als stetige Funktion nimmt die Abbildung h auf der kompakten Menge S ihr
Maximum an, etwa in &g € S.

22.11. Lemma. Sein > 0 und f: R" — R" eine selbst-adjungierte lineare Ab-
bildung. Mit h und xy wie oben ist dann xy ein Figenvektor von f zum Eigenwert

A= h(z).

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass ﬁir alle 0 # = € R" gilt

1
(f(@), z) = llzlI*(f (772 ) = [|=|*h < Mzl
< <Hfﬂll ) [E] > <H I )
denn ||z|| "'z € S. Fiir = 0 gilt die Ungleichung (f(x), z) < A||z||* ebenfalls.

Wir zeigen jetzt, dass ¢ ein Eigenvektor ist. Wir kénnen f(xzg) = pxo+ y schrei-
ben mit © € R und y L x; (nach Lemma 21.13 mit U = (x()r). Fir t € R
betrachten wir den Vektor g + ty. Es gilt

(F (0 + ty), @0 + ty) < Ao+ tyl]? = A1+ £2[|yl) = A+ 2\ g
(dabei haben wir &y L y und den , Pythagoras® benutzt). Auf der anderen Seite
ist

(f(mo +ty), @o + ty) = (f(®o) + tf(y), o + ty)
= (f(@o), o) +t({f(z0), y) + (f(9). o)) +*(f(¥). y)
= A+ t((f(@o), y) + (y. f(=0)) + *(f (). y)
= A+ 26(f (o), y) +*(f(y), y)
= A+ 2t(uzo +y, y) +1{f (), y)
= A+ 2|yl + (f(y). y).
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Dabei haben wir verwendet, dass f selbst-adjungiert und xy, L y ist. Fiir £ > 0
ergibt sich daraus die Ungleichung (nach Subtraktion von A und Division durch t)

0 <2[lyll® <tAMyl* = (f(¥), ) ;

wenn wir ¢ von oben gegen null gehen lassen, folgt daraus ||y||* = 0, also y = 0
und damit f(xg) = pxo. AuBerdem gilt

A= (f(@0), o) = (o, o) = pill2o||® = 11,

also ist A der zu xy gehdérende Eigenwert. a

22.12. Folgerung. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit
dimV > 0 und sei f € End(V) selbst-adjungiert. Dann hat f einen (reellen)
Eigenwert.

Beweis. Wir wihlen eine ONB von V; dann gibt es eine Isometrie ¢: R" — V
(mit n = dim V). Die Abbildung f = ¢! o f o ¢ € End(R") ist ebenfalls selbst-
adjungiert, denn nach Lemma 22.5 ist

fr=(¢7"ofog) =¢"0f o) =d"ofod=].

f hat also nach Lemma 22.11 einen Eigenwert A € R. Da f und f dieselben
Eigenwerte haben (ist & € R"™ Eigenvektor von f zum Eigenwert A, dann ist ¢(x)
Eigenvektor von f zum selben Eigenwert), gilt das auch fiir f. a

22.13. Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei
f € End(V). f ist genau dann orthogonal diagonalisierbar, d.h., V besitzt eine
Orthonormalbasis, die aus Figenvektoren von f besteht, wenn f selbst-adjungiert
15t.

Beweis. Die eine Richtung ist Satz 22.10. Die andere Richtung beweisen wir durch
Induktion iiber n = dim V. Fiir n = 0 ist nichts zu beweisen (die leere Familie ist
eine ONB aus Eigenvektoren). Sei n > 0 und die Aussage fiir dim V' = n—1 richtig.
Nach Folgerung 22.12 hat f einen Eigenwert A € R; sei e, € V ein zugehoriger
Eigenvektor mit |le,|| = 1. Sei U = (e,)g C V das orthogonale Komplement

von (e,)r. Dann ist U ein f-invarianter Untervektorraum, denn fiir u € U gilt

(f(u),en) = (u, f(en)) = (u, Aen) = Mu, e,) =0,

also ist f(u) € U. U ist (mit dem auf U x U eingeschrénkten Skalarprodukt
von V') ein euklidischer Vektorraum mit dim U = n — 1 (denn nach Lemma 21.13
ist U ein Komplement des eindimensionalen Unterraums (e,)r), und f|y ist ein
selbst-adjungierter Endomorphismus von U. Nach der Induktionsannahme hat also
U eine ONB (e, e9,...,6,-1), die aus Eigenvektoren von f besteht. Dann ist
(e1,...,€n_1,€,) eine ONB von V aus Eigenvektoren von f. a

Fiir Matrizen ldsst sich die interessante Richtung dieses Satzes auch so formulieren:
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22.14. Folgerung. Sei A € Mat(n,R) eine symmetrische Matriz. Dann gibt es
eine orthogonale Matriz P € O(n), sodass PTAP = P~YAP eine Diagonalmatriz
18t.

Das ist Satz 20.14, den wir bereits benutzt haben, um das Determinanten-Kriterium
fiir positive Definitheit (Satz 20.19) zu beweisen.

Beweis. Sei f: x — Az, dann ist A die Matrix von f € End(R") beziiglich der
Standardbasis E; da A symmetrisch ist, ist f selbst-adjungiert (Folgerung 22.9).
Nach Satz 22.13 hat R™ eine Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren von f, also
ist D = Matg(f) eine Diagonalmatrix. Die Matrix P = Matg g(idg») hat als
Spalten die Vektoren von B und ist damit orthogonal (vergleiche die Bemerkung
nach Definition 22.6). Auflerdem ist

P_IAP = MatEVB(ian) MatE(f) MatBVE(ian) = MatB(f) =D. a
Wir wenden uns jetzt der Frage nach der unitédren Diagonalisierbarkeit zu. Es wird

sich herausstellen, dass genau die normalen Endomorphismen unitér diagonalisier-
bar sind. Wir beginnen mit einem Lemma.

22.15. Lemma. Sei V ein unitirer Vektorraum und sei f € End(V') normal.

(1) Es gilt ||f*(v)|| = ||f(v)|| fir allev e V.

(2) Ist v € V ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A\, dann ist v auch ein
Figenvektor von f* zum Figenwert .

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich wie folgt:

L/ )II* = (F* (), f*(v)) = {(f(f*(v),0) = ([*(f (), 0) = (f(v), f(0)) = [|f ()]
Die zweite Aussage folgt daraus: Zunéchst einmal ist mit f auch f— \idy normal,
denn

(f = Aidy) o (f = Aidy)" = (f = Aidy) o (f* = Aidy)

— fof = Af = Af+\Pidy
— o f = Af = Af+ Aidy
= (f* = Xidy) o (f — Aidy)
= (f = Aldy)" o (f = Aidy).

Aus f(v) = Av und Aussage (1) ergibt sich dann

0= [I(f = Aidv) (@)l = [(f = Midv)* ()| = [|(f* = Aidv)(@)]| = [ f*(v) = M|l ;
damit ist f*(v) = \v. Qa

22.16. Satz. Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen unitdren
Vektorraums V. f ist genau dann unitdr diagonalisierbar, wenn f normal ist.

Beweis. Sei zunéchst f unitér diagonalisierbar. Dann ist die Matrix von f beziig-
lich einer ONB von V, die aus Eigenvektoren von f besteht, diagonal und damit
normal. Es folgt, dass f ebenfalls normal ist.

Die umgekehrte Implikation beweisen wir durch Induktion iiber die Dimension n
des Vektorraums V. Fiir n = 0 (oder n = 1) ist nichts zu zeigen. Sei also n > 1.
Weil C algebraisch abgeschlossen ist, hat das charakteristische Polynom von f
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eine Nullstelle, also hat f einen Eigenwert A\ mit zugehorigem Eigenvektor v,.
Nach Skalieren konnen wir annehmen, dass ||v,|| = 1 ist. Nach Lemma 22.15 ist
f*(vn) = Av,. Wir betrachten das orthogonale Komplement von (v,,)c:

U={ueV]|(uwv,) =0}.
Dann ist U ein f-invarianter Untervektorraum von V, denn fiir v € U gilt

(f(u),vn) = (u, f*(vn)) = (u, Avp) = Mu, v,) = 0
und damit f(u) € U. Analog sieht man, dass U ein f*-invarianter Untervektorraum
ist. Damit ist f|y ein normaler Endomorphismus von U (U ist ein unitdrer Vek-
torraum mit dem eingeschriankten Skalarprodukt); auBerdem gilt V' = (v,,)c @ U.
Nach Induktionsannahme hat U eine ONB (vy, ..., v, 1) aus Eigenvektoren von f;
dann ist (vy,...,v,_1,v,) eine ONB von V aus Eigenvektoren von f. Q

Fiir Matrizen lautet die interessante Richtung dieser Aussage wie folgt (der Beweis
ist analog zum euklidischen Fall):

22.17. Folgerung. Ist A € Mat(n,C) normal, dann gibt es eine unitdre Matrix
P € U(n), sodass P"'AP = P*AP eine Diagonalmatriz ist.

Die Verallgemeinerung des reellen Spektralsatzes auf den unitéren Fall charakte-
risiert die selbst-adjungierten Endomorphismen auch in diesem Fall:

22.18. Satz. FEin normaler Endomorphismus eines endlich-dimensionalen unitd-
ren Vektorraums ist genau dann selbst-adjungiert, wenn er nur reelle Eigenwerte
hat.

Beweis. Sei V' ein endlich-dimensionaler unitidrer Vektorraum und sei f: V — V
normal. Aus Satz 22.16 folgt, dass f unitdr diagonalisierbar ist; sei also B eine
ONB von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. Dann ist D = Matg(f) eine Dia-
gonalmatrix, deren Diagonaleintrige gerade die Eigenwerte von f sind; auflerdem
ist f genau dann selbst-adjungiert, wenn D hermitesch ist (Folgerung 22.9). Das
bedeutet hier D = D* = DT = D, was damit dquivalent ist, dass die Eigenwerte
reell sind. a

Das liefert eine Moglichkeit, den reellen Spektralsatz aus der komplexen Version abzu-
leiten; damit kann man das Kompaktheitsargument im Beweis von Satz 22.13 (d.h., die
Aussage von Lemma 22.11) umgehen: Satz 22.18 garantiert, dass alle Eigenwerte eines
selbst-adjungierten Endomorphismus eines endlich-dimensionalen euklidischen Vektor-
raums reell sind (man kann eine zugehorige Matrix als Matrix iiber C betrachten). Das
liefert die Aussage von Folgerung 22.12, die wir fiir den Beweis gebraucht haben. Al-
lerdings haben wir fiir den komplexen Fall verwendet, dass C algebraisch abgeschlossen
ist, was in gewisser Weise eine schwieriger zu zeigende Aussage ist als die Sitze iiber
kompakte Mengen im R™. (Ublicherweise schen Sie den ersten Beweis in der ,,Einfithrung
in die Funktionentheorie* im vierten Semester.)
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23. QUADRATISCHE FORMEN

Aus einer bilinearen Abbildung kann man eine ,,quadratische* Abbildung machen:
Ist B: V x V — W bilinear, dann hat die Abbildung

¢V —W, v+ B(v,v)
folgende Eigenschaften:
q(\) = Nq(v) firalle A\ € K, v €V, und
qv+ ") +qlv —v") =2¢(v) +2¢(v")  fiir alle v,0' € V
(, Parallelogramm-Gleichung*).
Auflerdem ist ¢(v + ') — q(v) — q(v") = B(v,v") + B(v',v) eine (symmetrische)

bilineare Abbildung. Wir untersuchen den Zusammenhang etwas genauer.

23.1. Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine quadratische Form auf V ist DEF
eine Abbildung ¢: V' — K, sodass quadratische

(1) g(Av) = N\%q(v) fiir alle A € K, v € V, und Form
(2) (v,w) — q(v+w) —q(v) — g(w) eine Bilinearform ist.

Die Menge aller quadratischen Formen auf V' bildet in der iiblichen Weise einen
Vektorraum Qu(V).

Zwei quadratische Formen ¢ und ¢’ auf V' heiflen dquivalent, wenn es einen Auto-
morphismus f: V — V gibt, sodass ¢’ = g o f ist. &
Die Parallelogramm-Gleichung folgt aus den beiden Eigenschaften in der Definiti-
on.

Analog zu symmetrischen Bilinearformen definiert man positive Definitheit usw.
fiir quadratische Formen iiber R.

23.2. Definition. Sei g eine quadratische Form auf einem reellen Vektorraum V. DEF

(1) q heiit positiv (negativ) definit, wenn g(v) > 0 (¢(v) < 0) firalle0 # v € V sgfsln/l’rc]iir
gilt. qu. Formen
(2) q heiit positiv (negativ) semidefinit, wenn g(v) > 0 (g(v) < 0) fiir alle
v eV gilt.

(3) ¢ heiit indefinit, wenn ¢ weder positiv noch negativ semidefinit ist. &

Fiir das Folgende ist es wichtig, dass wir durch 2 teilen konnen. Deshalb noch eine
Definition.

23.3. Definition. Sei K ein Korper. Ist n - 1x # Og fiir alle n € Z-o, dann DEF

hat K Charakteristik 0. Sonst ist die Charakteristik von K die kleinste positive Charakteristik
ganze Zahl p mit p - 1 = 0. Wir schreiben char(K) fiir die Charakteristik

von K. O

Die Charakteristik ist entweder null oder eine Primzahl: Wire char(K) = n keine Prim-
zahl, dann kénnten wir schreiben n = km mit 1 < k,m < n. Aus n - 1x = O folgt
(k-1g)-(m-1k) =0g, also k- 1x = 0x oder m - 1x = Og, was ein Widerspruch dazu
ist, dass n die kleinste solche Zahl ist.

Wenn K nicht Charakteristik 2 hat, dann ist 2 # 0 in K und damit invertierbar.
Ein Korper der Charakteristik 2 ist zum Beispiel Fy; dort gilt ja 1 + 1 = 0.
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23.4. Lemma. Sei V ein K-Vektorraum mit char(K) # 2. Wir schreiben Sym(V)
fiir den Vektorraum der symmetrischen Bilinearformen auf V. Dann ist

¢: Sym(V) — Qu(V), [Br— (v > 5(1},1}))
ein Isomorphismus.
Man kann also quadratische Formen mit den zugehorigen symmetrischen Biline-
arformen identifizieren; insbesondere sind auch quadratische Formen durch sym-

metrische Matrizen beschrieben. Wir schreiben Matg(q) fiir diese Matrix; es gilt
fir v =216y + ... + x,b, (wenn B = (by,...,b,) ist)

g(v) = =" Matp(g)z
wobei ¢ der Spaltenvektor (x1,...,x,)" ist.

Beweis. Dass die angegebene Abbildung wohldefiniert und linear ist, ist klar. Wir
zeigen, dass sie bijektiv ist, indem wir die Umkehrabbildung angeben:

U: QuV) — Sym(V), ¢+ ((v,w) = %(Q(v +w) —q(v) — q(w)))

(hier verwenden wir char(K) # 2). Nach Definition 23.1 ist das Bild eine (symme-
trische) Bilinearform, also ist die Abbildung wohldefiniert. Wir priifen nach, dass
das tatsédchlich die Inverse ist: (® o ¥)(q) ist die Abbildung, die v abbildet auf

(T(q)) (v,v) = 5(alv +v) = q(v) = a(v)) = 3(a(2v) = 24(v)) = q(v),
also ist (® o ¥)(q) = ¢, und (¥ o ®)(8) ist die Abbildung, die (v, w) abbildet auf
5((2(8)) (v +w) = (2(8)) (v) — (2(8)) (w))
=1(B(v+w,v+w) — B(v,v) — B(w,w))
= 5(B(v,w) + B(w, v)) = (v, w)
t (W o®)(p) = 6. Q

~

N =

(denn f ist symmetrisch), also is

Uber Korpern der Charakteristik 2 ist die Aussage des Lemmas falsch. Zum Beispiel
hat die quadratische Form q(z,y) = xy auf F3 nicht die Form ¢(z) = B(z, ) fiir eine
symmetrische Bilinearform f.

Daraus folgt unmittelbar:

23.5. Folgerung. Ist K ein Korper mit char(K) # 2, dann sind die quadrati-
schen Formen auf K" alle gegeben durch

T
(Z‘l,l’z,...,.’ﬂn) — E Qi T %5
1<i<j<n

mit a;; € K. Die zugehdrige Matriz hat Diagonaleintrige a; und Eintrige a;;/2
an den Positionen (i,7) und (j,1), wenn i < j ist.

Zwei quadratische Formen auf K™ sind genau dann dquivalent, wenn die zugehori-
gen symmetrischen Matrizen kongruent sind.

Die erste Aussage bleibt auch fiir Kérper der Charakteristik 2 richtig; die Aussagen
iiber die Matrizen haben in diesem Fall keinen Sinn.

Der Wert einer quadratischen Form ¢ auf K™ bei einem Vektor & = (z1,...,2,)"
wird héaufig zur Vereinfachung ¢(z1, ..., x,) geschrieben statt q((xl, . ,xn)T).
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Aquivalenz von zwei quadratischen Formen ¢ und ¢’ auf K™ bedeutet dann ganz
konkret, dass
/
¢ (x1,29,...,2,) = qlann®y + a12x9 + . .. + a2y,
21%1 + A22%2 + ... + A2pTn,

ey

An1T1 + Qoo + . ..+ AppTy)

gilt mit einer Matrix A = (a;;) € GL(n, K).

23.6. Definition. Eine quadratische Form ¢ auf K™ heifit diagonal oder eine DEF

Diagonalform, wenn sie die Form diagonale
q(z1, T, ..., 1) = 12% + s + ...+ ap2? qu. Form
hat mit geeigneten ay,as,...,a, € K. &

Es treten also keine ,,gemischten Terme* x;z; (mit ¢ # j) auf, und die zugehorige
Matrix ist eine Diagonalmatrix.

Seien A und A’ die symmetrischen Matrizen zweier dquivalenter quadratischer
Formen ¢ und ¢’ auf K" (mit char(K) # 2), oder auch die Matrizen einer qua-
dratischen Form auf V' beziiglich zweier unterschiedlicher Basen. Dann gibt es
P € GL(n, K) mit A’ = PTAP; insbesondere ist tk(A’) = rk(A4) (denn Multipli-
kation mit einer invertierbaren Matrix #ndert den Rang nicht). Das zeigt, dass
folgende Definition sinnvoll ist.

23.7. Definition. Sei K ein Korper mit char(K) # 2 und sei V ein endlich- DEF
dimensionaler K-Vektorraum. Sei weiter ¢ € Qu(V). Ist B eine Basis von V, dann Rang einer
heif3t rk(MatB(q)) der Rang von q. ¢ qu. Form

Wir wollen jetzt quadratische Formen auf endlich-dimensionalen komplexen und
reellen Vektorrdumen klassifizieren. Das ist dazu dquivalent, symmetrische Matri-
zen bis auf Kongruenz zu klassifizieren. Wir beginnen mit einem Resultat, das fiir
(fast) beliebige Korper gilt.

23.8. Satz. Sei K ein Kérper mit char(K) # 2. Dann ist jede quadratische SATZ

Form q auf K™ dquivalent zu einer Diagonalform. Diagonalisie-
rung von
Dazu dquivalent sind folgende Aussagen: qu. Formen

e Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ eine quadratische Form
auf V. Dann hat V eine Basis B, sodass Matp(q) eine Diagonalmatrix ist.

e Jede symmetrische Matrix A € Mat(n, K) ist kongruent zu einer Diagonalma-
trix.

Beweis. Der Beweis geht durch Induktion tiber n. Im Fall n = 1 (oder n = 0) ist
nichts zu zeigen. Wir nehmen jetzt an, dass n > 1 ist und die Aussage fiir n — 1
gilt. Wir schreiben

! 2
Q<x1> Lo, ... 7xn) =q (iCl, To,. .. ,xn71> + blxlxn +.. .+ bnfll'nflxn + An T,

mit by,...,bp_1,a, € K und einer quadratischen Form ¢’ auf K" ! Ist a, # 0,
dann ist (,quadratische Ergénzung*®)

1 " 2
C](xh cee 3 Tp—1, Ty — m(bﬂl +... .+ bn—ﬂn—l)) = q" (21, 22,...,Tp1) + anTy,
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mit

q//($1, e 7xn71) = q/(ilj‘l, e ,.Tnfl) — H(blxl 4+ ...+ bnfll’n,l)Z )

das ist eine quadratische Form auf K™ !. Nach Induktionsannahme ist ¢" &qui-

valent zu einer Diagonalform a;2? + ... + a,_122_,; damit ist ¢ dquivalent zu
amrt+ .+ a, 7+ ayrd.
Es bleibt der Fall a,, = 0 zu behandeln. Gilt by = ... = b,_; = 0, dann kénnen

wir die Induktionsannahme direkt auf ¢ anwenden und sind fertig. Sei also jetzt
b # 0 fiir ein m € {1,2,...,n—1}. Dann ist q(zy, ..., z,) = az?, + b T, + R,
wobei jeder Term, der in R vorkommt, eine Variable x; mit j ¢ {m,n} enthélt.
Wir ersetzen x,, durch z,, + x, und erhalten

(1, T £ Ty x) = a2+ (b £ 20) T2, + (£ by)22 + R

Da b,, # 0 ist, muss fiir wenigstens eine Wahl des Vorzeichens a + b,,, # 0 sein
(hier benutzen wir wieder char(K) # 2, also 1x # —1g). Wir sehen, dass ¢ zu
einer Form mit a,, # 0 dquivalent ist; diesen Fall haben wir bereits behandelt. U

Auch diese Aussage ist i.A. falsch fiir char(K) = 2: Die quadratische Form ¢(z, y) =y
auf F3 ist nicht #quivalent zu einer Diagonalform (Ubung).

Die Koeffizienten der Diagonalform sind keineswegs eindeutig bestimmt. Wir kénnen
die Reihenfolge beliebig &ndern durch Permutation der Variablen. Durch Skalieren
der Koordinaten kénnen wir aulerdem die Koeffizienten mit beliebigen Quadraten
= (0 multiplizieren. Aber es gilt zum Beispiel auch, dass

222 4 223 und r? + 22
iiber Q dquivalent sind, obwohl 2 kein Quadrat in Q ist:

(21 + 12)? + (11 — 29)* = 227 + 273

23.9. Beispiel. Wie sieht eine zu q(z1, x2, 23) = x129 + 123 + Tox3 dquivalente

Diagonalform iiber Q aus? Da kein Term x? auftritt, miissen wir zunéichst einen

J
erzeugen:
! _ _ 2 2
¢ (21,29, x3) = q(T1 + T3, T2, T3) = T129 + 2103 + 220223 + 25 .

Jetzt konnen wir die quadratische Ergénzung durchfiihren:

" o 1 _ 1,.2 2 2
q" (1,29, 23) = q (xl,xg,xg — 5T1 — .1'2) = —3T] — T3 + 3.

Wir kénnen z; noch mit 2 skalieren und erhalten die etwas hiibschere Form

q" (w1, 22, w3) = ¢" (221, T3, 43) = —a} — x5 + 3. L)

Im Koérper C der komplexen Zahlen hat (nach Satz 4.3) jedes Element eine Qua-
dratwurzel. Da wir die Diagonaleintrdge mit beliebigen Quadraten multiplizieren
konnen, erhalten wir den folgenden Klassifikationssatz.
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23.10. Satz. Jede quadratische Form q € Qu(C") ist dquivalent zu einer Form
Qr(ry,...,2n) =27+ ...+ a2,

Die Zahlr € {0,1,...,n} ist dabei eindeutig bestimmdt.

Beweis. Nach Satz 23.8 ist ¢ d4quivalent zu einer Diagonalform ¢’. Wir kénnen an-
nehmen (nach eventueller Permutation der Variablen), dass in ¢’ genau die Terme

22, ..., 22 vorkommen. Durch Skalieren kénnen wir erreichen, dass die Koeffizien-
ten = 1 sind; damit haben wir die gewiinschte Form. Als Rang von ¢ ist r eindeutig
bestimmt. a

In R gilt nur noch, dass jede positive Zahl (und die Null) ein Quadrat ist. Das
fithrt zum folgenden Sylvesterschen Trdgheitssatz oder Signatursatz:

23.11. Satz. Jede quadratische Form q € Qu(R"™) ist dquivalent zu einer Form
Qrs(T1y.my) =i+ . 2l —ai — .. —al,.

Die Zahlen r,s > 0 mit r + s < n sind eindeutig bestimmt.

Beweis. Nach Satz 23.8 ist ¢ dquivalent zu einer Diagonalform ¢'. Nach Permuta-

tion der Variablen kénnen wir annehmen, dass ¢'(z1,...,2,) = Z;Zf a;r3 ist mit
ay,...,a, > 0und a,yq,...,a,4+s < 0. Durch Skalieren konnen wir die positiven

Koeffizienten durch 1 und die negativen Koeffizienten durch —1 ersetzen; damit
haben wir die gewiinschte Form.

Wie eben ist der Rang r+s eindeutig durch ¢ bestimmt. Die Zahl r ist die maximale
Dimension eines Untervektorraums, auf dem ¢ positiv definit ist und ist damit
ebenfalls eindeutig bestimmt: Diese Dimension ist fiir dquivalente quadratische
Formen offensichtlich gleich, also miissen wir diese Aussage nur fiir @), s zeigen.
Qs ist auf dem r-dimensionalen Untervektorraum (ey, ..., e,) positiv definit. Ist
U C R" mit dimU > r, dann gilt mit U’ = (e, 11, ...,e,), dass

dimUNU" = dimU+dim U’ —dim(U+U") > dimU+(n—r)—n =dimU —7r > 0

ist, also gibt es einen Vektor 0 # v € U NU’'. Es gilt dann aber @, (v) < 0,
also ist @), auf U nicht positiv definit. Damit ist  die maximale Dimension eines
Untervektorraums, auf dem @), s positiv definit ist. a

23.12. Definition. In der Situation von Satz 23.11 heifit r — s die Signatur von q.
¢

23.13. Beispiel. Die Signatur der quadratischen Form zixo + 123 + 2223 aus
Beispiel 23.9 ist —1, denn wir haben r =1 und s = 2. )
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23.14. Folgerung. Seiq € Qu(R™) mit r und s wie in Satz 23.11. Dann gilt: FOLG
) I - Definitheit
q positiv definit <= r =n. iiber 7, 5

2) q negativ definit <= s =n.

(1)
(2)
(3) q positiv semidefinit <= s = 0.
(4) q negativ semidefinit <= r = 0.
(5) q indefinit <= 1,5 > 0.

Beweis. Es ist klar, dass diese Aquivalenzen fiir die zu ¢ dquivalente Diagonal-
form @, gelten. Weil die Definitheitseigenschaften unter Aquivalenz invariant
sind, gelten sie dann auch fiir q. a



§24. Klassifikation von Quadriken 203

24. KLASSIFIKATION VON QUADRIKEN

Wir arbeiten in diesem Abschnitt im Standardraum R™.

Eine lineare Gleichung (mit by, bs,...,b,,c € R gegeben, nicht alle b; = 0, und
(x1,T9,...,1,) € R™ gesucht)

b11‘1+b2I2+...+bnl‘n:C

hat als Losungsmenge eine affine Hyperebene (also einen affinen Unterraum der
Dimension n — 1). Viel mehr gibt es dazu nicht zu sagen. Daher befassen wir uns
jetzt mit quadratischen Gleichungen. Sie haben die allgemeine Form

Z a;jT;T; + Z bjx; =c
ij=1 j=1
oder kurz

(z,Az) + (b,x) =c  bzw. x Az +b'x = c;
dabei ist 0 # A = (a;;) € Mat(n,R) eine symmetrische Matrix, b = (by,...,b,)"
ein Vektor und ¢ € R. (Ist A die Nullmatrix, dann ist die Gleichung nicht wirklich
quadratisch.)

24.1. Definition. Die Losungsmenge einer quadratischen Gleichung wie oben
heiBt Quadrik im R™. Eine Quadrik im R? heiit auch Kegelschnitt. &

Die Bezeichnung ,Kegelschnitt® fiir Quadriken im R? kommt daher, dass sich
(fast) alle solchen Quadriken als Schnitt des Doppelkegels

i+ wi— 22 =0
im R? mit einer Ebene realisieren lassen.

Man kann analog Quadriken auch iiber anderen Kérpern (zum Beispiel C) defi-
nieren und studieren.

24.2. Beispiel. Ein einfaches Beispiel fiir eine Quadrik im R?, also fiir einen
Kegelschnitt, ist der Einheitskreis, der die Losungsmenge der quadratischen Glei-
chung ) )
] +xy3=1

ist. (Hier ist A = I die Einheitsmatrix, b = 0 und ¢ = 1.) Allgemeiner ist ein Kreis
mit Mittelpunkt (mq,ms) und Radius r ebenfalls ein Kegelschnitt; hier lautet die

Gleichung )

(w1 —my)? + (g — mo)? =17,

was zu s ) ) )
]+ x5 — 2myx; — 2moxe =17 — M7 — m;
dquivalent ist (also A = I, b = —2(my,my)" und ¢ = r?> — m? — m3). )

Eine Drehung, Spiegelung (allgemeiner eine Isometrie) oder Verschiebung dndert
die geometrische Form einer Quadrik nicht. Deshalb sind wir an einer Normalform
bzw. Klassifikation bis auf solche Geometrie erhaltenden Abbildungen interessiert.
Wir geben diesen Abbildungen zuerst einen Namen. Vorher erinnern wir uns daran,
dass die Determinante einer orthogonalen Matrix stets +1 ist:

ATA =1, = 1=det(l,) = det(A") det(A) = det(A4)*.

Die zugehorigen Isometrien R™ — R™ sind also orientierungserhaltend, wenn
det(A) = 1 ist, und orientierungsumkehrend, wenn det(A) = —1 ist (verglei-
che Definition 14.22). Die orthogonalen Matrizen mit Determinante 1 bilden eine
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Untergruppe von O(n), die spezielle orthogonale Gruppe SO(n), siehe Definiti-
on 22.6.

24.3. Definition. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Eine
Abbildung f: V — V heiit eine (euklidische) Bewegung von V, wenn es eine
Isometrie h: V' — V und einen Vektor vy € V' gibt mit f(v) = h(v) + v, fiir alle
v € V. Im Fall h = idy heifit f auch Translation um vy.

Die Bewegung ist orientierungserhaltend bzw. -umkehrend, wenn h orientierungs-
erhaltend (also det(h) > 0) bzw. -umkehrend (det(h) < 0) ist.

Die Menge aller Bewegungen von V bildet eine Gruppe (Ubung), die Bewegungs-
gruppe von V. &

24.4. Beispiel. Ist H = {x € R" | b'z = ¢} eine affine Hyperebene, dann gibt
es eine Bewegung 7' mit T(H) = {z € R" | 2; = 0}. Dafiir ergéinzen wir b zu
einer Basis von R"™ und wenden das Gram-Schmidt-Verfahren an. Wir erhalten
eine ONB, deren erster Vektor ein skalares Vielfaches \b ist. Sei P die zugehorige
orthogonale Matrix (deren Spalten diese ONB bilden). Wir identifizieren P mit
der Isometrie £ — Pzx. Dann ist

PYH)={P'z|zecH)={z|PzcH}={z|b Pz=c)
={z b (P ) z=cl={z|(P'b) z=c)={z|x =\,

denn Pe; = \b, also ist P~1b = A~'e;. Translation um den Vektor (Ac,0,...,0)"
ergibt schliellich die Hyperebene x; = 0.

Man kann die Aussage des Beispiels so interpretieren, dass alle affinen Hyperebe-
nen , gleich aussehen®. Quadriken sind da komplizierter, wie das néchste Ergebnis
zeigt. &

Das Hauptergebnis in diesem Abschnitt lautet wie folgt.

24.5. Satz. Sei Q = {x € R" | (x, Az) + (b,z) = ¢} eine Quadrik im R"
(mit n > 1) und sei r der Rang von A. Dann gibt es eine orientierungserhaltende
Bewegung T' des R™, reelle Zahlen ay, . . .,a, > 0 und Vorzeichen ey, ... e, € {£1}

mit
T(Q):{meR” 51(2—1)2+...+er(z—:)2=0} oder
T(Q):{meR” 51<Z—1>2+...+5r<z—:)2:1} oder
T(Q):{meR” 51<Z—i>2+...+6r(2—:>2:xr+1}.

Im zweiten Fall sind die (a;, ;) bis auf Permutation eindeutig bestimmt, im dritten
Fall ist zusdtzlich eine Umkehr aller Vorzeichen maglich, im ersten Fall ist auch
noch eine zusdtzliche gemeinsame Skalierung der a; zugelassen.

Beweis. Nach dem Spektralsatz 22.14 gibt es P € O(n) mit PTAP = D dia-
gonal. Dabei konnen wir annehmen, dass die n — r Nullen auf der Diagonalen
von D am Ende kommen. Falls det(P) = —1 ist, konnen wir P ersetzen durch
P’ = P -diag(—1,1,...,1); dann gilt auch

P"AP' = diag(—1,1,...,1)Ddiag(—1,1,...,1) =D
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und det(P’) = 1. Wir kénnen also P € SO(n) annehmen. Wenn wir Pz in die
Gleichung von @) einsetzen, erhalten wir

c=x'P'APx + b'Px =z Dz + (b'P)x
Ausgeschrieben lautet das
Mzt 4 NaE Y . Y, =c.

(Dabei sind Aq,..., A, die von null verschiedenen Eigenwerte von A.) Die neue
Quadrik ist das Bild der urspriinglichen unter der orientierungserhaltenden Iso-
metrie P71,

Hier kénnen wir in den ersten r Variablen quadratisch ergdnzen: Wir ersetzen x;

durch z; — % und erhalten die neue Gleichung
M+ N AU T e VT, =
mit )
(b5)? (b,) )
d=c+- <)\1 + ...+ A

Diese Quadrik entsteht aus der vorigen durch eine Translation. Jetzt gibt es drei
mogliche Fille:

el =...="b =c =0 Dann hat die Gleichung die gewiinschte (erste)
Form mit ¢; = sign A\; und a; = 1/4/|\;| fir j € {1,2,...,r}.
ob_ ,=...=0,=0und ¢ # 0. Dann teilen wir die Gleichung durch ¢; mit

g = 51gn()\ /) und a; = \/|d/ )] fir j € {1,2,...,r} haben wir die zweite
Form.

o b # 0 fiir ein j € {r+1,...,n}. Wie in Beispiel 24.4 kann der ,lineare
Teil“ der Gleichung auf die Form —pux, 1 = 0 gebracht werden mit p € R*.
Analog zum zweiten Fall setzen wir e; = sign(A;/p) und a; = +/|p/A;], um die
gewiinschte (dritte) Form zu erhalten.

Die Eindeutigkeit ergibt sich daraus, dass die Koeffizienten der x? zueinander
im Verhéltnis der Eigenwerte # 0 von A stehen miissen; im zweiten Fall wird
die Skalierung dadurch fixiert, dass die Konstante auf der rechten Seite 1 ist;
im dritten Fall wird die Skalierung bis auf ein Vorzeichen durch den Koeffizienten
von z,41 festgelegt (denn das Vorzeichen von z,,; in der Gleichung kann durch die
orientierungserhaltende Isometrie, die nur die Vorzeichen von x; und z,; dndert,
umgedreht werden). a

Fiir die Bestimmung der Form und der Parameter der euklidischen Normalform
ist es unerheblich, ob die Bewegung T, die zu ihr fiihrt, orientierungserhaltend
oder -umkehrend ist. (Denn die Normalform &ndert sich nicht, wenn man die
orientierungsumkehrende Isometrie (z1,...,x,) — (—z1, 29, ..., x,) anwendet.)

24.6. Definition. Die Form von 7'(Q) in Satz 24.5 heifit die euklidische Normal-
form von Q.

In der Situation des zweiten Falls von Satz 24.5 mit » = n heiflen die Zahlen
ai, ag, ..., a, die Halbachsen von Q. Die Geraden T '((e;)r) heifien die Haupt-
achsen von @, der Punkt T—1(0) der Mittelpunkt oder das Zentrum von Q. <

Das erklart auch die Bezeichnung Hauptachsentransformation fiir die Bewegung,
die eine Quadrik in Normalform bringt.
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Je nach Verteilung der Vorzeichen erhalten wir verschiedene Typen von Quadriken.
Fiir Kegelschnitte mit rk(A) = 2 gibt es drei Moglichkeiten:

Vorz. rechte Seite

€1 | €2 0 1

+ |+ Punkt Ellipse
+ | — || Geradenpaar | Hyperbel
ol Punkt leer

Kegelschnitte vom Rang 1 sind

Vorz. rechte Seite
€1 0 1 T2

+ Doppelgerade | parallele Geraden | Parabel
— Doppelgerade leer Parabel

Einige Quadriken im R?

I,
N

Ellipse: Hyperbel: Parabel:

ar? =y

BSP 24.7. Beispiel. Als einfaches Beispiel bestimmen wir die euklidische Normalform
Hauptachsen-  des Kegelschnitts (wir schreiben x,y statt xy, x5 fiir die Koordinaten)

transformation 522 + dry + 2% = 1.

5 2
(2

Die zugehorige Matrix ist
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der Vektor b ist der Nullvektor und ¢ = 1. Das charakteristische Polynom von A
ist

X-5 =2
-2 X -2

also sind die Eigenwerte 1 und 6; die zugehdrigen Eigenvektoren berechnet man

() w ()

Wie es sein muss, sind diese Vektoren zueinander orthogonal. Um eine ONB
zu erhalten, miissen wir noch skalieren; das liefert die Transformationsmatrix

XA = =(X-5)(X-2)-4=X>-7X+6=(X-1)(X—6),

1 2

N \ y
P:<_l L)eSO(2) \

Vs V5

mit

P'AP = PTAP = (1 0) .

0 6
Die transformierte Gleichung lautet also =
4+ 6y° =1 }
oder P -~
N 2 yo\2
() () - .
das ist eine Ellipse mit Halbachsen 1 N
und 1/ V6. &

Bei Quadriken im R? vom Rang 3 sind es vier Méglichkeiten fiir die Vorzeichen:

Vorz. rechte Seite
€12 €3 0 1
+ |+ |+ Punkt Ellipsoid
+ | + | — || Doppelkegel | einschaliges Hyperboloid
+ | — | — || Doppelkegel | zweischaliges Hyperboloid
—| =] - Punkt leer

Man sieht, dass der Typ in der Form & 'Az = 1 durch die Vorzeichen der Eigen-
werte \; von A bestimmt ist; die Halbachsen sind durch 1/4/|);| gegeben.

Quadriken im R? vom Rang 2 sind

Vorz. rechte Seite
€1 | €2 0 1 X3

+ | + || Doppelgerade | ellipt. Zylinder ellipt. Paraboloid
+ | — || Ebenenpaar | hyperbol. Zylinder | hyperbol. Paraboloid
— | — || Doppelgerade leer ellipt. Paraboloid
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Einige Quadriken im R’

Prolates Rotationsellipsoid: Oblates Rotationsellipsoid:
522+ 1y +522 =170 2?2+ +522 =170

Einschaliges Rotationshyperboloid: Zweischaliges Rotationshyperboloid:
22+ % — 22 =30 —2? -yt +22=5

Rotationsparaboloid:
2?2 +1y?+52=30




und vom Rang 1:
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Vorz.
€1

0

rechte Seite
1

T2

+

doppelte Ebene
doppelte Ebene

parallele Ebenen
leer

parabol. Zylinder
parabol. Zylinder
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Neben der euklidischen Normalform gibt es auch die affine Normalform. Dabei sind statt
Bewegungen Affinitdten erlaubt; eine Affinitét ist eine Abbildung der Form

z— Az +b mit

A € GL(n,R)

(also ein Automorphismus, gefolgt von einer Translation). Der Unterschied zu Bewe-
gungen ist, dass zusétzlich eine Skalierung der Koordinaten moglich ist. Das hat den
Effekt, dass in der Normalform aus Satz 24.5 alle a; = 1 gewdhlt werden koénnen. Die
affine Normalform legt bereits den Typ der Quadrik fest, da dieser nur von der Form
der Gleichung und den Vorzeichen der quadratischen Terme abhéngt. Fiir Kegelschnitte
hat man also die folgenden affinen Normalformen:

Fiir Quadriken im R3 sieht der ,,Zoo“ so aus:

Typ ‘ Gleichung
Ellipse 2yt =1
Hyperbel 22—y’ =1
leere Menge —z2—y? =1
Punkt 2?2 4+92 =0
sich schneidende Geraden | z? —y?> =0
Parabel 2 =y
parallele Geraden =1
leere Menge —z?=1
Doppelgerade 2?2 =0
Typ Gleichung
Ellipsoid P+ 22 =1
einschaliges Hyperboloid | z2+4y? —22=1
zweischaliges Hyperboloid | 2% —y? — 22 =1
leere Menge —z?—y? 22 =1
Punkt ?4+y?+22=0
Doppelkegel 224+y?—22=0
elliptisches Paraboloid P +y? =z
hyperbolisches Paraboloid 22—yt =z
elliptischer Zylinder ?+y? =1
hyperbolischer Zylinder 22 —y? =1
leere Menge —x? -y’ =1
Gerade 2 +y?=0
sich schneidende Ebenen 22 —y? =0
parabolischer Zylinder 2=y
parallele Ebenen z? =
leere Menge —22=1
Doppelebene 22 =0
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25. ORTHOGONALE GRUPPEN

Wir wollen uns jetzt die (speziellen) orthogonalen und unitéren Gruppen O(n),
SO(n), U(n) und SU(n) in kleinen Dimensionen n genauer ansehen und eine all-
gemeine Aussage iiber die Elemente von O(n) beweisen.

Ein ganz trivialer Spezialfall ist n = 0, dann sind alle Matrixgruppen triviale
Gruppen (sie bestehen nur aus dem neutralen Element, das hier die leere Matrix
ist).

Im Fall n = 1 haben wir es mit 1 x 1-Matrizen zu tun, die wir mit Elementen

von R oder C identifizieren konnen. Transposition ist hier die Identitéit, ebenso
die Determinante, also erhalten wir

O(1)={ANeR| N =1} ={£1} CR",
Ol)={ eR|A=1} ={1} CR™,
Ul ={ eC|N\*=1}=5"'cC*,
SU(l)={AeC|A=1}={1} cC*.
Dabei ist

={zeC||z|=1} cC~

die Kreisgruppe. Fiir z = x + yi € St gilt 1 = |2|> = 2% + ¢?, also gibt es a € R
mit © = cosa und y = sin«, also z = cos a + ¢ sina. Dieser Winkel « ist bis auf
Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 27 eindeutig bestimmt. Den Ausdruck
fiir z kann man auch so schreiben:

) S PNY) > o2mtl
pio — (’Z") :Z( 2m—|—1) =cosa+ isina;

n=0 m=0

es gilt
(cosa + isina)(cos B + isin B) = e*®e? = eH 8 = cos(ar + f) + i sin(a + f)

(durch Ausmultiplizieren der linken Seite und Vergleich von Real- und Imaginérteil
erhélt man die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus).

Das fiihrt zur Polarkoordinatendarstellung der komplexen Zahlen: Jede komplexe
Zahl z € C kann geschrieben werden als z = re®® mit r = |2| € R5q eindeutig
bestimmt; fiir z # 0 ist o wie oben eindeutig bestimmt bis auf Addition eines
ganzzahligen Vielfachen von 27, fiir z = 0 ist « beliebig. Diese Darstellung eignet
sich besonders gut zum Multiplizieren:

re!® . r'e = (rr')e

i(a+a’) )

Wir betrachten als néchstes SO(2) und O(2). Wir erinnern uns daran, dass ei-
ne orthogonale Matrix die Eigenschaft hat, dass ihre Spalten (oder Zeilen) eine
Orthonormalbasis bilden. Die erste Spalte einer Matrix A € O(2) hat also die
Form (cosa,sina)’, denn ihre Linge muss 1 sein. Die zweite Spalte muss eben-
falls Lange 1 haben und auf der ersten senkrecht stehen; dafiir gibt es genau die
beiden Moglichkeiten

At — (cosa —sin a) und A — (cosa sin o )

o sSiIno COS« « sin — COS

Die erste Matrix hat Determinante 1, ist also in SO(2), die zweite hat Determi-
nante —1, ist also in O(2) \ SO(2).
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AT beschreibt eine Drehung um den Winkel o gegen den Uhrzeigersinn (denn die
beiden Standard-Basisvektoren e; und e; werden auf entsprechend gedrehte Vek-
toren abgebildet), wihrend A, eine Spiegelung ist: Das charakteristische Polynom
ist

X —cosa —sina

SN2 a2 2 21 (v ,
Cdina X+cosa_X cosa—sin“a=X"—1=(X—-1)(X+1);

also gibt es einen Eigenvektor, der fest bleibt (er spannt die Spiegelungsgerade auf)
und senkrecht dazu (das folgt aus dem Spektralsatz, denn die Matrix ist symme-
trisch) einen, der das Vorzeichen wechselt. Ist a = 23, dann wird die Gerade,
an der gespiegelt wird, erzeugt von (cos 3,sin ). Daraus, dass A} eine Drehung
um den Winkel o beschreibt, folgt auch AYA7 = A, ; (das kann man mit den
Additionstheoremen auch direkt nachrechnen). Es folgt:

25.1. Satz. Die Abbildung

d: U(l) — SO(2), e — AL, baw. x4 yi— (g _xy)

st ein Gruppenisomorphismus.

Man definiert Gruppenhomomorphismen (analog zu Homomorphismen von Vek-
torrdumen) als Abbildungen, die mit der Gruppenstruktur vertréiglich sind. Kon-
kret ist ein Gruppenhomomorphismus von einer Gruppe (G, g, lg,ig) in eine
weitere Gruppe (H, *y, 1y, iy) (zu Gruppen siehe Definition 3.6) eine Abbildung
f: G — H mit der Eigenschaft

flaxcd') = f(g9) *u f(g) fiir alle g,¢' € G.

Es folgt dann (im Wesentlichen genauso wie bei linearen Abbildungen hinsichtlich
der additiven Gruppenstruktur) f(lg) = 1y und f(ic(9)) = in(f(g)) fur die
Inversen. Ein Gruppenisomorphismus ist ein bijektiver Gruppenhomomorphismus;
in diesem Fall ist die Umkehrabbildung ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus.

Gruppen und Gruppenhomomorphismen werden ausfiihrlich in der ,Einfiihrung
in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen® und in der ,,Einfiihrung in die
Algebra“ besprochen.

Beweis. Dass beide angegebenen Abbildungsvorschriften dieselbe Abbildung defi-
nieren, ergibt sich aus

At =

cosa —SsIno
(e}

) und e'* =cosa+tsina.
S11 ¢ COS (¥

Die zweite Abbildungsvorschrift zeigt, dass ® wohldefiniert ist; ® ist bijektiv,
denn auf beiden Seiten ist o durch das Gruppenelement genau bis auf Addition
von ganzzahligen Vielfachen von 27 eindeutig bestimmt. Die Abbildung ist auch
ein Gruppenhomomorphismus, da gilt

D)D) = ATAL = AL ;= 0 )) = (e - 7). a
Ein weiterer Zugang zu ® geht iiber die Struktur von C als reeller Vektorraum mit
der kanonischen Basis (1,1). Fiir z = x + y7 € C ist die Multiplikation mit z eine
R-lineare Abbildung C — C, w + zw (diese Abbildung ist natiirlich tatséchlich
sogar C-linear). Die Matrix dieses Endomorphismus beziiglich der Basis (1, ¢) ist

gerade
_(* Y
O(z) = <y - > :

SATZ
U(1) = SO(2)

DEF
Gruppen-
homo-
morphismus

Gruppeniso-
morphismus
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Dies definiert ®: C — Mat(2,R) mit der Eigenschaft ®(wz) = ®(w)®(z). Der
Isomorphismus ® im Satz oben ist dann gerade die Einschrinkung auf S*.

Es gilt auch ®(w + 2) = ®(w) + ®(z) und ®(1) = I: P ist ein injektiver Ringhomomor-
phismus, der C isomorph auf den Unterring von Mat(2,R) abbildet, dessen Elemente

alle Matrizen der Form (g _xy) sind.

Da ®(rei®) = r®(et®) ist, siecht man, dass Multiplikation mit z = re®® eine Dreh-
streckung der komplexen Ebene C = R? bewirkt: eine Drehung um den Winkel o
zusammen mit einer Streckung um den Faktor 7.

Sie erinnern sich vielleicht aus dem Schulunterricht, dass sich aus der Verkniipfung
zweier Spiegelungen der Ebene eine Drehung ergibt (um den Schnittpunkt der
Spiegelachsen; der Drehwinkel ist das Doppelte des orientierten Winkels zwischen
den Achsen). Wir wollen das jetzt préizisieren und verallgemeinern.

25.2. Definition. Zwei Matrizen A, B € Mat(n,R) heiflen orthogonal dhnlich,
wenn es P € O(n) gibt mit B = P71AP. o

Satz 22.13 kann dann so ausgedriickt werden:
Jede symmetrische reelle Matriz ist orthogonal dhnlich zu einer Diagonalmatrix.

Zwei Matrizen sind genau dann orthogonal dhnlich, wenn sie denselben Endomor-
phismus beziiglich zweier (moglicherweise) verschiedener ONBen beschreiben.

25.3. Definition. Sei V' ein euklidischer (oder unitdrer) Vektorraum. Eine Zer-
legung V' = @, U; als direkte Summe von Untervektorrdumen heifit orthogonal,
wenn die U; paarweise orthogonal sind:

Vi,je]: (i%jéVuieUi,ujer:uiJ_uj) <>

Haben wir eine orthogonale direkte Summe V = U @ U’ und sind B und B’
Orthonormalbasen von U und U’, dann ist die Aneinanderhéngung von B und B’
eine Orthonormalbasis von V. Auerdem gilt U’ = U+ und U = U'".

25.4. Lemma. Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und
V = U @ U’ eine orthogonale Zerlegung. Ist f: V — V eine Isometrie und U
unter f invariant, dann ist auch U" unter f invariant; insbesondere zerlegt sich f

als f = flv® flu

Beweis. Fir alle uw € U und v’ € U’ gilt (wir benutzen, dass f eine Isometrie ist)

(f(u), f(w)) = (v, u) = 0.

Da f bijektiv ist, gilt f(U) = U (das folgt aus f(U) C U und dim f(U) = dim U),
damit folgt f(u') € U+ =U". a
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25.5. Satz. Jede orthogonale Matrix A € O(n) ist orthogonal dhnlich zu einer
Block-Diagonalmatriz, deren Blicke die Form (1), (—1) oder AT € SO(2) mit
0 < ¢ < 7 haben. Die Blocke sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir zeigen die dquivalente Aussage, dass jede lineare Isometrie eines n-
dimensionalen euklidischen Vektorraums beziiglich einer geeigneten ONB durch
eine Blockmatrix der angegebenen Gestalt beschrieben wird, und zwar durch In-
duktion tiber n. Im Fall n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also n > 0 und f € End(V)
eine Isometrie, dim V' = n.

Hat f einen reellen Eigenwert A mit Eigenvektor e, den wir auf Lange 1 skalieren
konnen, dann zerlegt sich f als f = Nidy ®f|p» mit U = (e)g und U’ = U*L.
Wegen 1 = |le]| = ||f(e)]| = ||Xe]| = |A| ist dann A = £1. Nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es eine ONB B von U’, sodass f|y beziiglich B durch eine Matrix
der gewiinschten Form beschrieben wird. Dann ist (e, B) eine ONB von V und die
Matrix von f beziiglich dieser Basis entsteht durch Ergédnzen eines 1 x 1-Blocks
der Form (\) = (£1); sie hat damit ebenfalls die gewiinschte Form.

Wir betrachten jetzt den Fall, dass f keinen reellen Eigenwert hat. Wir identifi-
zieren fiir einen Moment V' mit R™ und f mit einer orthogonalen Matrix A. Wir
kénnen A auch als Matrix mit komplexen Eintrégen betrachten, dann ist A unitéar
und der zugehorige Automorphismus fc von C" ist ebenfalls eine Isometrie. Sei
A ein Eigenwert von f¢, dann folgt wie im reellen Fall, dass |A\| = 1 ist, also ist
A= e fiir —m < o <7, ¢ #0. Mit X ist auch A = e~ eine Nullstelle des cha-
rakteristischen Polynoms von f (denn das hat reelle Koeffizienten: Aus x () =0
folgt 0 = xt(A\) = xs(\)). Wenn wir eventuell A\ und A vertauschen, kénnen wir
0 < ¢ < 7 annehmen. Ist e € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert )\, dann haben
wir

f(Re(e)) +f(Im(e)) = fe(e) = Ae = (cos ¢ — isinp)(Re(e) +  Im(e))
= (cos¢ - Re(e) +sinp - Im(e)) + ¢ (—sinp - Re(e) + cos ¢ - Im(e)) .
Auflerdem sind Re(e) und Im(e) orthogonal und von gleicher Lénge, denn im
unitdren Vektorraum C" gilt e L € (e und € sind Eigenvektoren zu verschiede-

nen Eigenwerten des normalen Endomorphismus f¢, also nach Satz 22.16 bis auf
Skalierung Teil einer ONB); daraus folgt

0= (e,e) = (Re(e) + ¢ Im(e), Re(e) — 2 Im(e))
= (Re(e), Re(e)) + i(Im(e), Re(e)) + i(Re(e), Im(e)) — (Im(e), Im(e))
= [ Re(e)||* — [ITm(e)||* + 2i(Re(e), Im(e))
(beachte, dass (Re(e), Im(e)) als Skalarprodukt zweier reeller Vektoren reell ist; au-
Berdem ist (z, —iy) = i(x,y)); es folgt || Re(e)|| = || Im(e)|| und (Re(e), Im(e)) =
0. Bei geeigneter Skalierung bilden also Re(e) und Im(e) eine ONB eines zweidi-

mensionalen Untervektorraums U von V und beziiglich dieser Basis ist f|y gegeben
durch die Drehmatrix

(C"W —em 90) — A €50(2).

siny  cosp

Wir zerlegen V = U @ U+ und wenden wie im ersten Fall die Induktionsvoraus-
setzung auf f|y. an. In diesem Fall wird die Matrix durch den Block A7 ergénzt.

Die Eindeutigkeit folgt aus dem Vergleich der (komplexen) Eigenwerte. Q

Als Spezialfall erhalten wir folgende Aussage:
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25.6. Folgerung. Sei A € SO(3). Dann hat A einen Figenvektor ey zum Eigen-

wert 1 mit ||e1]| = 1. Ist (e1, eq,€3) eine positiv orientierte Orthonormalbasis mit
erstem Element e; und P € SO(3) die Matriz mit Spalten ey, ey, €3, dann ist
1 0 0

P'AP =0 cosp —singp
0 sinp cose

mit einem ¢ € R. Ist A € O(3) \ SO(3), dann hat A den Eigenwert —1, und mit
einer geeigneten Matriz P € SO(3) hat man

-1 0 0
P'AP=1{ 0 cosg —sing
0 sinp cosyp

mit p € R.

Beweis. Das folgt aus Satz 25.5 und seinem Beweis. Man beachte, dass man fiir
¢ = 0 zwei Diagonalblocke (1) und fiir ¢ = 7 zwei Diagonalblocke (—1) erhélt. Q

Im Fall A € SO(3) beschreibt A also eine Drehung um die Achse Re; mit dem
Drehwinkel ¢ (gemessen in der von e; und ez aufgespannten Ebene in der Orien-
tierung von e; nach e3). Ist A € O(3)\ SO(3), dann kommt zur Drehung noch eine
Spiegelung an der Ebene (es, e3)g hinzu.

Wir verallgemeinern die Begriffe ,,Spiegelung” und ,,Drehung® auf hohere Dimen-
sionen.

25.7. Definition. Sei n € N. Ein Element A € O(n) heiit Spiegelung, wenn
dimE_;(A) =1 und dim F1(A) =n — 1 ist.

A heifit Drehung, wenn dim E;(A) =n — 2 und A € SO(n) ist. &

Ist A eine Spiegelung, dann kann man R" als orthogonale direkte Summe zerlegen
in R = (e_1)r @ F1(A); dabei sei e_; ein Eigenvektor der Lénge 1 zum Eigen-
wert —1. Man kann also jedes & € R™ schreiben als € = Ae_1+y mit y L e_1, und
dann ist Az = —Xe_; + y, was genau eine Spiegelung an der Hyperebene F;(A)
beschreibt. Wir haben oben schon gesehen, dass jedes Element von O(2) \ SO(2)
eine Spiegelung ist. Fiir eine Spiegelung A gilt A% = I,,.

Ist A eine Drehung, dann hat die Normalform von A eine Drehmatrix als Block
(oder zwei Blocke (—1)) und sonst nur Blocke (1).

25.8. Lemma. Das Produkt zweier verschiedener Spiegelungen ist eine Drehung.
Jede Drehung lisst sich als Produkt zweier Spiegelungen schreiben.

Beweis. Seien A und B zwei verschiedene Spiegelungen in O(n). Wegen A # B
ist dim(E1(A) N Ey(B)) = n — 2 (aus der Dimensionsformel fiir Summen und
Durchschnitte folgt, dass diese Dimension n—2 oder n—1 sein muss; wére sie n—1,
dann wire E(A) = E1(B), also auch E_;(A) = Ei(A)* = Ey(B)t = E_(B),
was A = B bedeuten wiirde). Wir wéhlen eine ONB von R”, deren letzte n — 2
Elemente eine Basis von U = F;(A) N E;(B) bilden. Beziiglich dieser ONB haben
die Spiegelungen die Form A’ & I,,_» und B’ & I,,_» mit A", B’ € 0O(2) \ SO(2).
Dann ist aber A’B’ € SO(2) (denn det(A’B’) = det(A’) det(B’) = (=1)> = 1) und
A'B' # I; es folgt, dass AB eine Drehung ist.
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Sei jetzt umgekehrt A eine Drehung. Durch eine geeignete Zerlegung von R"™ als
orthogonale direkte Summe zerlegt sich A in der Form A’ & I,,_5 mit A’ € SO(2).
Es geniigt also, die Behauptung fiir A" zu zeigen. Ist 2 der Drehwinkel, dann gilt

A — [ cos 20 —sin2p\  [cos®p— sin?p  —2sinpcos g
“ \sin2p  cos2p ) T\ 2singpcosy  cos? o —sin? g

__[cosp —sinp) (1 O cosp singp\ (1 0
~ \singp cosp 0 —1) \—sinyp cosp 0 —1

und alle Matrizen im letzten Produkt sind in O(2), wobei das Produkt der ersten
drei und auch die letzte Matrix in O(2) \ SO(2), also Spiegelungen sind. Q

25.9. Folgerung. Jedes Element von O(n) ist ein Produkt von hichstens n Spie-
gelungen. Fiir Elemente von SO(n) ist die Anzahl der Spiegelungen gerade, sonst
ungerade.

Beweis. Sei A € O(n). Nach Satz 25.5 gibt es P € O(n) mit
PYAP = diag((1),..., (1), (=1),...,(=1), AL ,... A})

7 P17

-~ -~
T S

mit r+s+2t = n. Es ist klar, dass die rechte Seite geschrieben werden kann als ein
Produkt von s Spiegelungen und ¢ Drehungen (man ersetze jeweils alle Blocke bis
auf einen durch die entsprechende Einheitsmatrix). Jede Drehung ist ein Produkt
von zwei Spiegelungen; insgesamt hat man ein Produkt von s + 2t < n Spiegelun-
gen Sy, ..., Ssyo. Dann ist A = (PS; P71 (PSyP7Y) -+ (PSs9:P7") ebenfalls ein
Produkt von s + 2t Spiegelungen.

Die zweite Aussage folgt aus einem Vergleich der Determinanten, denn eine Spie-
gelung hat Determinante —1. a

Um eine Drehung im Raum zu beschreiben, braucht man eine Matrix mit neun reellen
Eintrdgen. Auf der anderen Seite zeigt Folgerung 25.6, dass so eine Drehung durch den
Einheitsvektor e; (der die Drehachse beschreibt) und den Winkel « eindeutig beschrie-
ben werden kann. Da e; € S? = {z € R3 | ||z| = 1} sich in etwas Zweidimensionalem
und « oder dquivalent e*®* € S sich in etwas Eindimensionalem bewegt, gibt es eigentlich
nur drei ,,Freiheitsgrade“ und nicht neun. Eine Moglichkeit, Drehungen mit drei Para-
metern zu beschreiben, ist die Darstellung durch die ,,Eulerschen Winkel“. Dabei wird
eine beliebige Drehung durch eine Abfolge von (héchstens) drei Drehungen um vorge-
gebene Achsen erhalten, die entweder Koordinatenachsen oder von den schon erfolgten
Drehungen mitgedrehte Koordinatenachsen sind. Eine Variante (von insgesamt 24, je
nach Auswahl der drei Drehachsen und Wahl eines starren oder mitbewegten Koordi-
natensystems) ist wie folgt.

Definition. Sei p € SO(3) eine Drehung. Dann sind die Fulerschen Winkel von p wie
folgt definiert. Wir setzen e} = p(e;).

o ¥ = /(es,€}) (nicht orientiert) mit 0 < ¢ < 7.

e Falls 0 < ¥ < 7, dann sei g = <e3,eg>L die sogenannte Knotenlinie. Es gibt genau
einen Vektor v € g der Linge 1, sodass (es, e}, v) positiv orientiert ist. Wir setzen
¢ = Z(e1,v) (orientierter Winkel in (e, e2)) und ¢ = Z(v,€}) (orientierter Winkel
in (e},€))) mit 0 < p, ¢ < 27.

e Falls ¥ = 7, dann muB p die Drehung um den Winkel 7 um eine in (e1, eq) liegende
Achse g sein, die dann Knotenlinie heiffit. Wahle v € g der Léinge 1, sodass 0 < ¢ =
Z(e1,v) <7 (als orientierter Winkel in (e, e2)) und setze ¢ = —p.
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e Falls ¥ = 0, dann ist p eine Drehung um (e3) um einen Winkel p. Wir setzen ¢ = 0.

Wir setzen

1 0 0 cosa —sina 0
Si(a) =0 cosa —sina und S3(a) = [ sinaw  cosa 0
0 sina cosa 0 0 1

Si(a) ist die Drehung um die z-Achse (e;) um den Winkel «; S3(«) die Drehung um
die z-Achse (e3) um den Winkel a.

Satz. Sei p € SO(3) mit Fulerschen Winkeln ¥, ¢,v. Dann ist
p = S3(p) 0 S1(9) 0 S3(1)) .

Beweis. Ubung. d

Eine andere und fiir manche Anwendungen besser geeignete Darstellung von Drehungen
kann mit Hilfe der Quaternionen gegeben werden.

Definition. Sei H = R*, wobei wir die Elemente der Standardbasis mit 1,1, 7, k be-
zeichnen. Dann wird H zu einem Schiefkérper durch die Multiplikation, die die Skalar-
multiplikation fortsetzt, die Distributivgesetze erfiillt und auf der Basis durch

li=4=41, 1j=4=3j1, 1lk==Fk=Ekl, iP=j52=kKk’=-1

1=k, ji=-—k, jk=1, kj=—1, ki=j3, 1k=-—3
festgelegt ist. Mit dieser Struktur heifit H der Schiefkorper der Quaternionen, ein Ele-
ment von H heifit eine Quaternion.

Ist a =a+bt +cj +dk € H mit a,b,¢,d € R, dann ist & = a — bt — ¢j — dk die zu «
konjugierte Quaternion. Ist @ = a, dann heifit « reell; ist @ = —«, dann heifit « eine reine
Quaternion. Der dreidimensionale Untervektorraum der reinen Quaternionen wird mit
Im H bezeichnet. Re(a) = a € R heifit der Skalarteil von o, Im(a) = bi+cj +dk € ImH
der Vektorteil von «. &

Die Bezeichnung H ehrt Sir William Rowan Hamilton, der die Quaternionen (wieder-)
entdeckte, ihnen ihren Namen gab und sie intensiv studierte.

Hier ist natiirlich noch Einiges zu zeigen.

e H ist ein Ring:
Das geht wohl am einfachsten dadurch, dass man die Elemente von H mit gewissen
komplexen 2 x 2-Matrizen identifiziert:
) ) . a+bt c+di)
U: H — Mat(2,C), a+bi+cj+dkr— <—c—|—di a—bi) ;
das Bild von ¥ besteht aus allen Matrizen der Form ( %3 % ) mit 2z, w € C. Es ist klar,
dass ¥(a+p) = ¥ («)+¥(p) ist, und man rechnet nach, dass auch ¥(af) = V(a)¥(5)
gilt (es geniigt, das auf der Basis zu priifen). Da die Ring-Axiome im Matrizenring
gelten, ist auch H ein Ring (den wir mit einem Unterring von Mat(2, C) identifizieren
konnen).

e H ist ein Schiefkorper:
Es ist klar, dass die Multiplikation in H nicht kommutativ ist. Ist o € H nicht null,
dann ist (mit o wie oben und z = a + bz, w = ¢ + d1)

det(¥(a)) = 22+ wi = |2|* + |w|* = a® + B> + * +d* > 0,

also ist () invertierbar, und weil

-1 _
z w _ 1 zZ —w
Co 2 = e )
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wieder im Bild von ¥ liegt, ist auch « invertierbar mit o' = U~ (¥(a)™t).
Man sieht leicht, dass ¥(a) = U(«)* ist; daraus folgt
at+pf=a+p und af=B-a.
Man beachte die Vertauschung der Faktoren! Auflerdem gilt fiir « = a + bi + ¢j + dk
ad = aa =a® + 0>+ 4 d* = |af?;

so definieren wir |a| € R>g. Aus den Eigenschaften der Konjugation oder aus det(¥(a)) =
|a|? folgt |aB| = || - |3]. Man kann zum Beispiel so argumentieren:

laBl? = (aB)(aB) = apfa = a|f]’a = aa |8 = |af* |5]*.

Wenn man fiir £ = x1 + 22t + 37 + v4k und n = y1 + Y2t + y3j + ysk die Gleichung
1€12|m1? = |€n|? ausschreibt (beachte || = |€]), erhilt man eine Formel, die ein Produkt
von Summen von vier Quadraten wieder als Summe von vier Quadraten darstellt:

(] + 23 + 23+ 23) (U +v3 +v3 + i)
= (191 + z2y2 + 23y3 + $4y4)2 + (z1y2 — w2y1 — T3y4 + 934?/3)2
+ (z1y3 + Toys — T3y1 — Tay2)® + (T1y4 — T2ys + T3y2 — Tay1)?

Daraus folgt zum Beispiel, dass das Produkt zweier natiirlicher Zahlen, die Summen
von vier Quadratzahlen sind, wieder eine Summe von vier Quadratzahlen ist. Dies ist
ein wichtiger Schritt im Beweis des Vier-Quadrate-Satzes von Lagrange. Der Satz be-
sagt, dass jede natiirliche Zahl n Summe von vier Quadratzahlen ist (dabei ist null als
Summand erlaubt); die eben gemachte Beobachtung erlaubt es, sich auf den Fall zu
beschrinken, dass n eine Primzahl ist.

Die obige Gleichung ist analog zur entsprechenden Gleichung fiir zwei Quadrate, die
man aus der Multiplikativitit des komplexen Absolutbetrags erhilt:

(2 + 23) (v} + ¥3) = (1y1 + 2ay2)? + (12 — T231)?.

Wenn wir reine Quaternionen mit Vektoren im R? identifizieren, dann lisst sich das
Produkt zweier reiner Quaternionen recht elegant schreiben als

En=—(Emn+Exn;
der Skalarteil des Produkts ist also bis auf das Vorzeichen das Skalarprodukt und der

Vektorteil ist das Vektorprodukt der beiden Vektoren. Aus der Multiplikativitdt des
Betrags folgt dann

€7 nI* = (&, m)* + € x n|* = [£*|n]? cos® Z(&,n) + € x n|?

und damit [£ x n| = |£]||n|sin £(&,n) (der Sinus ist positiv).
Aus der Multiplikativitdt des Absolutbetrags folgt auch, dass
:{CXGH’|Q|:1}

eine (nicht-kommutative) Gruppe unter der Multiplikation von H ist. Die Matrizen im
Bild von ¥ haben die Eigenschaft, dass ihre beiden Spalten (oder auch Zeilen) dieselbe
Lénge haben und zueinander orthogonal sind (beziiglich des unitéiren Skalarprodukts
auf C?). Die Liinge der Spalten von ¥ () ist gerade |a|. Daraus folgt, dass ¥(S3) C SU(2)
ist (denn fiir |a| = 1 ist ¥(a) unitir und die Determinante ist det(¥(a)) = |af? = 1).
Umgekehrt liegt jedes Element von SU(2) im Bild von ¥ (denn die erste Zeile hat die
Form (z,w) mit |2|? + |w|? = 1, dann muss die zweite Zeile die Form \(—w, z) haben
mit [A\| = 1, und da die Determinante dann A ist, muss A = 1 sein). Es folgt:
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Satz. Die Einschrinkung von V liefert einen Gruppenisomorphismus

53 — SU(2).

Multiplikation mit einer Quaternion von links oder von rechts ergibt einen Endomor-
phismus von H als reeller Vektorraum. Wir konnen auch von links und rechts mit jeweils
einer fest gewihlten Quaternion multiplizieren.

Lemma. Seia € H und mq: H — H, £ — ala. Dann ist ImnH ein unter mq tnvari-
anter reeller Untervektorraum von H.

Ist o € S3, dann ist die Finschrinkung von me auf InH eine orientierungserhaltende
Isometrie (also eine Drehung), und alle Drehungen von ImH haben diese Form.

Beweis. Sei € € ImH, also £ = —¢. Dann gilt

7€) = 0&a = afa = a(—6)a = —akd = —ma(£),
also ist mq (€) € Im H. Weiter gilt fiir o € S3

Ima(6)] = |atal = |afl¢||al = [a?[¢] = €],
also ist m,, eine Isometrie.

Alle Links- oder Rechts-Multiplikationen mit festen Quaternionen 8 # 0 haben Deter-
minante |3|* > 0, sind also orientierungserhaltend. Damit ist m,, als Automorphismus
von H orientierungserhaltend. Wegen mq (1) = 1 (fiir « € S3) hat die Einschrinkung
von mg auf ImH dieselbe Determinante 1 wie mg. Also ist auch die Einschrinkung
auf Im H orientierungserhaltend.

Eine Drehung um die vom Einheitsvektor ¢ € Im H erzeugte Gerade mit dem Winkel 2¢
bekommt man als m, mit a@ = cos ¢ + esin ¢: Es gilt dann ae = ea, also

l—canl=¢

ma(e) = aca = asa
und fiir £ € Im H mit (g, &) = 0 gilt
e =—€e=¢ex&=¢um m/2 um die Achse Re gedreht
und efe = £. Es folgt

Ma(€) = (cos? ¢ — sin? )€ + 2 cos sin p(e x £) = cos(2¢)€ + sin(2p) (e x €),

was genau eine Drehung um den Winkel 2¢ in der zu e senkrechten Ebene in Im H
beschreibt. d

Analog zu linearen Abbildungen definiert man den Kern eines Gruppenhomomorphis-
mus f: G — H alsker(f) ={g € G| f(g9) =1}

Satz. Die Abbildung
S3 — S0(3), ar— Mmalmu

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern {£1}.

Die Verkniipfung SU(2) e SO(3) liefert demnach einen surjektiven Gruppenho-
momorphismus SU(2) — SO(3) mit Kern {£15}.

Ahnlich wie wir fiir einen Vektorraum V und einen Untervektorraum U den Quotienten-
vektorraum V/U definiert haben, kann man fiir eine Gruppe G und eine Untergruppe H
(die eine zusétzliche Eigenschaft haben muss — sie muss ein sogenannter Normalteiler
sein) die Quotientengruppe G/H definieren. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus
¢: G — G ist stets ein Normalteiler, und man hat wieder einen Homomorphiesatz

G/ ker(p) = im(¢p).

SATZ
S$3 = SU(2)
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Beweis. Dass die Abbildung wohldefiniert und surjektiv ist, wurde in Lemma 25 gezeigt.
Dass es sich um einen Gruppenhomomorphismus handelt, sieht man so:

map(§) = (aB)é(aB) = aBéfa = amg(§)a = ma(ms(§)) = (mq o mp)(€).

Ist o € S? im Kern, dann gilt aéa = ¢, oder dquivalent (wegen aa = 1) af = &a fiir
alle ¢ € ImH und damit auch fiir alle £ € H. Schreibt man o = a + bt + ¢j + dk und
setzt £ = 4,3 ein, dann sieht man, dass b = ¢ = d = 0 sein miissen. Es folgt a = a = £1.
Umgekehrt ist klar, dass diese beiden Elemente im Kern liegen. d

Wenn man es vermeiden moéchte, die Quaternionen, mit denen man rechnet, auf Linge 1
zu bringen, dann kann man auch fiir beliebiges @ € H* die Abbildung
1
E— —afa=ata!
|af?

(denn es ist aa = |a|?, also a/|a|? = a~!) betrachten. Das ist gleichbedeutend mit
Mg /la), hat aber den Vorteil, dass man Quadratwurzeln vermeidet. Das ergibt dann
einen surjektiven Gruppenhomomorphismus H* — SO(3) mit Kern R*.

~Y

In jedem Fall sicht man, dass eine Drehung im R? = ImH durch eine Quaternion
(bis auf reelle Skalierung), also durch ein Quadrupel reeller Zahlen, beschrieben wer-
den kann. Verkniipfung von Drehungen entspricht der Multiplikation von Quaternionen.
Das bedeutet 16 reelle Multiplikationen, wihrend die Multiplikation zweier reeller 3 x 3-
Matrizen 27 reelle Multiplikationen benétigt. (In beiden Féllen ldsst sich die Anzahl der
Multiplikationen durch geschicktes Umformen auf Kosten von zusétzlichen Additionen
verringern; trotzdem bleibt die Version mit Quaternionen vorteilhaft.) Wegen der effi-
zienteren Darstellung und Verkniipfung werden Quaternionen daher in Anwendungen
wie zum Beispiel in der Computergrafik eingesetzt. Abgesehen davon bilden sie aber
natiirlich auch an sich ein interessantes mathematisches Objekt!
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26. DIE JORDANSCHE NORMALFORM

Unser néchstes Ziel wird die Klassifikation von Endomorphismen durch die Jordan-
sche Normalform sein. Wir setzen voraus, dass f ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen K-Vektorraums ist, dessen charakteristisches Polynom in Linear-
faktoren zerfallt. Ist f diagonalisierbar, dann zerlegt sich V' in die direkte Summe
der nichttrivialen Eigenrdume von f. Als ersten Schritt verallgemeinern wir diese
Zerlegung.

Dazu erst noch ein Lemma iiber Polynome.

26.1. Lemma. Seien K ein Korper, A € K und p € K[X] ein Polynom mit
p(A) # 0. Sei weiter n € Z~qg. Dann gibt es ein Polynom q € K[X] mit deg(q) < n,
sodass q(X)p(X) — 1 durch (X — \)" teilbar ist.

Beweis. Induktion iiber n. Im Fall n = 1 setzen wir ¢(X) = p(A\)~! (das ist ein
konstantes Polynom). Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Aussage
fiir n gilt und zeigen sie fiir n+ 1. Sei dazu ¢; ein Polynom mit deg(q;) < n, sodass
@ (X)p(X) —1 = (X — N)"r(X) ist mit einem Polynom r; ¢; existiert nach der
Induktionsannahme. Wir machen den Ansatz ¢(X) = ¢1(X) +a - (X — \)" (mit
a € K), dann ist

¢(X)p(X) =1 = (a(X)p(X) = 1) +a- (X = A)"p(X) = (X = \)"(r(X) + ap(X)) .

Wenn wir a = —r(\)p(\)~! setzen, dann verschwindet die letzte Klammer fiir
X =\, ist also durch X — A teilbar, und ¢(X)p(X) — 1 ist wie gewiinscht durch
(X — \)"*! teilbar. Q

Jetzt beweisen wir die Existenz einer passenden Zerlegung.

26.2. Satz. Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und f € End(V'). Seien
weiter Ay, Aa, ..., A\, € K paarweise verschieden und ey, ey, ..., e, > 1; wir setzen
PX) = (X = X)X = Ag)™ - (X = M) € K[X].

Wir nehmen an, dass p(f) = 0 ist und definieren U; = ker((f —Aj idv)oef). Dann
sind die U; invariant unter f und wir haben die ZerlequngV = U, @U@ ... O U,.

Das verallgemeinert die (interessante Richtung in der) Aussage von Satz 16.23:
Sind alle Exponenten e; = 1, dann erhélt man die Zerlegung in Eigenrdume wie
dort.

Beweis. Fiir j € {1,2,...,n} sei p; das Produkt der Faktoren (X — ;)% fiir alle
ie{1,2,...,n}\ {j} (also ohne den jten Faktor). Dann ist p;(};) # 0, also gibt
es nach Lemma 26.1 Polynome ¢;,r; € K[X]| mit
deg(q;) <e;  und ¢ (X)p;(X) =1 = (X —X;)%r;(X).

Da jedes p;(X) fiir i # j ebenfalls durch (X — A;)% teilbar ist, gilt fiir die Summe
s(X) = q(X)p1(X) + ... + ¢ (X)pn(X), dass s(X) — 1 durch (X — X;)% teilbar
ist. Da das fiir jedes j richtig ist, muss s(X)—1 durch das Produkt aller (X —\;)%
teilbar sein, also durch p(X). Da aber deg(s) < deg(p) ist, muss s(X) = 1 sein.

Wir zeigen jetzt, dass U; unter f invariant ist. Sei

g5 = (f = Ajidv)™7 = (X = A\)“(f);
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dann kommutiert g; mit f:

fogi = (XX =X))N) = (X =X)7X)(f) =gjof.
Ist v € Uj, also g;(v) = 0, dann folgt ¢;(f(v)) = f(g;(v)) = f(0) = 0, also ist
f(U) S Uj.
Da p(f) = 0 ist, gilt im(p;(f)) C U;: Ist v € im(p;(f)), dann gibt es w € V' mit
v = (p;(f))(w); es folgt

0 = (p(f))(w) = (f = A;idv)* ((p;(f))(w)) = g;(v)
also ist v € ker(g;) = Uj.
Wir zeigen jetzt, dass V =U; + Us + ... + U, ist. Sei dazu v € V. Dann ist
v =idy(v) = (s(f))(v)
= (01(F) (@ (H))() + () (@) (©)) + -+ (2al£)) ((@n(£)) (V)
=V +V2+ ...+ U,
mit v; = (p;(f))((;()(v)) € im(p;(f)) C Uj.

Wir zeigen noch, dass die Summe direkt ist. Seien v; € V; mit vy + ... + v, = 0;
wir miissen zeigen dass alle v; = 0 sind. Es gilt aber

= (g () (s (N1 + .. +v)) = ((g5p) () (v5)
= v + (1 (M) ((f = Ajidy)* (v;)) = v; -
Beachte dabei, dass (p;(f))(v;) = 0 ist fiir ¢ # j (denn p; enthélt den Faktor
(X — X% und v; € ker((f — N\;idy)°%)). a

Das legt folgende Definition nahe. Wir bemerken zuerst, dass fiir zwei lineare

Abbildungen Vi 5 V5 % Vj gilt ker(f) C ker(g o f) (denn aus f(v) = 0 folgt
(go f)(v) = g(0) = 0). Insbesondere ist fiir f € End(V)

{0} = ker(idy) C ker(f) C ker(f°*) C ker(f°*) C ...

eine aufsteigende Kette von Untervektorrdumen von V.

26.3. Definition. Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K- DEF

Vektorraums V' und sei A € K. Dann heifit der Untervektorraum Hauptraum
Hy(f) = | ker((f = Aidy)™) C V
meN

der Hauptraum oder verallgemeinerte Eigenraum von f zum Eigenwert \. Analog
definieren wir H,(A) fiir Matrizen A € Mat(n, K). O

Nach Lemma 7.5 ist H)(f) als aufsteigende Vereinigung von Untervektorraumen
ein Untervektorraum von V.

26.4. Lemma. In der Situation von Satz 26.2 mit V endlich-dimensional gilt LEMMA
U; = Hy,(f) fiir alle j € {1,2,...,n}. Zerlegung
in Haupt-
raume

Beweis. Da U; = ker((f — A;idy)°¥) ist, miissen wir ker((f — A;idy)™) = U;
fiir m > e; zeigen. Wir kénnen Satz 26.2 aber auch mit m statt e; anwenden und
erhalten die Zerlegung

V:U1®®Ujfl@U;@Uj+l®®Un
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mit U; wie vorher fiir ¢ # j und U} = ker((f — A;idy)°™). Da U; C U} und da
wegen der Dimensionsformel fiir direkte Summen auch dim U; = dim U} gilt, folgt
wie gewiinscht U = Uj. a

Indem man einen beliebigen Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums auf die Summe seiner Hauptraume einschrankt und auf die Einschrin-
kung Satz 26.2 und Lemma 26.4 anwendet, sieht man, dass die Summe der Haupt-
raume stets direkt ist.

Da V endlich-dimensional ist, kann die aufsteigende Kette von Untervektorraumen
ker((f — Aidy)°™) nicht unendlich oft echt aufsteigen, also muss es ein m € N
geben mit

ker((f — Aidy)™™) = ker((f — Nidy)°"™ ™) = ker((f — Midy)°™™) = ...
= H,\(f)-

(In der Situation von Satz 26.2 ist m < e;.) Sei g = f|mu,(s) — Aidp, (). Dann gilt
[l = Aidg,(p) +g und ¢g°™ = 0. Diese (zweite) Elgenschaft von g hat einen
Namen

26.5. Definition. Sei f ein Endomorphismus eines Vektorraums V. f heifit nil-
potent, wenn es m € N gibt mit ™ = 0. Analog heifit eine Matrix A € Mat(n, K)
nilpotent, wenn es m € N gibt mit A™ = 0. &

Noch allgemeiner heifit ein Element r eines Rings R nilpotent, wenn es m € N gibt mit
r™ =0.

26.6. Lemma. Sei V =U, @ U, & ... U, eine Zerlegung des Vektorraums V
als direkte Summe und seien fir j € {1,2,...,n} jeweils f;,g; € End(U;). Seien
weiter f=f1®0fo®..Dfpund g=g1 D gD ...D gp.

(1) Es gilt f+9=(f+9)®(f2+92) ... O (fn+gn)-

(2) Es gilt fog=(fiog) @ (f2092) & ... (fnogn)-

(3) Sind alle g; nilpotent, so ist auch g nilpotent.

(4) Gilt f;og; =gjo f; firalle j € {1,2,...,n}, dann gilt auch fog=go f.

(5) ker(f) = ker(f1) @ ker(fa) @ ... dker(f,).

Beweis.

(1) Firu; € Uj gilt (f+9)(w;) = fu)+9(u;) = fi(uy)+9;(uy) = (f5+9;)(w),
also ist f + g die direkte Summe der f; + g;.

(2) Fir U € Uj gﬂt
(f o g)(uy) = f(g(uy)) = f(g5(uz)) = fi(g5(u)) = (f5 0 95)(uy),

also ist f o g die direkte Summe der f; o g;.

(3) Nach Voraussetzung gibt es zu jedem j ein m; € N mit g;mj = 0. Wir
setzen m = max{my,ma, ..., my}, dann gilt ¢g;™ = 0 fiir alle j. Damit ist
9°™ (u;) = g5™(u;) = O fiir u; € U; und es folgt fiir v = uy+ug+. . .+u, €V,
dass ¢°"(v) = 0 ist. (Beachte ¢°™ = ¢gi™ @ ... ® g>™ nach Teil (2).) Also
ist ¢°™ = 0 und g ist nilpotent.

(4) Das folgt aus Teil (2).
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(5) Zunéchst einmal ist klar, dass die Summe der Kerne rechts direkt ist: Sind
U € ker(fl) C Ul, Ug € ker(fg) C UQ, ey, Uy € ker(fn) C Un mit
Uy +us+...+u, =0, dann folgt u; = us = ... = u,, = 0, weil die Summe
der U; direkt ist. Es ist also nur zu zeigen, dass

ker(f) = ker(f1) + ker(f2) + ... + ker(f,)

ist. Die Inklusion ,, D folgt aus ker(f;) C ker(f) fir alle j € {1,2,...,n}
(denn fir u; € U; gilt f(u;) = fj(u;)), damit enthdlt der Untervektor-
raum ker(f) auch die Summe der ker(f;). Fiir die Inklusion ,,C*“ sei jetzt
v € ker(f). Wir konnen v (eindeutig) schreiben als v = uy + ug + ... + uy,
mit u; € Uj;, dann ist

0=f(v)=flur+us+...+uy,)
= flur) + fluz) + . 4 fun) = fr(w) + fo(uz) + .. + falun) .

Aus f;(u;) € U; und daraus, dass die Summe der U; direkt ist, folgt dann
filur) = falug) = ... = fulu,) = 0, also u; € ker(f;) fiir alle j. Das
bedeutet v € ker(f) + ker(f2) + ...+ ker(f,). a

26.7. Beispiel. Wenn V unendlich-dimensional ist, dann braucht die aufsteigen-
de Kette der Kerne nicht ,stationdr” zu werden. Sei zum Beispiel V = K[X] der
Polynomring und f € End(V) die ,,Division durch X ohne Rest®, gegeben durch
f(p) = (p—p(0))/X. Dann gilt ker(f°™) = K[X]|,, = (1, X, X?,..., X™ 1), also
werden diese Kerne immer gréfier. &

Wir kénnen jetzt eine erste Version des Satzes von der Jordan-Normalform for-
mulieren.

26.8. Satz. SeiV ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei f € End(V)
ein Endomorphismus, sodass das charakteristische Polynom x; € K|[X] in Line-
arfaktoren zerfdllt. Dann gibt es d,g € End(V) mit f = d+ g, dog = god,
d diagonalisierbar und g nilpotent.

Die analoge Aussage gilt fir Matrizen A € Mat(n, K): Zerfillt x4 in Linearfak-
toren, dann gibt es Matrizen D, N € Mat(n,K) mit A= D+ N, DN = ND,
D diagonalisierbar und N nilpotent.

Beweis. Wir beweisen die Version fiir Endomorphismen; der Beweis fiir Matrizen
ist analog. Sei

X = (X = )7 (X = )+ (X = )™

mit Ay, ..., \, € K paarweise verschieden und ey, ..., e, € Z>. Nach Satz 16.25
gilt x7(f) = 0. Satz 26.2 und Lemma 26.4 liefern dann f-invariante Untervek-
torrdume U; = ker((f — A;idy)°%) = H,,(f) und eine direkte Summenzerlegung
V=U&Uy&...&U,. Die Einschrankung f; von f auf U, (als Endomorphismus
von Uj) hat also die Form f; = d; + g; mit d; = \;idy; und g;ej = 0; es gilt
djogi =MNg; =gjod;. Mitd =d, ©da® ... Ddp, und g =91 G2 D ... D gy
gilt dann f = d + g, und nach Lemma 26.6 gilt d o g = g o d und ¢ ist nilpotent.
Schliefllich ist d diagonalisierbar, weil U; = Ej,(d) ist; damit ist V' die direkte
Summe der Eigenrdume von d. a
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Man kann auch zeigen, dass d und g eindeutig bestimmt sind: Man {iberlegt sich
zunéichst, dass die A-Eigenrdume von d genau die A-Hauptrdume von f sind; daraus
folgt leicht, dass d (und damit dann auch g) eindeutig bestimmt ist (Ubung).

Um aus Satz 26.8 eine stéarkere Version abzuleiten, die eine Normalform fiir Ma-
trizen dhnlich den Diagonalmatrizen ergibt, miissen wir uns die Struktur von nil-
potenten Endomorphismen noch genauer ansechen. Sei also g € End(V') nilpotent
und sei m € N die kleinste natiirliche Zahl mit ¢°* = 0. Dann haben wir die Kette

{0} C ker(g) € ker(¢) € ... € ker(g°™ V) C ker(g”") =V

von Untervektorrdumen von V. Dass die Inklusionen echt sind, ergibt sich aus dem
folgenden Lemma.

26.9. Lemma. Secien V' ein Vektorraum, g € End(V) und m € N. Dann folgt
aus ker(g°™ ) = ker(¢°™), dass ker(g°") = ker(g°™) ist fiir alle n > m.

Beweis. Ubung. a

Der Begriff ,, Dreiecksmatrix“ kam schon vor; wir definieren ihn noch ,,offiziell:

26.10. Definition. Seien K ein Kérper, n € Nund A = (a;;) € Mat(n, K). Dann
heifit A eine obere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 ist fiir alle 1 < j < ¢ < n, und
eine strikte obere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 ist fiir alle 1 < 7 < ¢ < n. Analog
definiert man (strikte) untere Dreiecksmatrizen (mit j > i bzw. j > 1). &

In einer oberen Dreiecksmatrix sind also alle Eintrdge echt unterhalb der Diago-
nalen null, in einer strikten oberen Dreiecksmatrix sind zusétzlich die Eintrége auf
der Diagonalen null.

26.11. Satz. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und g € End(V)
nilpotent. Dann gibt es eine Basis B von V, sodass Matg(g) eine strikte obere
Dreiecksmatriz ist.

Analog gilt: Ist A € Mat(n, K) nilpotent, dann ist A zu einer strikten oberen
Dreiecksmatriz dahnlich.

Umgekehrt ist jede strikte obere Dreiecksmatriz A € Mat(n, K) nilpotent; genauer
gilt A" = 0.

Beweis. Sei U; = ker(¢*), dann gilt {0} = Uy C U; € ... € U, =V, wo-
bei m minimal ist mit ¢ = 0. AuBlerdem ist g(U;) C U;_; fiir alle j > 0
(denn aus g% (v) = 0 folgt ¢°V=Y(g(v)) = 0). Wir wihlen eine Basis von U;, die
wir sukzessive zu Basen von Us, Us, ..., U, erweitern; sei B = (by, by, ..., b,)
die resultierende Basis von V. Dann ist (b1, ba, . . ., bdim Uj) eine Basis von Uj. Sei
dimU;_; < k < dim(U,); dann ist g(by) € U;_; und damit eine Linearkombination
von Basiselementen b; mit ¢ < dimU;_; < k. Da es zu jedem 1 < k < n ein pas-
sendes j gibt, gilt g(bx) € (b1,...,bx_1) fiir alle k € {1,...,n}. Die k-te Spalte von
A = Matg(g) hat also hochstens in den ersten k — 1 Positionen von oben Eintréige
ungleich null; das bedeutet gerade, dass A eine strikte obere Dreiecksmatrix ist.

Die Aussage iiber nilpotente Matrizen folgt aus der Aussage {iber Endomorphis-
men, indem man A als Endomorphismus von K™ betrachtet.

Die letzte Behauptung folgt aus Satz 16.25, denn fiir eine strikte Dreiecksmatrix
A € Mat(n, K) gilt x4 = X" Qa
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26.12. Folgerung. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f ein
Endomorphismus von V, sodass das charakteristische Polynom x; € K[X] in Li-
nearfaktoren zerfallt. Dann gibt es eine Basis B von V, sodass Matg(f) eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Analog gilt: Ist A € Mat(n, K) eine Matriz, sodass x4 in Linearfaktoren zerfillt,
dann ist A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatriz.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 26.8 haben wir eine Zerlegung
V:Ul@UQEBEBUm HlitUj:H)\j(f)

in die Hauptrdume von f, sodass f auf U; die Form ), id 4+g; hat mit g; nilpotent.
Wir wihlen Basen B; von Uj, sodass Matp, (g;) eine strikte obere Dreiecksmatrix
ist (das ist moglich nach Satz 26.11). Die Matrix beziiglich B; der Einschrankung
von f auf U; ist dann M; = A\jlgimy, + Matp, (g;); dies ist eine obere Dreiecks-
matrix. Wir setzen die Basis B von V' aus den Basen B; zusammen. Nach Lem-
ma 17.23 ist dann Mat g (f) eine Block-Diagonalmatrix mit Blocken M;; da die M;
obere Dreiecksmatrizen sind, gilt das auch fiir Matg(f). Die Aussage fiir Matrizen
folgt in der iiblichen Weise. a

Die Voraussetzung, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfallt,
ist stets erfiillt, wenn der Kérper K algebraisch abgeschlossen ist, wie zum Beispiel
K =C.

Da die Determinante einer Dreiecksmatrix das Produkt der Diagonalelemente ist,
sehen wir, dass wir die Relation

xr= (X — Ap ) dim A () (X — )\Q)dimH,\g(f) o (X = Ay lim o ()

haben. (Insbesondere zerfillt das charakteristische Polynom einer Dreiecksmatrix
in Linearfaktoren; die Voraussetzung an x; bzw. x4 in Folgerung 26.12 ist also
notwendig.) Das bedeutet:

26.13. Lemma. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f ein
Endomorphismus von V, sei weiter X € K. Dann ist die Dimension von Hx(f)
gleich der algebraischen Vielfachheit von A als Eigenwert von f (also gleich der
Vielfachheit von X als Nullstelle von x ).

Streng genommen haben wir diese Aussage nur in dem Fall bewiesen, dass das charak-
teristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Durch Betrachtung iiber einem gréfleren
Korper (z.B. C statt Q oder R) kann man das aber immer erreichen.

Da der Eigenraum F,(f) stets im Hauptraum H,(f) enthalten ist, liefert dies
auch einen weiteren Beweis der Aussage, dass die geometrische Vielfachheit eines
Eigenwerts nicht grofler als die algebraische Vielfachheit sein kann.

Fiir viele Anwendungen sind die Aussagen von Satz 26.8 oder Folgerung 26.12
ausreichend. Manchmal mochte man aber eine im Wesentlichen eindeutige Nor-
malform von Matrizen bis auf Ahnlichkeit haben. Dazu betrachten wir noch einmal
nilpotente Endomorphismen und daran angepasste Basen.

Zur Vorbereitung formulieren wir ein Lemma zur Struktur von nilpotenten En-
domorphismen. Darin leisten wir die Hauptarbeit fiir den Beweis der (starken)
Jordanschen Normalform.
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26.14. Lemma. Sei V # {0} ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und sei
f € End(V) nilpotent mit f™ = 0 und m € N minimal mit dieser Figenschaft. Sei
weiter v € V- mit fomV(v) # 0 und U = (v, f(v), f2(v),..., o™ D(v)) C V.
Dann gilt:

(1) dimU =m (d.h., (v, f(v), f2(v),..., [~V (v)) ist linear unabhingig).
(2) Es gibt ein f-invariantes Komplement U’ von U in V.

Bewezs.

(1) Wir zeigen, dass (v, f(v), f*%(v),..., f*™~Y(v)) linear unabhéngig ist. Sei-
en dazu Mg, A1, ..., Am_1 Skalare mit

AoV 4+ M f(0) + Xaf2(0) + ...+ Ay fO V() = 0.

Wenn wir £~ auf diese Gleichung anwenden und beachten, dass fo™ =
0 ist, dann erhalten wir Ao f°™ Y (v) = 0, wegen f°" V(v) # 0 also
Ao = 0. Durch Anwenden von f°(™~2 bekommen wir dann analog A\; = 0,
und in der gleichen Art dann nacheinander Ao = 0, ..., \,,_1 = 0. Also
sind die Vektoren linear unabhéngig.

(2) Wir zeigen zunichst die folgende Aussage:
Sei (Z C V ein f-invarianter Untervektorraum mit U N U = {0} und
U+ U#V. Dann gibt es einen Vektor w € V \ (U +U) mit f(w) € U

Nach Annahme gibt es einen Vektor w’ € V' \ (U + U). Sei k € Zsg
minimal mit f*(w') € U + U. Wegen w' ¢ U+Uist k> 1 und wegen
fom = 0 existiert so ein k. Sei w” = f°*¢Y(w'). Dann gilt w” ¢ U + U,
aber f(w”) € U + U. Wir kénnen also schreiben

F") = X0 + A f (W) + A A fOTV (0) + @
mit Ao, ..., Am_1 € K und @ € U. Es ist wegen fo™ = 0

0= fom(w//) _ Aofo(m—l)(v)/+fo(m—1)(ﬂ)j;

-~

v ~
#0 cU

weil die Summe U + U nach Voraussetzung direkt ist, folgt daraus Ao = 0.
Wir setzen nun w = w” —A\v—. .. —Ap_1 £ "2 (v); dann ist f(w) =@ € U
wie gewiinscht.

Sei U’ = U + (w). Dann ist U’ ein f-invarianter Untervektorraum von V,

denn f(U') = f(U):F(f(w» c U c U'. Die Summe U + U + (w) ist direkt:
Seien u € U, w € U und A € K mit u + @ + Aw = 0; dann folgt wegen
w ¢ U+ U, dass A = 0 ist, und wegen U NU = {0} folgt dann auch

u = @ = 0. Das impliziert U N U’ = {0} und dim U’ = dim U + 1.

Wir setzen nun Uy = {O} Sei fiir n € Z>o der f-invariante Untervektor-
raum U, von V mit U N U, = {0} bereits konstruiert. Gilt U + U,, = V,
dann ist U’ = U, ein Untervektorraum mit den gewiinschten Eigenschaf-
ten. Anderenfalls setzen wir U, = U wie im vorigen Absatz; dann ist

Uni1 ebenfalls f-invariant und es gilt U N U,4; = {0}. Da dim U, = n ist,
muss die Konstruktion mit n = dim V' — m abbrechen. a
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26.15. Definition. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ein Endo-
morphismus f von V' heif3t nilzyklisch, wenn f nilpotent ist und es v € V gibt,
sodass V = (v, f(v), f*(v),...) ist.

Nach Lemma 26.14 ist (v, f(v),..., f°™ Y (v)) linear unabhéngig und damit eine
Basis von V, wobei m € N die kleinste Zahl ist mit f°" = 0. Wir ordnen um und
setzen B = (f°m=Y(v),..., f(v),v); dann ist

01 0 - --- 0
00 1 O 0
Matg(f) = Jn=|: © = = 7 | e Mat(m, K).
(/) Dl e Mat(m, )
00 -+ .. 0 1
00 «oo v oo 0
Die Matrizen J,,, heiflen ebenfalls nilzyklisch. &

26.16. Satz. Sei f ein nilpotenter Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V. Dann gibt es eine Zerlegung V. = U@ Us@. . .BU,, in f-invariante
Untervektorraume, sodass f|y, nilzyklisch ist fir alle j € {1,2,...,m}.

Beweis. Induktion tiber dim V. Im Fall dim V' = 0, also V' = {0}, ist nichts zu zei-
gen (m = 0). Sei also dim V' > 0. Dann gibt es nach Lemma 26.14 eine Zerlegung
V =U, @ V' in f-invariante Untervektorraume mit U; # {0}, sodass f|y, nilzy-
klisch ist (U; ist U in Lemma 26.14, V' ist U’). Nach Induktionsannahme (beachte
dimV’' =dimV — dimU; < dim V) gibt es eine Zerlegung V' = Uy @ ... ® U, in
f-invariante Untervektorrdume, sodass f|y; nilzyklisch ist fiir alle j € {2,...,m}.
Insgesamt erhalten wir die gewiinschte Zerlegung von V. a

26.17. Folgerung. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und sei f ein
nilpotenter Endomorphismus von V. Dann gibt es eine Basis B von V und Zahlen

mi,Ma,...,Mp € Zsg mit my +ms + ...+ my = dimV, sodass
Jn, | O [--- ] 0
0 |Jp|---| O
Matp(f) = .
0 0 |- | Jm,
ist. Die Zahlen my, ma, ..., my sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmit.

Analog gilt: Jede nilpotente Matriz A € Mat(n, K) ist zu einer Matriz der obigen
Form dhnlich. Diese Matriz ist bis auf die Reihenfolge der J,,, eindeutig bestimmt.

Beweis. Nach Satz 26.16 gibt es eine Zerlegung
V=UaUs&...8U

in f-invariante Untervektorraume mit f|y, nilzyklisch. Sei B; fir i € {1,2,...,k}
eine Basis von U; wie in Definition 26.15; sei B die durch Aneinanderhéngen
von By, Bs, ..., By gegebene Basis von V. Die erste Behauptung folgt dann mit
Lemma 17.23; dabei ist m; = dim Uj.
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Zur Eindeutigkeit: Fiir j € N gilt
dim ker( f Z dim ker( f Z min{j, m;}

(die erste Gleichung folgt aus ker(f*) = @F | ker(f]Ui), siche Lemma 26.6(5), die
zweite gilt, weil ker(f[i7) = (foUm =9 (v;), It (0y), ..., fomi=U(vy)) st fiir
Jj < m; und ker(f|°Uj;) = U, fiir j > my, wenn U; = (vy, f(vy), ..., fom=D(vy)) ist)
und damit

k

dim ker(f°U*) — dim ker(f*) = Z(min{j +1,m;} — min{j,m;})

=1

:i{ 1, falls m; > j }

— 0, fallsm; <j
=#{ie{l,2,....k} |m; > j},

also auch (fir j > 1)

(dimker(f*) — dimker(f°V=)) — (dimker(f°U™™) — dim ker(f*’))
=#{ie{l,2,... k} |m;>j} —#{ie{1,2,... )k} | m; > j}
=#{ie{l,2,... .k} |mi=j};

damit sind die Zahlen m; bis auf ihre Reihenfolge eindeutig festgelegt.
Die Aussage fiir Matrizen folgt in der iiblichen Weise. u

Man kann sich also einen nilpotenten Endomorphismus f wie in der folgenden
Skizze vorstellen:

Uy ° f}o: ! : / > ® ! ° ! 0
U, NP et > ® ! 0
Us o ! / o ! ° ! 0
f f
Ug: b e——0

Die Punkte stehen dabei fiir die Basiselemente. Der Kern von f°/ wird dann er-
zeugt von den Basiselementen in den letzten j Spalten (dabei zahlt die Nullspalte
am Ende nicht mit). Daraus kann man Folgendes ablesen:

Sei m die kleinste Zahl mit f°" = 0. Fir j € {1,2,...,m} sei V; ein Kom-
plement von ker(f°U=) + f(ker(f°U*)) in ker(f/). Sei B; eine Basis von V.
Fiir b € B; ist dann By = (f°U=Y(b),..., f(b),b) eine Basis des f-invarianten
Untervektorraums (b, f(b),...); Hintereinanderhdngen dieser Basen Bj fiir alle
be BiUByU...UB, liefert eine Basis B von V| beziiglich derer f durch ei-
ne Matrix wie in Folgerung 26.17 gegeben ist: Die Elemente von B; entsprechen
den Punkten im Diagramm in der jten Spalte von rechts (aufier der Nullspalte),
an denen eine Kette e — o — ... beginnt.
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26.18. Beispiel. Sei V ein Vektorraum mit Basis (vy, vg,...,v7) und f € End(V) BSP
gegeben durch Normalform
fiir nilpotenten

f
Y1 > Vs . f Endo-
v TNy v 0 morphismus
o >f Us /f
(W) f
Dann ist f°3 = 0 (und 3 ist die kleinste Zahl m mit f°™ = 0), also ist f nilpotent.
Wir finden eine Basis von V' wie in Folgerung 26.17. Dazu bestimmen wir erst

einmal die ,hoheren Kerne® K; = ker(f*) fir j = 0,1,2,3,.... Offenbar ist
Ky ={0}. Aus

f()\1v1 + )\202 4+ ...+ )\71}7) = ()\1 + )\2)7)5 + (/\3 -+ >\4)U6 + ()\5 —+ )\6>U7

folgt
Ky = (v; — vg,v3 — vy, U5 — Vg, U7) .
Weiter ist
201 + A + . A Agug) = (A + A + A3+ Aoy
und damit

Ky = <"U1 — VU2,V3 — U4, V1 — U3>U5>U67U7> .

Schliefllich ist K; = V fiir j > 3. Wir miissen Komplemente V; von K;_;+ f(Kj11)
in K; wéhlen. Fiir j = 1 ist

Ko+ f(K2) = f(K2) = (vs — vg, v7) ;
ein Komplement in K ist zum Beispiel gegeben durch
Vi=(v1 —v2,03 —vg) .
Fiir j = 2 ist
Ky + f(K3) = (v1 — va,v3 — vy, V5, Vg, U7) ;

ein Komplement in K5 ist etwa
Vo = (v —v3).
Fiir j = 3 schliefllich ist
Ky + f(Ky) = Ko + f(V) = Ky;

ein Komplement ist zum Beispiel

Vs = (u1).

Nach dem oben beschriebenen Rezept konnen wir als Basis wéhlen:
by = v; — V9 mit f(b;) =0
be = v3 — vy mit f(bg) =0
bs = v1 — v3
by = f(bs) = v5 — vs mit f(by) =0
by = vy
by = f(b3) = vs

by = f(b2) = v7 mit f(b1) =0
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Mit B = (b17 bg, bg, b4, b5, 66, b7) ist dann

01 00O0O0O0
00 10O0O0O0 Llololo
00 0O0O0O0O 0 o .Tolo
Matg(f)=10 0 0 0 1 0 0| = 2
0/0|J;]0
00 0O0O0O0O0 ool ol7
00 0O0O0O0O 0 !
00 0O0O0O0O©O
Das zugehorige Diagramm sieht so aus:
bgl ! b21 ! bll ! 0
b5L>b4|L>O
b6|L>O
b7|L>0
Die Dimensionen von Ky, Ky, Ky, K3,...sind 0,4,6,7,7, ..., die Zuwéchse der Di-
mensionen also 4,2,1,0,0, ... und die Differenzen der Zuwéchse sind 2, 1,1, 0,0, .. ..

Diese Zahlen geben die Haufigkeiten der nilzyklischen Késtchen Ji, Js, Js3, ... in der
Matrix an, vergleiche den Beweis der Eindeutigkeitsaussage in Folgerung 26.17.

&

26.19. Definition. Sei K ein Korper, seien A € K und m € Z~(. Die Matrix
I (N) = A + T

heifit das Jordan-Kdstchen oder der Jordan-Block der Grée m zum Eigenwert .
&

26.20. Satz. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f ein Endo-
morphismus von V mit in Linearfaktoren zerfallendem charakteristischem Poly-
nom x¢. Dann gibt es eine Zerlegung

V=U,0U,®... 50U

in f-invariante Untervektorrdume, sodass f|y, = \;idy, +g; ist mit g; nilzyklisch,
firallei € {1,2,...,k}. Insbesondere gibt es eine Basis B von V, sodass Matg(f)
eine Block-Diagonalmatriz ist, deren Blocke die Jordan-Kdstchen Jaimu, (i) sind.
Die Jordan-Kdstchen sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmd.

Analog gilt: Ist A € Mat(n, K) mit zerfallendem charakteristischem Polynom x 4,
dann ist A dhnlich zu einer Block-Diagonalmatriz, deren Blocke Jordan-Kistchen
sind, und die Jordan-Kdstchen sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmdt.

Beweis. Nach Satz 26.2 konnen wir V' als direkte Summe in die verschiedenen
Hauptraume H)(f) zerlegen; auf H,(f) ist f = Aid+g¢ mit g nilpotent. Nach
Satz 26.16 gibt es eine Zerlegung von H,(f) als direkte Summe von Untervek-
torrdumen, auf denen g nilzyklisch ist, dort ist also f = Aid 4nilzyklisch. Wir er-
halten die gewiinschte Zerlegung von V, indem wir die Zerlegungen der Hauptraume
kombinieren. Wie in Definition 26.15 kénnen wir Basen B; der U; so wéhlen, dass
g; auf U; durch Jyimp, gegeben ist, dann ist

Mat g, (f|v,) = Milaimu; + Jaimu;, = Jaimu, (Ni) -

Setzen wir diese Basen zu einer Basis B von V' zusammen, erhalten wir die Block-
Diagonalmatrix fiir f wie angegeben. Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass die
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Summe der Grolen der Jordan-Késtchen zu einem gegebenen Eigenwert A gleich
der algebraischen Vielfachheit von A als Eigenwert von f sein muss (vergleiche
Lemma 26.13), und aus der Eindeutigkeitsaussage in Folgerung 26.17.

Die Aussagen fiir Matrizen folgen wie iiblich aus denen fiir Endomorphismen: Wir
wenden die Aussage auf den Endomorphismus f: K" — K", © — A - x, an
(wobei die Elemente von K™ als Spaltenvektoren betrachtet werden). Dann ist
A = Matg g(f) mit der Standard-Basis £ von K™, und mit P = Matpg g(idgn)
hat dann Matg(f) = P~'AP die Form wie im Satz. a

26.21. Definition. Die Matrix in Satz 26.20 heifit die Jordansche Normalform
von f bzw. A. &

Die Jordansche Normalform liefert also eine vollstdndige Klassifikation der Matri-
zen mit zerfallendem charakteristischem Polynom bis auf Ahnlichkeit. Zum Bei-
spiel gibt es genau drei Ahnlichkeitsklassen von Matrizen in Mat(3, K) mit cha-
rakteristischem Polynom (X — )3, denn die Jordan-Normalform kann die Jordan-
Késtchen J5(\) oder Ja(A), Ji(A) oder Ji(A), Ji(A), J1(A) haben.

Wie kann man die Jordansche Normalform einer gegebenen Matrix A € Mat(n, K)
bestimmen?

Wenn man nur wissen mochte, wie die Jordansche Normalform aussieht, dann
bestimmt man zuerst die Eigenwerte (indem man das charakteristische Polynom
faktorisiert) und berechnet dann fiir jeden Eigenwert A die Dimensionen der Ker-
ne von (A — A,)™ fir m = 1,2,3,.... Aus diesen Dimensionen ergeben sich
die GroBen der vorkommenden Jordan-Késtchen Ji(A) wie im Beweis von Folge-
rung 26.17. Ist die algebraische Vielfachheit von A héchstens 3, dann kann man
die Jordan-Késtchen, die zu A gehdren, aus der algebraischen und der geometri-
schen Vielfachheit von A bestimmen. Man iiberlegt sich némlich leicht (Ubung),
dass jedes Késtchen J,,()\) genau 1 zur geometrischen Vielfachheit beitragt: Die
geometrische Vielfachheit von A ist genau die Anzahl der Jordan-Késtchen J,,(\).
Fiir algebraische Vielfachheit (also Gesamtgrofie dieser Kéastchen) < 3 legt die
Anzahl bereits die Gréfle der Késtchen fest.

Braucht man zusétzlich die Matrix P € GL(n, K), sodass P"'AP in Jordan-
Normalform ist, dann muss man fiir jeden Hauptraum H,(A) eine Basis wie in
Folgerung 26.17 bestimmen (zu g = (f — Aid)|#,(4)) und diese Basen dann zu
einer Basis von K™ zusammensetzen. Die Basiselemente bilden dann die Spalten
von P.

Wir fithren das in einem Beispiel durch:

26.22. Beispiel. Wir betrachten

5 -1 0 0 —10
4 -1 0 0 -8
A=|1 2 1 =2 —1 | eMat(5R).
5 0 0 -1 —9
2 -1 0 0 -3

DEF
Jordansche
Normalform

BSP
Jordansche
Normalform
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Das charakteristische Polynom ist

X -5 1 0 0 10
-4 X+1 0 0 8
xa=| —1 -2 X-1 2 1

) 0 0 X+1 9
-2 1 0 0 X +3

X-5 1 10

=(X-D)X+1)| 4 X+1 8
-2 1 X+3

= (X -1(X +1)
(X =5)(X +1)(X +3)— 16 —40 — 8(X —5) +20(X + 1) + 4(X + 3))
(X -DX+DXP-X2 - X +1) = (X —1)*}X +1)%.

Es sind also die beiden Hauptrdume H;(A) (Dimension 3) und H_1(A) (Dimen-
sion 2) zu betrachten. Fiir die Kerne erhalten wir (wir schreiben die Elemente
von R® als Spaltenvektoren):

ker(A — I5) = ((0,0,1,0,0)",(3,2,0,3,1)")

ker((A — I5)*) = ((0,0,1,0,0)",(1,1,0,1,0)", (0,—1,0,0,1) ")
ker(A+ I5) = {(0,0,1,1,0)")

ker((A+ I5)?) = {(0,0,1,1,0)", (2,2,-2,0,1)")

Fiir die hoheren Potenzen bleiben die Dimensionen gleich, da sie bereits den
Dimensionen der Hauptraume entsprechen. Daraus ergeben sich die Grofien der
Jordan-Késtchen:

A=1:  0,2,3,3,...—2,1,0,... — 1,1,0,... — J1(1), Jo(1)
A=-1:  0,1,2,2,...— 1,1,0,... — 0,1,0,... — Jo(—1)

(In diesem Fall hitte es gereicht, die geometrischen Vielfachheiten 2 bzw. 1 zu ken-
nen, um die Jordan-Késtchen zu bestimmen.) Die Jordansche Normalform von A
hat also die folgende Gestalt:

o O O
— o O O

—1
0 -1

(el el
[Nl e
OO == O

Um eine Transformationsmatrix P zu finden, gehen wir analog zu Beispiel 26.18
vor: Ein Komplement von ker(A + I5) in ker((A + I5)?) wird zum Beispiel erzeugt
von v; = (2,2,—2,0,1)". Ein Komplement von ker(A — I5) in ker((A — 15)2) wird
erzeugt von vy = (1,1,0,1,0), und ein Komplement von

(A— L) (ker((A—I5)%) = ((3,2,1,3,1) ")
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in ker(A — I5) wird erzeugt von vz = (0,0,1,0,0)". Eine geeignete Basis ist damit
B = (03, (A —1I5) - vg,v9, (A+ I5) - vy, Ul), entsprechend der Matrix

0310 2
0210 2
P=1]1101 -2
0311 0
0100 1

L]

26.23. Beispiel. Als eine Anwendung der Klassifikationsaussage von Satz 26.20
wollen wir untersuchen, welche der Matrizen

1 11 -1 -1 =z
A=11 11 und B(z,y)=11 1 y
1 11 0 0 3

(fiir ,y € R) in Mat(3,R) dhnlich zueinander sind. Dazu berechnen wir zunéchst
die charakteristischen Polynome; das ergibt

XA = XBlay) = X (X —3).

Das schlieft noch keine Ahnlichkeitsrelationen aus. Deshalb bestimmen wir die
Jordansche Normalform der Matrizen. Fiir den Eigenwert 3 der algebraischen
Vielfachheit 1 gibt es nur die Moglichkeit eines Jordan-Késtchens J;(3). Fiir den
Eigenwert 0 gibt es die beiden Méglichkeiten J5(0) und J;(0), J;1(0). Um sie zu
unterscheiden, bestimmen wir die Dimension des Kerns von A bzw. von B(z,y):

dimker(A) =3 —rk(A)=3—-1=2

und
dimker(B(z,y)) =3 —rk(B(z,y)) =3—-2=1.

Daraus ergibt sich, dass die Jordansche Normalform von A die Jordan-Késtchen
J1(0), J1(0), J1(3) hat (insbesondere ist A diagonalisierbar), wéhrend die Jordan-
Normalform der Matrizen B(z,y) die Késtchen J5(0), J1(3) hat (insbesondere sind
die B(z,y) nicht diagonalisierbar). Wir sehen also, dass A zu keiner der Matrizen
B(x,y) dhnlich ist, dass aber alle B(x,y) zueinander dhnlich sind. )

Die hauptséchliche praktische Anwendung der Jordanschen Normalform besteht
darin, dass sie die Berechnung von Potenzen einer Matrix vereinfacht: Sei etwa
J = P71AP die Jordan-Normalform einer Matrix A, dann ist A = PJP~! und
Ak = PJ*P~! fiir alle k € N. Da J eine Block-Diagonalmatrix ist, ist J* ebenfalls
eine Block-Diagonalmatrix, deren Blocke die k-ten Potenzen der Blocke J,, ()
sind. Nun ist J,,,(A\) = A, + J,, also

k k
NP = M1, + (1>>\k‘1Jm + (2) MN2g2 T

und die Potenzen J haben eine sehr einfache Gestalt. Zum Beispiel ist
Ao2) 1

Js(N)?P =0 AN 2x
0 0 A\

BSP
'_I_'esten auf
Ahnlichkeit
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und allgemeiner
)\k k’)\k_l (k) )\k—2
2
JsNF =10 N At
0 0 AE

Eine Anwendung, die Sie in der ,, Einfithrung in die gewthnlichen Differentialgleichungen*
kennenlernen werden, ist die Berechnung von e fiir Matrizen A € Mat(n, R) und ¢ € R.
Die Exponentialfunktion fiir Matrizen ist definiert wie fiir Zahlen:

1
A _ k.
€ _Zk!A ’
k=0

man kann zeigen, dass die Reihe stets konvergiert (die Partialsummen sind Matrizen mit
der Eigenschaft, dass die Folge der Eintrége an jeder gegebenen Position konvergiert). Ist
A = PJP~ ! wie oben, dann gilt !4 = Pe!’ P~1 und e*’ ist eine Block-Diagonalmatrix
mit Blécken der Form

t2
(V) — Mptdm — N (Im T, 5%31 + .. ) .

(Dabei benutzt man die Funktionalgleichung eA*5 = e4.eP fiir Matrizen A, B mit AB =
BA, die aus der Potenzreihenentwicklung und dem Binomialsatz folgt.) Die Wichtigkeit
der Funktion ¢ — e kommt aus folgendem Resultat:

SATZ Satz. Ist x= (x1,x9,... ,xn)T: R — R"™ ein n-Tupel differenzierbarer Funktionen, das
Systeme das System von Differentialgleichungen
linearer /
t t

Differential- x/l( ) z1(t)

. , 5(t) 2(t)
gleichungen Z(t) = _ = A- ) =A-x(t)
mit konstanten : :
Koeffizienten i, (t) zn(t)

erfillt, dann gilt z(t) = e - 2(0).

Mit der Exponentialfunktion €4 kann man also solche Differentialgleichungssysteme
16sen. Fiir die Matrix A aus dem Beispiel 26.22 oben etwa hat man

et 0 0 0 0
0 et tet 0 0
eA=p.lo 0o ¢ 0o o |-P7!
0 0 0 et tet
0 0 O 0 et

3el — 2e7t (3t —2)et +2e71 0 0 —(6t + 2)e! + 2e7t
2¢et — 2et (2t — 1)et +2e71 0 0 —(4t + 2)e! + 27!
=] e —(t+1)et tel +te™t el —el et —2te! + te!
et — (t+3)e”t (Bt—2)el +(t+2)et 0 et —(6t +2)e! + (t + 2)et
el —e ! (t—1)et +et 0 0 —2te! 4 et

Wie sieht die Klassifikation von Matrizen bis auf Ahnlichkeit aus iiber R, wo ja nicht
jedes Polynom in Linearfaktoren zerfallt?

Sei A € Mat(n,R). Dann zerféllt x 4 jedenfalls in C[X] in Linearfaktoren. Diese konnen
die Form X — X\ haben mit A € R oder die Form X — (A + p%) mit A\, u € R und p # 0.
Dann ist neben A + pt auch A — pt eine Nullstelle von x4, denn sei

xA=X"+a, 1 X" ... 4+a1 X 4+ay mitag,ai,...,an_1 €R,

dann ist fiir z = a + bt € C mit komplex konjugierter Zahl z = a — b2

-n—1

xa(z) =2"+an_12" 1+ . +az+ag=2"+ap 12" +...+ a1z +ap = xa(z).
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(Dabei haben wir benutzt, dass fiir w,z € C gilt w+ 2z = w + z und Wz = w z, sowie
a=a fir a € R.) Aus xa(A + pi) = 0 folgt daher xa(A — p2) = xa(A + pz) = 0. Man
kann den Faktor

(X =X — i) (X = A+ pi) = X2 — 22X + X2 4 42

abdividieren; eine einfache Induktion zeigt dann, dass A+ut und A— i dieselbe Vielfach-
heit als Nullstelle von x 4 haben. Damit haben die zugehtrigen Hauptraume Hy,;(A)
und Hy_,;(A) in C" dieselbe Dimension. Sei (1, z2,. .., Ty,) eine Basis von Hyi,i(A),
sodass A-x; = (A+pi)x; oder (A+pi)x;+ ;1 ist (also eine Basis, die zu den Jordan-
Kistchen fiir den Eigenwert A + ¢ gehort). Fiir einen Vektor y = (y1,...,y,) € C" sei
Y= (Y1,---,Yn). Dann ist (21, Z2,..., %) eine Basis von Hy_,;(A), und

(a:l +&1,i Yz — &), o+ T, (22— T2), ... T + T, 8 (T — :i:m))

ist eine Basis von Hx;,i(A) @ Hxy_,i(A), deren Elemente in R™ liegen. Die Matrix
beziiglich dieser Basis des durch A gegebenen Endomorphismus dieses Untervektorraums
ist dann eine Block-Diagonalmatrix mit Blocken der Form

A —p 1 0 0 0 0 0
LA 0 1 0 0 0 0
0 0 A —u 1 0 0 0
0 0 u A 0 1 0 0
JmNwy = T eMat(2m,R).
0 0 0 0 A - 10
0 0 0 0 oA 0 1
0 0 0 0 0 0 A —u
0 0 0 0 0 0 u A

Diese Matrix entsteht aus Jy, (A + p2), indem jeder Eintrag a + bi (mit a,b € R) durch
die 2 x 2-Matrix (‘g _ab) ersetzt wird (dies ist die Matrix des R-linearen Endomorphismus
z + (a+bi)z von C beziiglich der R-Basis (1,%) von C).

Daraus ergibt sich der folgende Satz (formuliert fiir Matrizen):
Satz. Sei A € Mat(n,R). Dann ist A dhnlich zu einer Block-Diagonalmatriz, deren

Blicke die Form Jpy(X) (mit X € R) oder Jam (A, p) (mit X € R, u € Rsg) haben. Diese
Bliocke sind bis auf thre Reihenfolge eindeutig bestimmd.

SATZ
Reelle JNF
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27. DAS TENSORPRODUKT

Die Idee des Tensorprodukts ist es, bilineare Abbildungen b: V; x Vo — W zu
,linearisieren, indem man den Definitionsbereich V; x V5 durch einen geeigneten
Vektorraum V' und b durch eine lineare Abbildung V' — W ersetzt. Das fiihrt auf
folgende Definition:

27.1. Definition. Seien V; und V5 zwei K-Vektorraume. Ein K-Vektorraum V'
zusammen mit einer bilinearen Abbildung 5: Vi x V5 — V heifit ein Tensorprodukt
von V; und V5, wenn V und § die folgende ,,universelle Eigenschaft® erfiillen: Fiir
jeden K-Vektorraum W und jede bilineare Abbildung b: Vi x Vo — W gibt es
genau eine lineare Abbildung f: V — W mit b= f o . &

Wir schreiben Bil(V;, Vo; W) fiir den Vektorraum der bilinearen Abbildungen von
Vi x V5 nach W; dann besagt die Definition, dass (V, 5) genau dann ein Tensor-
produkt von V; und V5 ist, wenn die Abbildung

Hom(V, W) — Bil(V}, Vo; W), f+—— fop
fiir alle W bijektiv (und damit ein Isomorphismus) ist.

Es folgt, dass Tensorprodukte bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig be-
stimmt sind:

27.2. Satz. Seien Vi und Vy zwei K-Vektorraume und seien (V, ) und (V' 3)
zwet Tensorprodukte von Vi und V,. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Isomorphismus @: V. — V' mit f' = po .

Beweis. Wir wenden die universelle Eigenschaft von V' an auf die bilineare Abbil-
dung (', das liefert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢: V' — V' mit
B = po . Analog gibt es ¢': V' — V mit 5 = ¢’ o f'. Die Eindeutigkeit in der
universellen Eigenschaft liefert ¢’ o ¢ = idy und ¢ o ¢’ = idy/; damit ist ¢ ein
[somorphismus. u

Wir schreiben V; ® V5 (oder Vi @k Vs, wenn es auf den Koérper ankommt) fiir ein
Tensorprodukt von V7 und V5; die bilineare Abbildung  wird dann in der Form
B(v1,v2) = v ® v9 notiert.

Was ist eine ,,universelle Eigenschaft“? Wir haben gewisse ,,Objekte“ (im Fall des Tensor-
produkts sind es Paare (W, b) aus einem Vektorraum W und einer bilinearen Abbildung
b: Vi x Vo — W), zwischen denen es ,Morphismen“ gibt (beim Tensorprodukt ist ein
Morphismus (W, b) — (W', V') eine lineare Abbildung ¢: W — W' mit ¢ o b = V'). Die
universelle Eigenschaft besagt dann, dass es von dem betreffenden ,,universellen“ Ob-
jekt genau einen Morphismus zu jedem anderen Objekt gibt (dann hat man ein initiales
Objekt) oder auch, dass es von jedem Objekt genau einen Morphismus zum universellen
Objekt gibt (dann hat man ein finales Objekt). Man kann sehr abstrakt formulieren,
welche Eigenschaften die Objekte und Morphismen haben miissen (sie bilden dann ei-
ne sogenannte Kategorie); der Teil der Mathematik, der sich damit beschiftigt, heif3t
Kategorientheorie und wird gerne liebevoll als ,,abstract nonsense® bezeichnet.

Ein einfaches, aber triviales Beispiel erhalten wir, wenn wir als Objekte K-Vektorrdume
und als Morphismen lineare Abbildungen betrachten. Ein universelles Objekt U hat
dann die Eigenschaft, dass es immer genau eine lineare Abbildung U — V gibt, fiir
jeden K-Vektorraum V. Es ist dann leicht zu sehen, dass hier der Null-Vektorraum
ein universelles (initiales) Objekt ist. Er ist iibrigens auch ein finales Objekt in dieser
Kategorie.
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Die Eindeutigkeitsaussage fiihrt auf die Frage nach der Existenz des Tensorpro-
dukts. Zuerst noch eine Definition.

27.3. Definition. Seien X eine Menge und K ein Korper. Sei
K% = {(A\p)zex | As = 0 fiir alle bis auf endlich viele z € X} .

Dann ist KX) ein Untervektorraum von KX mit Basis (e,).cx, wobei (analog
zum Standardvektorraum K") e, = (d,,)yex die Familie ist, deren Komponenten
alle null sind bis auf die x-te Komponente, die den Wert 1 hat. &

Der Beweis der letzten beiden Aussagen ist eine Ubungsaufgabe.

27.4. Satz. Seien By und By Basen der K-Vektorrdume Vi und V5. Dann ist
V = KB xB2) sysammen mit
ﬁ: Vi X ‘/2 — V> (Z )\ v, Z NU’/U) )\v,uv )(v,v’)EleBQ
vEB1 v’ €B>

ein Tensorprodukt von Vi und Vy. (In den Summen sind alle bis auf endlich viele
Koeffizienten X\, bzw. i, null.)

Beweis. Wir schreiben e, ,+) wie in Definition 27.3 fiir die Elemente der ,,Standard-
Basis®“ von V. Sei W ein weiterer K-Vektorraum und b: V; x V5, — W bilinear.
Eine lineare Abbildung f: V' — W mit f o 8 = b muss dann fiir alle v € B; und
v € By die Gleichung

f(e(v,v’)) = f(ﬁ(v,v')) = b(?),’U,)
erfiillen. Es gibt genau eine lineare Abbildung f, die auf der Standard-Basis von V
diese Werte annimmt (Satz 10.11). Es bleibt zu zeigen, dass fiir diese lineare
Abbildung tatséchlich f o f = b gilt: Seien v; = > AU € Vi und vy =
> wen, ot € Vo. Dann gilt

f(ﬂ(,ul; UZ)) = f(()\v,uv’)(v,v’)EB1><Bz = ( Z )\v,uv’e('u v’) >

vE B,

(v,v")EB1X B2
= Z AUMU vv/)) = Z )\U/J”U/b v U)
(v,v")EB1 X B2 (v,v")EB1 X B2
= b( Z Ao, Z um/) = b(vy,v9) . a

vEB] v'E€Bg

Damit ist die Existenz des Tensorprodukts jedenfalls fiir endlich-dimensionale Vek-
torrdume gezeigt. Da (unter Verwendung des Auswahlaxioms) jeder Vektorraum
eine Basis hat, gilt die Existenzaussage auch allgemein.

Es gibt auch eine Basis-freie Konstruktion des Tensorprodukts, die allerdings ziemlich
Jbrutal“ und ,,verschwenderisch“ anmutet. Wir setzen V = K(V1x2) (das ist also ein
Vektorraum, der fiir jedes Element (vi,vs) € V1 x V3 ein Basiselement e, ,,) hat) und
definieren U als den Untervektorraum von V), der von allen Elementen einer der Formen

e()\vl,vg) - Ae(vhvg)v e(vl,)\vg) - )‘e(vl,vg)a
C(vi+v],v2) T C(vi,v2) T €(vive)r  C(vivatvh) T C€(viwe) T €(vih)
mit vy, v] € Vi, vg,vh € Vo und A € K erzeugt wird. Dann setzen wir V' = V/U und
B(v1,v2) = [€(s; 05)]- Man rechnet nach, dass 3 bilinear ist (das kommt direkt aus der

Definition von U). Ist b: V; x Vo — W bilinear, dann definiert man zunéchst eine lineare
Abbildung F': V — W durch F(e(,, v,)) = b(vi,v2) (eindeutige Festlegung durch Bild
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der Basis). Aus der Bilinearitéit von b folgt, dass ¢« im Kern von F' enthalten ist; es gibt
dann (das ist die universelle Eigenschaft des Quotientenraums, siehe Satz 18.12) eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung f: V — W mit F = fomx, wobei m: V — V
der kanonische Epimorphismus ist. Dann gilt f o 8 = b. Die Eindeutigkeit von f ist
auch leicht zu sehen — das Bild von S erzeugt V, also gibt es hochstens eine lineare
Abbildung, die auf dem Bild von 5 gegebene Werte annimmt.

27.5. Beispiel. Seien K ein Korper und m,n € N. Dann ist der Vektorraum
Mat(m x n, K) isomorph zum Tensorprodukt K™ ® K". Dabei ist die bilineare
Abbildung 8: K™ x K™ — Mat(m x n, K) gegeben durch (z,y) — x-y' (,Spal-
tenvektor mal Zeilenvektor®); das Bild von /8 besteht genau aus der Nullmatrix
und den Matrizen vom Rang 1. Daran sieht man sehr schon, dass keineswegs
alle Elemente von V; ® V5 die Form v; ® vs haben! Es gibt ja auch Matrizen
von hoherem Rang (jedenfalls, wenn m und n grofer als 1 sind). s

Das Tensorprodukt V; ® V4 wird von den Elementen der Form v; ® vy (also dem
Bild von f3) erzeugt. (Das folgt aus der Konstruktion in Satz 27.4 oder auch direkt
aus der universellen Eigenschaft: Ware U = (im(f)) nicht ganz V; ® V5, dann
konnte man ein Komplement U” # {0} von U wihlen und darauf die lineare Ab-
bildung aus der universellen Eigenschaft beliebig definieren, was der Eindeutigkeit
widerspréiche.) Man kann dann fragen, wie viele solche Elemente man hochstens
braucht, um ein beliebiges Element darzustellen.

27.6. Satz. Seien V und V' zwei K-Vektorriume und sei (by,...,by,) eine Basis
von V. Dann ldsst sich jedes Element w von V ® V' eindeutig schreiben als

U):’U1®b1+1}2®b2+...—|—1}n®bn

mit v, Vg, ..., 0, €EV.

Man kann das so interpretieren, dass man beim Ubergang von V/ zu V @ V' die
skalaren Koeffizienten der Basis (b, ..., b,) durch ,Koeffizienten* aus V' ersetzt.

Beweis. Wir haben die lineare Abbildung
¢I |74 HV@V,, (Ul,UQ,...,Un> '—>U1®b1+@2®b2+...+vn®bn

(wobei die Vektorraumstruktur von V™ komponentenweise definiert ist); zu zeigen
ist, dass 1) ein Isomorphismus ist. Dazu konstruieren wir die Umkehrabbildung:
Wir betrachten folgende bilineare Abbildung b: V' x V' — V™

b(v, Xn: Ajbj) — (0, Ao, o An0)
j=1

Wegen der universellen Eigenschaft gibt es dann eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung ¢: V@ V! — V™ mit ¢(v ® b;) = (0;j0)1<i<n. Es gilt offensichtlich
potp =idy» und (Yo p)(v®b;) =v®b; fiir allev e V und j € {1,2,...,n}. Da
V ® V' von allen v ® b; erzeugt wird, folgt daraus ¢ o ¢ = idygy-, also ist ¢ wie
gewiinscht ein Isomorphismus. (Dass die v ® b; Erzeuger von V ® V"’ sind, kommt
daher, dass jedes v ® v' eine Linearkombination dieser spezielleren Elemente ist:
v =35 Ajbj impliziert v @ v' = . Aj(v @ by).) a
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27.7. Beispiel. Fiir eine m x n-Matrix A bedeutet das, dass A Summe von
hochstens n Matrizen vom Rang 1 ist. (Genauer gilt, dass A Summe von genau
r = rk(A) Matrizen vom Rang 1 ist.) &

Fiir das Tensorprodukt gelten die folgenden Rechenregeln.

27.8. Satz. Seien Vi, Vs, V3 drei K-Vektorrdume. Dann gibt es kanonische Iso-
morphismen

M) eV e (V2 V)
VieWhZ21hel
KeVvi=w

{0} ® Vi = {0}

Wegen der Assoziativitiat des Tensorprodukts schreibt man auch einfach V;®@Vo®V3
(und analog mit mehr als drei ,,Faktoren*).

Beweis. Wir zeigen hier exemplarisch nur eine der Aussagen; die {ibrigen Beweise
sollten Sie als Ubungsaufgaben betrachten. Die Beweis-Struktur ist immer die-
selbe: Man konstruiert natiirliche lineare Abbildungen in beiden Richtungen und
zeigt unter Verwendung der universellen Eigenschaft, dass sie zueinander invers
sind.

Wir beweisen das ,, Assoziativgesetz“ (V1 @ V2) @ V3 = Vi @ (Vo®@ V). Dazu fixieren
wir erst einmal vz € V3. Die Abbildung

VixVo—Vi®(Va®Vz), (v1,v2)— 11 ® (v2 ®v3)
ist offensichtlich bilinear und fithrt daher zu einer linearen Abbildung
fos: Vi@ Vo — Vi@ (Va@V3) mit  f, (v ® v2) =01 @ (va ® v3) .

Da f,, linear von v abhéngt (d.h., V3 — Hom(Vl RV, VI ®(Va® V},)), V3 > fugs
ist linear), ist die Abbildung

b: (Vi@ Vo) x Vs — Vi@ (Va®@V3),  b(v,v3) = fu,(v)
bilinear. Deshalb gibt es eine lineare Abbildung
p: (ViaV) oV —Vi®(heV;) mit ¢((v®uv)®uvs) =01 @ (v @0v3).
Analog gibt es eine lineare Abbildung
Vi@ (heVs) — (Viel)@Vs mit (v ® (v2@u3)) = (11 @v2) @ vs.

Da die angegebenen Elemente jeweils ein Erzeugendensystem bilden, folgt, dass ¢
und 1 zueinander inverse Isomorphismen sind. a

Die wichtigsten Prinzipien beim Umgang mit Tensorprodukten sind:

e Es gibt genau dann eine (dann auch eindeutig bestimmte) lineare Abbildung
Vi@V, - W mit f(v; ® ve) = b(vy,vq) fiir alle v; € Vi, vg € V3, wenn
b: Vi x Vo — W bilinear ist.

e Die Abbildung (v, vq) — v1 ® vy ist selbst bilinear.

e Die Elemente der Form v; ® vy erzeugen Vi ® V5, aber im Allgemeinen hat nicht
jedes Element von Vi ® V5 diese Form.
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Zum Beispiel ist die Auswertung von linearen Abbildungen
Hom(V,W) xV — W, (f,v) — f(v)
bilinear und fiithrt daher zu einer linearen Abbildung
Hom(V, W)@V — W mit f®v+—— f(v).
Auch die Abbildung
V*x W — Hom(V, W), (¢,w) — (v ¢(v)w)
ist bilinear und fiihrt zu einer kanonischen linearen Abbildung

V*@W — Hom(V,W).

27.9. Satz. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Ist V oder W endlich-dimen-
sional, dann ist die kanonische lineare Abbildung ®: V* @ W — Hom(V, W) ein
Isomorphismus.

Beweis. Sei zundchst W endlich-dimensional und (b, ...,b,,) eine Basis von W.
Jede lineare Abbildung f: V — W hat dann die Form

f(0) = fr(0)br + fa(v)ba + .. + fin(v)bm
mit eindeutig bestimmten Linearformen fi, fo, ..., f,, € V*. Wir definieren
U: Hom(V,W) — VW, f+— fi@h+ fo@by+ ...+ fin @b
dann gilt ®o W = idgemv,w) (klar) und Vo d = idy-gw: Sei w = Aibyi+. . .4+ Npby,

dann ist
(Vod)(p®@w)=(Vod)(Ap® b+ ...+ And @ by,)
=U(v > Mo(v)b + ... 4+ A (0)by,)
= MO RbL 4+ A D by
=@ (Mbi + ... + Anbm)
=90Qw.

Damit gilt Wo® = id auf einem Erzeugendensystem von V*®@W | also ist Wod = id.
Also ist @ ein Isomorphismus.

Sei jetzt V' endlich-dimensional mit Basis (b1, ..., b,) und dualer Basis (b7, ...,b")
von V* Eine lineare Abbildung f: V — W ist eindeutig festgelegt durch die
beliebig wihlbaren Bilder f(by),..., f(b,). Wir definieren

U: Hom(V,W) = V*@W, fr—bQ f(bi)+...+0b® f(b,).
Dann sind ¢ und ¥ wieder invers zueinander, denn
(Tod)(p®w)="T(v— ¢(v)w)
= b} @ (¢(b1)w) + ... + b ® ((b)w)
= o(b))b] @w + ...+ ¢(b,)b; @ w

= (p(b1)b} + ... + (b)) ® w
=0 Qw
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(also W o & = id auf einem Erzeugendensystem, damit gilt ¥ o & = id) und

(@0 V) (f) = B(b; @ f(by) + ...+ b} @ f(bn))
=P (b} @ f(b1)) + ...+ 2(b; @ f(bn))
= (0= B (0)F(br) + ... + B (0) £ (b))
=1,

denn die Abbildung in der vorletzten Zeile bildet fiir alle j € {1,2,...,n} das
Basiselement b; auf f(b;) ab. Q

Sind V und W beide unendlich-dimensional, dann ist ® zwar noch injektiv, aber nicht
mehr surjektiv — das Tensorprodukt ist ,,zu klein*, um alle Homomorphismen zu spezifi-
zieren: Sei B eine (unendliche) Basis von W, dann hat jedes Element des Tensorprodukts
V*®@ W die Form t = Y, p/ ¢ ® b mit einer endlichen Teilmenge B’ C B (das beweist
man dhnlich wie in Satz 27.6). Die lineare Abbildung ®(t) bildet v € V auf ), _ 5/ ¢p(v)b
ab, das Bild von ®(¢) ist also im endlich-dimensionalen Untervektorraum (B’) von W
enthalten. Ahnlich wie in Satz 27.9 sieht man, dass jede lineare Abbildung mit endlich-
dimensionalem Bild (also mit endlichem Rang) im Bild von ® liegt. Es gibt aber stets
lineare Abbildungen V' — W, deren Bild unendlich-dimensional ist. Im Fall V' = W liegt
zum Beispiel idy, nicht im Bild von .

Im Fall V = W endlich-dimensional haben wir dann einen Isomorphismus
End(V) = Hom(V,V) —= V* @V

(die Umkehrabbildung von @ in Satz 27.9) und wir konnen folgende Komposition
bilden:
End(V) — V*®V = Hom(V,K) @ V =% K |

wobei die letzte Abbildung die von der Auswertung induzierte Abbildung ist. Diese
Abbildung V*®@V — K (oder entsprechend V®@V* — K) heifit auch Kontraktion.

27.10. Satz. Die so definierte Abbildung End(V') — K ist die Spur f+— Tr(f).

Beweis. Da die Spur iiber Matrizen definiert ist, miissen wir zuerst eine Basis
B = (by,...,b,) von V wihlen; sei (b7,...,0}) die duale Basis von V* Dann ist

fir f € End(V)
Matz(f) ::(b:(f<bj)))uj’

also
Tr(f) = Tr(Matg(f))
=i (f(b1)) + ...+ b (f(bn))
=ev(b1 @ f(br) + ... + b, @ f (b))
=ev(®7(f))
(vergleiche den Beweis von Satz 27.9 fiir dim V' < 00). Das ist genau die Behaup-
tung. a

Wir betrachten jetzt das Zusammenspiel von linearen Abbildungen mit dem Ten-
sorprodukt.
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27.11. Lemma. Seien V,V' W, W' vier K-Vektorriume und seien f:V — W
und ' V' — W' lineare Abbildungen. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
fRf:VV 5 WeW mit(feo f)lved) = flv)® f'(v) firadleveV und
v e V.

Beweis. Die Abbildung b: V x V' - W @ W', (v,v") — f(v) ® f'(v'), ist bilinear;
nach der universellen Eigenschaft von V®V"’ existiert also eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung f ® f’ wie angegeben. a

Es gilt dann idy ®idys = idygys, und wenn Vi 5 Vo % V3 und V7 & V7 & v
lineare Abbildungen sind, dann gilt (go f)® (¢'o f') = (g®¢') o (f® f), wie man
leicht auf Elementen der Form v ® v nachpriift.

27.12. Beispiel. Seien Vi, V5, und V3 drei endlich-dimensionale K-Vektorraume.
Wir betrachten

Hom(V1, V5) x Hom(V, Vs) = (V" @ Va) x (V" @ Vs)

—>V ®(‘/2®V*>®‘/31d®ev®ldv*®[(®‘/3
= V" ® Vs = Hom(Vy, V).
Diese Abbildung ist dieselbe wie die Komposition (g, f) — f o g. Es geniigt, das
fiir g: v1 — @(v1)w und f: vy — @ (v2)w’ nachzuweisen, wobei ¢ € Vi*, ¢/ € Vif
und w € V,, w' € V3 seien. Wir erhalten
(9, /)= (9@w,d@u)r— @ (we¢)euw
PR P (w) @uw — ¢ (w) ¢ @ W
— (v = @ (w)g(v)w = ¢ ((vi)w)w = (f o g)(v1))
=foyg
Im Fall V| = V3 erhélt man dann auch sehr leicht die Beziehung Tr(fog) = Tr(gof)
(Ubung). &

27.13. Beispiel. Ist B = (by,...,b,) eine Basis von V und B’ = (¥}, ...,V,) eine
Basis von W, dann ist

B"=(b;@b,....,01 @b, by @0b],....b0 @b, ,...... b, @), ... 0, @0))

eine Basis von V®W . Ist f ein Endomorphismus von V und g ein Endomorphismus
von W, dann ist f ® g ein Endomorphismus von V ® W. Die zugehdtrige Matrix
A" =Matp/(f ® g) heifit das Kronecker-Produkt von A = (a;;) = Matg(f) und
A" = Matp(g). Es gilt dann

CLHA/ algA/ e alnA’

/ / /

A// CL21A G/QQA s (IgnA
ap A | apa A | | apn A’

Man schreibt dafiir auch A” = A A'.

Es gilt Tr(A ® A’) = Tr(A) Tr(A’) und det(A ® A’) = det(A)™ det(A")" (Ubung).
[ )

Der folgende Satz gehort eigentlich in das Kapitel iiber euklidische Vektorrdume.

LEMMA
Tensor-

produkt
von Abb.



SATZ
Hadamardsche
Ungleichung

§27. Das Tensorprodukt 243

Satz. Sei A= (xi|z2|- - |z,) € Mat(n,R). Dann gilt
| det(A)] < [Jm[[|@2]] - - - |||

mit Gleichheit genau dann, wenn eine Spalte null ist oder die Spalten z; € R™ paarweise
orthogonal sind.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion. Der Fall n = 1 (und auch der Fall
n = 0) ist klar. Sei also n > 2. Dass Gleichheit gilt, wenn eine Spalte null ist, ist
offensichtlich. Wir konnen also annehmen, dass x; # 0 ist fiir alle j € {1,2,...,n}.
Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren konstruieren wir eine ONB B von R", deren erstes
Element ein skalares Vielfaches von x1 ist; sei P die Matrix, deren Spalten die Vektoren

in B sind. Dann ist ] T
14 _ T1 Y
pia— (Jﬁo A )

mit y = (y2,...,yn) € R"1 Es gilt (beachte P € O(n), damit det(P) = +1)
| det(A)| = |det(P~'A)| = @1 ]| det(A")].
Wir schreiben A’ = (z}|---|z}). Da P~! orthogonal ist, haben die Spalten von P~tA

dieselbe Liinge wie die Spalten von A, also gilt ||z;||* = y? + H:B;HQ Aus der Indukti-
onsvoraussetzung ergibt sich

| det(AN)] < [la5]| -+« ||| < 2]l - 2l -

Daraus folgt die behauptete Ungleichung. In der zweiten Ungleichung oben gilt Gleich-
heit genau dann, wenn y = 0 ist, und das bedeutet gerade, dass ; L x; ist fiir alle
j €42,...,n}. Nach Induktionsvoraussetzung gilt Gleichheit in der ersten Ungleichung
genau dann, wenn ein m; = 0 ist oder alle w; paarweise orthogonal sind. Beide Bedin-
gungen zusammen gelten genau dann, wenn alle x; paarweise orthogonal sind (den Fall
x; = 0 hatten wir ja ausgeschlossen). d

Eine n x n-Matrix A mit Eintrigen +1, fiir die |det(A)] = n™? gilt (das bedeutet
gerade, dass die Spalten (oder Zeilen) paarweise orthogonal sind; dquivalent ist also die
Bedingung A'A = nl,), heit Hadamard-Matriz. Man iiberlegt sich relativ leicht, dass
es solche Matrizen nur fiir n = 1, n = 2 und n = 4m mit m > 1 geben kann. Es ist ein
offenes Problem, ob es fiir alle diese n Hadamard-Matrizen gibt. Da man leicht zeigen
kann, dass das Kronecker-Produkt zweier Hadamard-Matrizen wieder eine Hadamard-
Matrix ist, folgt jedenfalls, dass die Menge der natiirlichen Zahlen n, fiir die es eine
n x n-Hadamard-Matrix gibt, multiplikativ abgeschlossen ist. Zum Beispiel ist

11
w=( )

eine Hadamard-Matrix, also gibt es fiir jedes n = 2*¥ Hadamard-Matrizen. Mit Hilfe von
zahlentheoretischen Konstruktionen erhélt man Hadamard-Matrizen fiir
n=4m=q+1 oder n=8m+4=2(q+1),
wenn ¢ die Potenz einer Primzahl ist (damit bekommt man
n =4,8,12,20,24, 28,32, 36,44, 48, 52,60, 68, 72,76,80,84, ... ;
die weiteren Werte
n = 16,40, 56,64, 88, . ..
bekommt man aus der Multiplikativitét; fiir n = 92 muss man sich schon etwas anderes

iiberlegen). Die bekannten Konstruktionen decken nicht alle Félle ab. Stand Juli 2021
ist n = 668 der kleinste ungeltste Fall.
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28. SYMMETRISCHE UND ALTERNIERENDE POTENZEN

Wir erweitern die Definition von bilinearen Abbildungen auf Abbildungen mit
(moglicherweise) mehr als zwei Argumenten.

28.1. Definition. Seien Vi, V5,...,V, und W K-Vektorrdaume. Eine Abbildung
m: Vi x Vo x - xV, = W heifit (K-)multilinear, wenn sie in jedem Argument
linear ist, d.h., fiir jedes 7 € {1,2,...,n} und fiir alle v; € V; ist die Abbildung

m

Vi — VixVyx..-xV, — W
v (U1, .., V21,0, U541, .., Uy)
linear. Im Fall W = K heifit m eine Multilinearform.
Eine multilineare Abbildung m: V" — W (also mit V; =V, = ... =V, = V)
heifit symmetrisch, wenn fiir alle vy,...,v, € V und alle Permutationen o € 5,
gilt
m(vg(l), Ug(g), Ce ,Uo(n)) = m(vl, Vo, ... ,Un) .

(Es kommt also nicht auf die Reihenfolge der Argumente an.)
Eine multilineare Abbildung m: V" — W heifit alternierend, wenn
m(vy,...,v,) =0
ist, sobald es ¢ # j gibt mit v; = v;. Daraus folgt
M(Vo (1) Vo (2)5 - - -+ Vo(m)) = ()M (v1, V2, ..., Up)
fir alle o € S,,. &
Um Letzteres zu sehen, geniigt es eine Transposition o zu betrachten (denn jede

Permutation ist Produkt von Transpositionen und das Vorzeichen ¢ ist multipli-
kativ). Wenn o zum Beispiel 1 und 2 vertauscht, dann betrachten wir

0 = m(vy 4+ v, v1 + V2, V3, ..., U,) — Mm(V1, 01, U3, ...,0,) — M(Va, V2, V3, ..., 0Uy)
= m(vy, V2, U3, ..., Uy) + m(va, U1, V3, ..., V)
= m(v1, V2,03, ..., Un) + M(Vo(1); Vo(2)s Vo(3)s - - - s Vo(n))
woraus mit (o) = —1
M(Vs(1), Vo(2)s - - - » Vo)) = E(0)m(v1, V2, ..., Up)
folgt.

28.2. Beispiele.
(1) Die Abbildung K[X]* — K[X], (p1,...,Pn) —> D1+ Pn, ist eine symme-
trische K-multilineare Abbildung.

(2) Die Determinante (K™)" — K, (x1,...,x,) — det(xy,...,x,), ist eine
alternierende Multilinearform.

(3) Das Vektorprodukt R? x R? — R3 (z,y) — T x y, ist eine alternierende
bilineare Abbildung. &

Analog zum Tensorprodukt von zwei Vektorrdumen kann man das Tensorprodukt
von n Vektorrdumen definieren.
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28.3. Definition. Seien Vi, V5, ..., V,, K-Vektorrdume. Ein Tensorprodukt von
Vi, Vo, ..., V, ist ein K-Vektorraum V zusammen mit einer multilinearen Abbil-
dung p: Vi x --- x V, = V mit der folgenden universellen Eigenschaft: Fiir jeden
K-Vektorraum W und jede multilineare Abbildung m: Vj x --- x V,, — W gibt es
genau eine lineare Abbildung f: V' — W mit f oy = m. &

Wie iiblich ist dieses Tensorprodukt eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.
Die Existenz sieht man wie folgt:

28.4. Lemma. Ist (V,u) ein Tensorprodukt von Vi, ..., V,, dann ist V ® V, 1
mit der Abbildung (vi, ..., Uy, Uny1) = w(vy, ..., 0,) @ Uyyq ein Tensorprodukt von
Vi, Vit

Beweis. Wir miissen die universelle Eigenschaft nachpriifen. Sei dazu W ein Vek-
torraum und m: Vj x --- x V,, x V,,;1 — W multilinear. Fiir einen zunéchst fest
gewahlten Vektor v, 11 € V41 ist die Abbildung

My, Vixox Vi, — W, (v1,...,0,) —> m(v1, ..., 0, Ung1)

multilinear, also gibt es (weil (V,u) ein Tensorprodukt von Vj,...,V,, ist) eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung f,, ,:V — W mit f, . opu = m,, .
Dann ist die Abbildung b: V' x V,11 = W, (v,vp41) +— [y, (v), bilinear, also gibt
es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung f: V ® V,,;1 — W mit

m(vlv <+ oy Up, Un+1) = My, 4 (U17 s avn) = fvn+1 (M(Ula s 7/071))
= b(u(vl, ey Un), Un+1) = f(,u(vl, CeyUp) ® Un+1) )
Damit ist die universelle Eigenschaft nachgewiesen. d

Induktion iiber die Anzahl n der betrachteten Vektorrdume zeigt dann, dass immer
ein Tensorprodukt existiert.

Man schreibt V; ® Vo ® --- ® V, fiir ,das* Tensorprodukt von Vi, V5, ..., V,, und
v ® -+ ® v, fur p(vy,...,v,). Das Lemma zeigt, dass diese Schreibweise mit der
frither eingefithrten (Weglassen von Klammern bei sukzessiven Tensorprodukten
von je zwei Vektorrdumen) kompatibel ist.

28.5. Definition. Ist n > 1 und V ein K-Vektorraum, dann schreiben wir V®"
fir das Tensorprodukt V@V ®--- @ V; auflerdem setzen wir V0 = K. V&

n Faktoren

heifit die n-te Tensorpotenz von V. &

Wir interessieren uns nun dafiir, durch einen geeigneten Vektorraum die sym-
metrischen bzw. alternierenden multilinearen Abbildungen V™" — W zu klassi-
fizieren, analog dazu, wie das Tensorprodukt beliebige multilineare Abbildungen
klassifiziert. Wegen der Eindeutigkeit von universellen Objekten verwenden wir im
Folgenden den bestimmten Artikel (,,die statt ,eine*).

28.6. Definition. Sei V ein K-Vektorraum und sei n € N. Die n-te symmetri-
sche Potenz von V' ist ein K-Vektorraum S™V zusammen mit einer symmetrischen
multilinearen Abbildung o: V" — S"V (oft o(vy,...,v,) = vy - vy - - - v, geschrie-
ben), sodass die folgende universelle Eigenschaft gilt: Zu jedem K-Vektorraum W
und jeder symmetrischen multilinearen Abbildung s: V™ — W gibt es genau eine

lineare Abbildung f: SV — W mit foo = s. &
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28.7. Definition. Sei V ein K-Vektorraum und sei n € N. Die n-te alternie- DEF

rende Potenz (oder dufere Potenz) von V ist ein K-Vektorraum A"V zusam- alternierende
men mit einer alternierenden multilinearen Abbildung a: V™ — A"V (die meist Potenz
a(vy,...,v,) = v Avg A - A, geschrieben wird), sodass die folgende universelle

Eigenschaft gilt: Zu jedem K-Vektorraum W und jeder alternierenden multilinea-

ren Abbildung a: V™ — W gibt es genau eine lineare Abbildung f: A"V — W

mit foa = a. &

Da es um spezielle multilineare Abbildungen geht, sollten sich S"V und A"V
irgendwie aus der Tensorpotenz V®" konstruieren lassen. Das geht wie folgt:

28.8. Satz. Sei V ein K-Vektorraum und sein € N. Sei U C V" der Unter-
vektorraum, der von allen Elementen der Form

VOV QUn = Ur(1) B Ur(2) @+ @ Ur()

erzeugt wird; dabei sind vy,ve,...,v, € V und 7 € S,. Sei w: V& — Ve /U
der kanonische Epimorphismus und p: V" — V" die kanonische multilineare
Abbildung. Dann ist (S"V,0) = (V" /U, 7 o u) die n-te symmetrische Potenz
von V.

Beweis. Wir {iberlegen uns erst einmal, dass 7 o p tatséchlich eine symmetrische
multilineare Abbildung ist. Die Multilinearitét folgt daraus, dass p multilinear und
7 linear ist. Die Symmetrie sieht man wie folgt: Seien vy,...,v, € V und 7 € .5,,.
Dann ist

(71' o M)(UT(l), o ,UT(n)) = W(Ur(l) ... UT(n))
=T ®...0U,) =T ®...Q U, —Vr(1)) Q... D Vr(n))
€U

=711 ®...Quv,) = (mopu)(vy,...,u,).
Dabei haben wir verwendet, dass 7 auf U verschwindet.

Wir miissen noch die universelle Eigenschaft nachpriifen. Sei also W ein K-Vektor-
raum und sei s: V" — W multilinear und symmetrisch. Aus der universellen
Eigenschaft von V®" folgt, dass es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
©: VO — W gibt mit po pu = s.

Vn

.| \

ven 2w
/1

|

V®n/U
Da s symmetrisch ist, gilt
PU1 @V @ -+ @ Up = Vr(1) ® Vr(2) @ -+~ @ Vr(m))
= S<U1a V2, ... 7Un) - S(UT(l)va(Q)y s ?UT(TL)) =0

fiir alle Erzeuger von U, also ist U C ker(y). Deshalb gibt es eine (dann auch
eindeutig bestimmte) lineare Abbildung f: V®"/U — W mit ¢ = f o, also

fo(mop)=pop=s. Q

Fiir die alternierende Potenz funktioniert das analog.
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28.9. Satz. Sei V ein K-Vektorraum und sei n € N. Sei U C V€ der Unter-

vektorraum, der von allen Elementen der Form
VRV R R Uy, mit v; = v; fiir zwei Indizes © # j
erzeugt wird; dabei sind vi,vy, ..., v, € V. Sei w: VO — V" /U der kanonische

Epimorphismus und p: V" — VO™ die kanonische multilineare Abbildung. Dann
ist (N'V,a) = (VE" /U, 7o u) die n-te alternierende Potenz von V.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 28.8 iiberlegt man sich, dass 7 o p eine alternie-
rende multilineare Abbildung ist.

Wir miissen die universelle Eigenschaft nachpriifen. Sei also " u
W ein K-Vektorraum und sei a: V" — W multilinear und " j
alternierend. Aus der universellen Eigenschaft von V" er- ven ¥ _w
gibt sich, dass es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ad
©: V& — W gibt mit ¢ o = a. Da a alternierend ist, gilt Wl e /f

(V] RUa ® -+ @uy) = a(vy,ve,...,v,) =0 ver/u

fiir alle Erzeuger von U, also ist U C ker(y). Deshalb gibt es eine (dann auch
eindeutig bestimmte) lineare Abbildung f: V¥"/U — W mit ¢ = f o, also

fo(mop)=ypop=a. Q

Als néchstes iiberlegen wir uns, wie eine Basis von S™V bzw. A"V aussieht, wenn
wir eine Basis von V kennen. Als ersten Schritt leiten wir ein Kriterium dafiir her,
wann eine Multilinearform symmetrisch bzw. alternierend ist.

28.10. Lemma. Sei V ein K-Vektorraum und ¢: V" — K eine Multilinearform;
sei weiter B = (by,...,by,) eine Basis von V.
(1) ¢ ist genau dann symmetrisch, wenn fir alle 1 < i; < ... <14, < m und

alle o € S, gilt
¢(big(1>7 bio-(Q)’ cee 7bi0<n)) = ¢(bi17 bi27 s 7bln) .

(2) ¢ ist genau dann alternierend, wenn fir alle 1 < i; < ... < i, < m und
alle 0 € S, gilt

¢(big(1), Diygays -+ s big(n)) =e(0)p(biy, biyy ..., bi)
und auflerdem
¢(bjy, bjy, ..., b;,) =0
1st, wenn zwer der Indizes tibereinstimmen.

Beweis. Dass die Bedingungen notwendig sind, folgt unmittelbar aus den Defi-
nitionen. Es bleibt zu zeigen, dass sie auch hinreichend sind. Es ist erst einmal
klar, dass aus den angegebenen Bedingungen dieselben Aussagen folgen ohne die
Voraussetzung, dass die 7, monoton wachsend sind. Zur Vereinfachung schreiben
wir (v, ...,v,)? fir (voa), .., Vo(n)), Wobei vy, ..., v, € V und o € 5, sind.

(1) Wir miissen zeigen, dass ¢(v?) = ¢(v) gilt fir alle v = (vy,...,v,) € V"
und alle o € S,,. Wir schreiben v; = Z:il Aijbi, dann ist

W) =D > Nirdina e Aiynd(biys biy, b )

11=1142=1 in=1
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Es folgt
o) =33 > Mo Mao@ Ao biy iy, - bi,)
11=11i2=1 in=1
(*) m m m
- Z Z Y Z Ai io(1):0( o<2) o(2) 7 )‘io<n>70(”)¢<bia<1)’ bia@)’ T biaw))
i1=112=1 in=1
(**) m m m
= ..Z)\il’l)\mg. N @i, 1) Vi -+ bi )
11=11=1 in=1

=D DD A Ay i 0,

11=119=1 in=1
= ¢(v).
Bei (%) haben wir die Indizes iy, ..., 14, mittels o vertauscht, was nur einer

Umordnung der Summe entspricht. Bei (x*) haben wir die Faktoren \;,
in die ,richtige“ Reihenfolge gebracht, was ihr Produkt nicht &ndert. Am
Schluss haben wir die Voraussetzung verwendet.

(2) Wir miissen zeigen, dass ¢(v) = 0 ist, wenn in v = (vy,...,v,) zwei Kom-
ponenten {ibereinstimmen. Wir nehmen an, dass v; = v ist (der allgemeine
Fall geht genauso). Wie oben schreiben wir die v; als Linearkombination
der Basis; es gilt dann \;; = Ao = A;. Sei 7 € S, die Transposition, die 1

und 2 vertauscht; es ist £(7) = —1. Damit erhalten wir
=D > D M A Ain@(bis bigs b,
i=lig=1  ip=1
=D Y N s i @01 b, b, b))
i=1ig=1  ip=1 ~
+ Z Z...Z)\il)\b,\igﬁ...,\imn.
1<ii<ig<miz=1  in=1
(ﬁzﬁ N ZS,...,bin)—i—gzﬁ(blz,bzl,bzg,...,bin))
=0
=0 a
SATZ 28.11. Satz. Sei V ein Vektorraum mit Basis B = (by,ba, ..., by).
Basen von
S, N'V (1) S™B = (byy, - biy -+ by, )1<iy<in<...<in<m ISt eine Basis von S™V .

(2) N'B = (biyy ANbiy A=+ ANbi )1<iy<ig<..<in<m ist eine Basis von N'V.

Insbesondere ist

dim SV = (m e 1> und  dm N'V = (m> .

n n

Beweis. Wie in Satz 27.4 sieht man, dass
B = (b;; @ -+ @ b;, i<y, in<m
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eine Basis von V®™ ist. Nach Satz 28.8 bzw. Satz 28.9 sind die kanonischen linearen
Abbildungen
ver — "V bzw. ver — N'V

surjektiv. Da sie die Basis B®™ auf S"B bzw. £/"B U {0} abbilden, bilden S"B
bzw. A'B jedenfalls ein Erzeugendensystem von S™V bzw. A'V. Es bleibt zu
zeigen, dass sie auch linear unabhéngig sind. Dafiir iiberlegen wir uns, dass es zu
jedem Basiselement b eine Linearform ¢, auf S™V bzw. A"V gibt, die auf b den
Wert 1 und auf allen anderen Basiselementen den Wert 0 annimmt. Daraus folgt
die lineare Unabhéngigkeit: Seien namlich A, Skalare mit ), _¢. 5 Apb = 0 (bzw.
> beprs Aob = 0), dann folgt

0= 0y(0) = 6y (3 k) = D" Mdw(b) = Ay

fiir alle ¥’ € S"B (bzw. V' € \'B).

Im Fall ™V seien 1 < iy < ... <14, <m und b € S"B das zugehorige Element.
Wir definieren eine Linearform ¢ auf V®" indem wir die Bilder der Elemente von
B®" festlegen:

¢, @bj, ®---®@b;,) =1, fallses o €S, gibt mit j, = is) fiir alle k

und = 0 sonst. Dann ist (vy,...,v,) — ¢(v1 ® - -+ ® v,) nach Lemma 28.10 eine
symmetrische Multilinearform auf V, induziert also eine Linearform ¢, auf S™V,
die die gewiinschten Eigenschaften hat.

Im Fall A"V seien 1 < iy < ... < i, < mund b € N'B das zugehorige Ele-
ment. Wir definieren wieder eine Linearform ¢ auf V", indem wir die Bilder der
Elemente von B®" festlegen:

P(bj, ®bj, ®---®b;,) =€(0), fallses o e, gibt mit ji =i,y fir alle k

und = 0 sonst. Wieder nach Lemma 28.10 ist (vy,...,v,) — ¢(v; ® - - - ® v,,) eine
alternierende Multilinearform auf V, induziert also eine Linearform ¢, auf A\'V,
die die gewiinschten Eigenschaften hat.

Die Formeln fiir die Dimensionen ergeben sich daraus, dass die Elemente von \'B
genau den n-elementigen Teilmengen der Menge {1,2,...,m} entsprechen, und
aus der Uberlegung, dass die schwach monoton wachsenden Tupel (i1, . .., i,) mit-

tels der Abbildung
(il,...,in) |—>{21,12+1,23+2,,zn+n—1}

genau den n-elementigen Teilmengen von {1,2,...,m +n — 1} entsprechen. Q

Fiir n > dim V ist also A"V = {0}, und A"™ "V ist eindimensional.

28.12. Beispiele. Das Vektorprodukt R? x R® — R?, (z,y) — x X y, ist alter-
nierend und bilinear und induziert deshalb eine lineare Abbildung N'R* — R3,
Diese bildet e; A ey auf e3, e; A e3 auf —e; und e; A ez auf e; ab, ist also ein
[somorphismus.

Die Determinante liefert entsprechend eine lineare Abbildung A"(K™) — K. Dabei
wird der Erzeuger e; A ey A -+ Ae, von N'(K™) auf 1 € K abgebildet (denn
det(I,,) = 1), also ist diese Abbildung ebenfalls ein Isomorphismus. &

Eine wichtige Eigenschaft des alternierenden Produkts v; A --- A v, ist, dass man
damit lineare Unabhéngigkeit testen kann.

BSP
Vektorprodukt
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28.13. Satz. Seien V ein Vektorraum und vy, ...,v, € V. Dann ist (vq,...,vy,)
genau dann linear unabhdingig, wenn vy A --- Av, # 0 in N'V ist.

Beweis. Ist (vy,...,v,) linear abhéingig, dann ist einer der Vektoren eine Linear-
kombination der iibrigen. Sei etwa v, = \jv; + ...+ A\,_1v,_1; dann ist

n—1
'Ul/\"'/\vnfl/\vn:ZAivl/\"'Avnfl/\vi :0,
i=1
da in jedem Summanden im alternierenden Produkt zwei gleiche Argumente ste-
hen. (Das Argument funktioniert fiir jede alternierende multilineare Abbildung.)

Ist (v1,...,v,) linear unabhéngig und ist V' endlich-dimensional, dann kénnen wir
(v1,...,v,) zu einer Basis von V ergénzen; nach Satz 28.11 ist dann vy A - -+ A v,
Element einer Basis von A"V und damit insbesondere nicht null.

Im allgemeinen Fall zeigt diese Uberlegung, dass v1 A -+ A v, # 0 ist in AU mit
U = (v1,...,v,). Dann gibt es eine alternierende Multilinearform ¢ auf U™ mit
d(v1,...,v,) # 0. Sei U’ ein Komplement von U in V und p: V' — U die zugehorige

Projektion; dann ist m: V" Ps Ur % K eine alternierende Multilinearform auf V"
mit m(vy,...,v,) # 0. Daraus folgt v; A - Av, #0in \'V. Q

Lineare Abbildungen V' — W induzieren lineare Abbildungen zwischen den sym-
metrischen und alternierenden Potenzen.

28.14. Lemma. Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f: V — W eine
lineare Abbildung. Fiir jedes n € N gibt es dann eindeutig bestimmte lineare Ab-
bildungen S™f: S™V — S"W und N'f: N'V — N'W mit

(S"f)(or---vn) = f(vr) -+ fva)  bzw. (N F)(i A= Avp) = f(o1) A=A flvg)

fur alle vy, ..., v, € V.

Beweis. Wir beweisen die Aussage iiber A" f, die andere zeigt man analog. Da f
linear ist, ist

VPt — N'W,  (v1,...,05) — for) A A f(vp)
eine alternierende multilineare Abbildung. Die universelle Eigenschaft von A"V

liefert dann die gewiinschte Abbildung A" f und zeigt, dass sie eindeutig bestimmt
ist. a

Wie beim Tensorprodukt gilt dann natiirlich auch S™(go f) = (S™g) o (S™f) und
N(go f)=(Ng)e (N

Als (kronenden?) Abschluss dieses Kapitels zeigen wir, wie man eine Basis-freie
Definition der Determinante bekommen kann.

28.15. Satz. Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n < oco. Fir f € End(V)
gilt dann

N'f = det(f)idyy -

SATZ
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Beweis. Wir erinnern uns daran, dass dim A"V = 1 ist. Also ist jeder Endomor-
phismus von A"V durch Multiplikation mit einem Skalar gegeben. Wir miissen zei-
gen, dass fiir A" f € End(A"V) dieser Skalar \(f) gerade det(f) ist. Sei (b1, ..., b,)
eine Basis von V. Dann ist b; A+ - - Ab, ein von null verschiedenes Element von A"V
(Satz 28.11), also ist A(f) durch

FOO)AAFlby) = (NF)br A Abp) =Af)bi A Aby,.

eindeutig festgelegt. Daran sieht man, dass A(f) linear in jedem f(b;) ist und
verschwindet, wenn f(b;) = f(b;) ist fiir ¢ # j. AuBerdem ist A(idy) = 1. Wenn
man f(b;) iiber die Basisdarstellung mit der j-ten Spalte von Matz( f) identifiziert,
dann sind das gerade die Eigenschaften, die die Determinante charakterisieren
(vergleiche Satz 14.3). Also muss A(f) = det(f) sein. Q

Als Folgerung erhalten wir einen ganz schmerzlosen Beweis der Multiplikativitét
der Determinante.

28.16. Folgerung. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und seien f
und g Endomorphismen von V. Dann gilt det(g o f) = det(g) det(f).

Beweis. Sei dimV =n und 0 # w € A\'V. Es gilt nach Satz 28.15:

det(go flw = (A'(go ) (w) = (A'g) (A" f)(w))
— (A'9) (det(f)w) = det(g) det(f)u.
Aus w # 0 folgt det(g o f) = det(g) det(f). Qa

Die universelle Eigenschaft von A"V besagt, dass der Raum der alternierenden multi-
linearen Abbildungen V" — K kanonisch isomorph zu (A'V)* ist. Im Fall V = R™
kann man 1 A --- A &, € N'R™ als ein Objekt auffassen, dass das von 1,...,x,
im R™ aufgespannte Parallelotop repriisentiert. Eine Linearform in (A\"R™)* weist dann
jedem solchen (orientierten) Parallelotop eine Zahl zu, die man als zum Beispiel im Fall
n = 2 und m = 3 als den darauf entfallenden Durchfluss einer stromenden Fliissigkeit
interpretieren kann (ob man den positiv oder negativ zihlt, hingt von der Orientierung
des Parallelogramms und der Richtung des Flusses ab). Will man zum Beispiel den
Gesamtfluss durch ein Flichenstiick F im R? bestimmen, so muss man den Durchfluss
durch viele kleine Fléchenstiicke zusammenzihlen (und einen geeigneten Grenziiber-
gang durchfiihren). An jedem Punkt @ von R3 braucht man ein ¢, € (A’R3)*, das sagt,
welchen Durchfluss (kleine) Parallelogramme in der Néhe von @ haben sollen. So eine
Zuordnung ¢: & — ¢4 heift eine Differentialform (hier wire es eine 2-Form (n = 2) auf
dem R3). Den Fluss berechnet man, indem man ,,¢ iiber I integriert*.

Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume V' gilt (A"V)* = A*(V*) (Ubung), sodass man
diese beiden Réume identifizieren kann. Die zu (ey,...,e;) duale Basis von (R™)*
schreibt man in diesem Zusammenhang iiblicherweise (dz1,...,dz,,). Eine 2-Form ¢
wie oben hat dann etwa die Gestalt

Pz = f12(:1:) dzi N\ dxo + f13(:13) dzy N dxg + f23(:1:) dro N dxs

mit Funktionen fio, fi3, fo3: R3 — R. Man kann den Vektor (fgg(fl:), —flg(.’B), flg(fl:))
als Geschwindigkeit mal Massendichte der Stromung an der Stelle x interpretieren: Die
ej-Komponente der Stromung macht sich nicht auf den parallel dazu ausgerichteten
Parallelogrammen e; A e2 und e; A e3 bemerkbar, sondern nur auf es A es; deswegen
entspricht sie fas. Das andere Vorzeichen bei fi3 hat mit der Orientierung zu tun: Sind
x1, o und der ,Flussvektor® y in dieser Reihenfolge positiv orientiert, dann soll der
Fluss positiv sein (und zwar soll gerade det(x1, €2, y) herauskommen).
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FEine 3-Form

Nz = g(x) dry Adxg A dxs
liefert eine Massen- oder Ladungsdichte. Zum Beispiel erhélt man (fiir g = 1) als Integral
von dz1 A dxo A dxs iiber eine Teilmenge A C R? gerade das Volumen von A. Niheres
dazu gibt es in der Vektoranalysis.



