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1. EINFUHRUNG

In diesem Einfiihrungskapitel mochte ich — gewissermafen als Appetithappen —
in groben Ziigen erkldren, wie man elliptische Kurven zur Faktorisierung grofser
Zahlen verwenden kann. Die Einzelheiten werden im Verlauf der Vorlesung aus-
fithrlich erlautert werden.

Fiir die Zwecke dieser Einfithrung sei eine elliptische Kurve E einfach eine Glei-
chung

(1.1) E:y*=2+az+b

in den Variablen z und y mit Koeffizienten a und b aus einem Korper K (der
Charakteristik # 2), wobei wir noch verlangen, dass 4a® + 27b* # 0 ist, sonst
ist die Kurve nicht ,glatt“. Dann kénnen wir die Menge der K -rationalen Punkte
von F, geschrieben E(K), definieren als die Menge der Losungen (£,7) € K x K
der Gleichung (1.1). Es gibt gute Griinde (die bald erklért werden), zu dieser
Menge noch einen Punkt O ,im Unendlichen* hinzuzunehmen. Wir setzen also

E(K)={(neKxK|npy=&+al+b}U{O}.

Was hat man davon? Einmal davon abgesehen, dass algebraische Kurven wie E an
sich ein interessantes Studienobjekt darstellen, ist das Besondere an elliptischen
Kurven, dass ihre (rationalen) Punkte in natiirlicher Weise eine abelsche Gruppe
bilden. Diese Gruppenstruktur ldsst sich geometrisch kurz und pragnant definie-
ren: O ist das Nullelement, und die Summe dreier Punkte, die auf einer Geraden
liegen, ist O. Man muss dabei nur darauf achten, dass man die Schnittpunkte
von Gerade und Kurve mit der richtigen Vielfachheit zahlt (Tangente in einem
Punkt ergibt Vielfachheit 2, eine Wendetangente sogar 3) und dass man im Falle
einer senkrechten Geraden O als dritten Schnittpunkt interpretieren muss. Dies
ergibt sich ganz natiirlich, wenn man E als projektive Kurve betrachtet. Aus der
geometrischen Interpretation bekommt man schnell folgende Formeln.

—(&n) = (& -n)
(Em) + (Lo,me) = (&,m3)  mit =X =& —&, m=-Xs—p,

wobel

2 — T
6 — & falls & # &

3 2
S0 Rl & = & und £
T

und g = 1 — A& ist; dabei ist y = Ax + p die Gleichung der Geraden durch die
beiden Punkte, bzw. der Tangente.

Diese Formeln sehen auf den ersten Blick kompliziert aus, zeigen aber ganz klar,
dass man in dieser Gruppe problemlos rechnen kann. (Die Assoziativitat der Ad-
dition mit diesen Formeln nachzurechnen ist iibrigens eine undankbare Aufgabe.
Es gibt bessere Moglichkeiten.)

1.1. Beispiel. Als Beispiel betrachten wir die Kurve BSP
a2 3 Addition
E:y =x"—43x + 166. von Punkten
Sie hat den rationalen Punkt P = (3,8) € F(Q). Wir berechnen
2.P=(-5-16), 3-P=P+2-P=(11,-32), 4-P=(11,32)=—3-P.
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Also ist 7- P = O. (Tatséchlich ist hier F(Q) = Z/7Z, erzeugt von P. Im Allge-
meinen braucht F(Q) nicht endlich zu sein, ist aber immer endlich erzeugt (Satz
von Mordell). Spéter in der Vorlesung werden wir elliptische Kurven iiber Q aus-
fithrlicher behandeln.) &

Wie kann man diese Eigenschaft nun fiir die Faktorisierung nutzbar machen? Dazu
miissen wir zunéchst den Fall betrachten, dass der Grundkérper K ein endlicher
Kérper I, ist. In diesem Fall ist die Gruppe E(K) natiirlich ebenfalls endlich.
Man weifs sogar ziemlich genau, wie grof sie ist: Es gilt #E(F,) = p+ 1 — ¢ mit
t| < 2,/p. (Fiir jedes € I, gibt es durchschnittlich ein € F), das die Gleichung
16st. Zusammen mit O ergibt das den Term p + 1. Die Aussage gibt also eine
genaue Schranke fiir die Abweichung von diesem durchschnittlichen Verhalten.)

1.2. Beispiel. Wir haben folgende Tabelle fiir die Grofen #EE(Fa3), wo wir fiir
a € Fo3 die Kurven EE: y? = 23 + 2 + a betrachten. (Ein Strich steht fiir eine
singulére Kurve.)

all O]1]2|3 45,6789 [10]11

H#ET (242824 ]27(29(22]21|18[28|20|32]33
#E 124 — 1303031 18|22(28|21|32|23|25

a| 1213141516 | 17|18 19|20 |21 |22

H#HET | 1516 2820|300 |27]26|19|21]24]20
#E (123251162720 |26|30|17|18|18| —

Dazu kommen noch die beiden Kurven 3? = 23 & 1 mit jeweils 24 Punkten. Man
kann zeigen, dass in dieser Liste jede elliptische Kurve iiber Fo3 genau einmal ,bis
auf Isomorphie* vorkommt.

Hier ist |t| < |2v/23] = 9, und wir haben folgende Verteilung:
t|-9|-8|-7|-6|-5|-4|-3|-2|-1[0]|1(2[3[4|5|6|7|8]|9
11271141432 2(6(2(2(3|4]1(4]1]2|1

Man sieht, dass alle Moglichkeiten vorkommen, und dass die Verteilung einiger-
mafen gleichméfig ist. &

Es ist kein Zufall, dass die Tabelle der Haufigkeiten der ¢t-Werte im Beispiel oben sym-
metrisch zu null ist. Wir nehmen an, dass p ungerade ist, Sei d € F kein Quadrat. Dann
induziert die Abbildung

E:y?=234ax+b +— FE:y?=23+d%ax+d°
eine Involution auf der Menge der Isomorphieklassen von elliptischen Kurven iiber Fp,
und es gilt
#E[F,)=p+1—t = #FE'F,)=p+1+t.
Es folgt, dass die Anzahl der Isomorphieklassen mit ¢ = ¢ dieselbe ist wie die Anzahl der
Isomorphieklassen mit t = —c.

Wie kann man nun elliptische Kurven zum Faktorisieren benutzen? Dazu betrach-
ten wir erst einmal eine andere Methode, die den Ansatz mit elliptischen Kurven
inspiriert hat. Das ist die ,,(p — 1)-Methode von Pollard®.

Sei N eine (groke) zusammengesetzte Zahl, die keine Primzahlpotenz ist (bei-
de FEigenschaften lassen sich recht leicht nachweisen, ohne dass man dafiir ei-
ne Faktorisierung von N finden muss). Wir wollen einen echten Teiler d # 1
von N finden. Dazu wihlen wir zufillig eine Zahl a € {2,...,N — 1}. Falls

BSP
#E ()
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d = ggT(a, N) > 1 ist, dann ist d ein echter Teiler von N, und wir sind schon
fertig. Anderenfalls ist @ modulo N invertierbar. Wir wéhlen noch eine Zahl L
und setzen B = kgV(1,2,..., L). Dann berechnen wir d = ggT(a” — 1, N). Dazu
berechnet man am besten b = a® mod N durch sukzessives Quadrieren und dann
d = ggT(b—1,N). Der Aufwand dafiir ist etwa (log B)(log N)? (oder sogar nur
(log B)(log N)(loglog N)(logloglog N)), und es gilt log B ~ L. Wenn 1 < d < N
ist, dann haben wir den gesuchten Faktor gefunden.

Wann koénnen wir damit rechnen, einen Faktor zu finden? Das wird wahrscheinlich
dann passieren, wenn N Primteiler p und ¢ hat, sodass p — 1 ein Teiler von B ist
(das bedeutet, dass jede Primzahlpotenz, die p—1 teilt, < L sein muss), aber ¢— 1
nicht. Dann ist a® —1 durch p teilbar, denn a?~' = 1 mod p. Auf der anderen Seite
ist a® — 1 sehr wahrscheinlich nicht durch ¢ teilbar, denn sonst miisste a eine kte
Potenz mod ¢ sein mit &k = (¢ — 1)/ ggT(B,q — 1) > 2. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir ist etwa 1/k. Wenn wir also mehrere Werte von a versuchen, werden wir
ziemlich sicher einen erwischen, fiir den das Verfahren funktioniert. Wir konnen
also erwarten, dass d = ggT(a® — 1, N) durch p, aber nicht durch ¢ teilbar ist;
damit ist d ein nichttrivialer Teiler von .

In der Praxis wird man eine Folge von Werten von B verwenden, die man durch
sukzessive Multiplikation

2:-3-2-5-7-2-3-11-13-2-17-19-5-3-29-31----
erhélt; die Folge der Faktoren kommt dabei aus der Folge der Primzahlpotenzen
2,3,2% 5,7, 2% 3% 11, 13, 2%, 17, 19, 5%, 33, 29, 31, ...

Das Problem bei dieser Methode ist, dass sie nur funktioniert, wenn N Primteiler
mit den richtigen Eigenschaften hat.

Hier kommen nun elliptische Kurven ins Spiel. Hendrik Lenstra hatte die Idee,
die multiplikative Gruppe, die wir eben verwendet haben, durch die Gruppe der
Punkte auf einer elliptischen Kurve tiber Z/NZ zu ersetzen. Man hat dann eine
recht grofle Auswahl an Gruppen zur Verfiigung und kann hoffen, bald eine zu
erwischen, fiir die die Ordnung iiber F, im obigen Sinne , L-glatt” ist, aber die
iiber F, nicht. Wir wahlen also zufillig eine elliptische Kurve £ mit Koeffizienten
a,b € Z/NZ zusammen mit einem Punkt P = (£,n) auf E (mit &,n € Z/NZ).
Man kann zum Beispiel a zufallig wahlen und

E:y*=2+azx —a, P=(1,1)

setzen. Wir konnen £ und P auch mit Koeffizienten in I, betrachten; dann schrei-
ben wir E und P. Es gilt dann (p+1 —t)- P = O, wenn #E(F,) = p+ 1 — t ist.
Analog zu eben multiplizieren wir P mit B = kgV(1,2,...,L). Wenn p+ 1 —t ein
Teiler von B ist, dann gilt B - P = O. Normalerweise wird aber nicht gelten, dass
B - P = 0 ist. Das fiihrt dann dazu, dass wihrend der Rechnung eine Division in
7./ NZ auszufiihren ist durch ein Element, das nicht 0, aber auch nicht invertierbar
ist. Die dabei stattfindende ggT-Berechnung liefert uns einen nichttrivialen Teiler
von N (iiblicherweise ist das p).

Damit das Verfahren in der Praxis funktioniert, muss man eine gute Chance haben,
B nicht zu grofs zu wahlen, sodass m = #E(Fp) ein Teiler von B ist. Tatsach-
lich kann man zeigen, dass man bei optimaler Wahl von L und damit B einen
Algorithmus erhélt, dessen (erwartete) Laufzeit etwa durch

C'e(V2+o(p))/ (logp)(loglog p)

H.W. Lenstra
(*¥1949)
Foto (©) MFO
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beschrankt ist — der Algorithmus ist subexponentiell. Dabei ist p der kleinste
Primteiler von N, und o(p) steht fiir eine Funktion von p, die fiir p — oo gegen
null geht.

1.3. Beispiel. Als Baby-Beispiel wollen wir die Zahl N = 851 faktorisieren. Wir BSP
nehmen als Kurve E: y* = 2° + 92 — 9 {iber Z/851Z mit dem Punkt P = (1,1). Faktorisierung
Um B - P zu berechnen, berechnen wir der Reihe nach Py = P, P, = 2 - Py,
P,=3-P,P=2-P, P, =5-P; und so weiter. Auf diese Weise sammelt

man gerade die kleinsten gemeinsamen Vielfachen der ersten natiirlichen Zahlen

an. Nun zur eigentlichen Rechnung.

(1) P1:2'P02
Wir haben A = 6, u = 846, also P, = (34,652).
(2) P2:3'P12

Zunéchst Q = 2 - P;. Wir haben A\ = 374, u = 701, also @) = (244,802). Jetzt
Py = P, + Q. Wir haben \ = 487, i = 263 und damit P, = (313, 486).

(3) P3:2'P22
A =502, p =795, also P; = (333, 537).
(4) P4:5'P32

Zunéchst Q1 = 2+ P3: A = 305, u = 241 und Q; = (451, 66).

Dann Qs =2 - Q1: A =832, u = 125 und @5 = (310, 659).

Schlieklich Py = P3 + Q5. Der Nenner des Ausdrucks fiir A ergibt sich zu 23,
was nicht invertierbar ist. Also ist 23 = ggT (851, 23) ein nicht-trivialer Teiler,
und wir haben die Faktorisierung 851 = 23 - 37 gefunden.

Der Hintergrund ist, dass in F(FFy3) der Punkt P die Ordnung 10 hat, also ist dort
P, = O. Demgegentiber hat P in F(F3;) die Ordnung 29, und damit ist P, dort
nicht der Punkt O. L )
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2. AFFINE EBENE KURVEN

Elliptische Kurven sind spezielle ebene algebraische Kurven. Deswegen miissen wir
uns erst einmal ein wenig mit diesen vertraut machen, auch wenn damit zunéchst
eine Haufung von neuen Begriffen verbunden ist. Allerdings kénnen wir aus Zeit-
griinden nicht wirklich substantiell in die Algebraische Geometrie einsteigen, die
fiir die allgemeine Behandlung derartiger Objekte zustandig ist.

Naiv gesprochen, beschreibt eine affine ebene Kurve die Menge der Punkte der
Ebene, deren Koordinaten eine Polynomgleichung in zwei Variablen losen. Um
diese Vorstellung zu formalisieren, miissen wir erst einmal die Ebene, in der sich
alles abspielt, beschreiben.

Hier und im Folgenden sei K ein (beliebiger) Korper; wir fixieren einen algebrai-
schen Abschluss K. Dieser Kérper K ist unser Grundkérper; aus ihm kommen die
Koeffizienten der Gleichungen und (meistens) die Koordinaten der Punkte, die wir
betrachten.

2.1. Definition. Die affine Ebene A% {iber K hat folgende Eigenschaften.

(1) Fiir jeden Erweiterungskorper L D K ist die Menge der L-rationalen Punkte
von A% gegeben durch

A(L)={(En) l&nel=LxL.

(2) Eine regulire Funktion auf A% ist gegeben durch ein Polynom f € Klz,y].
Fiir jeden Erweiterungskorper L O K definiert f (durch Einsetzen der Koor-
dinaten) eine Funktion

foi AL (L) — L,  (&n)— f(&n).

Die Funktion fz bestimmt dabei f eindeutig.

Der Ring der regulédren Funktionen K|[z,y] auf A% heift auch der affine Ko-
ordinatenring von A% und wird mit K[AZ%] bezeichnet.

(3) Eine rationale Funktion auf A% ist gegeben durch ein Element f = g/h €
K(x,y). Dabei ist K(x,y) der Quotientenkorper von K|z, y].

f heikt reguldr im Punkt P = (§,n) € A% (L), wenn h(£,n) # 0 ist. f definiert
dann fiir jedes L D K eine Funktion

fr:{P € A% (L) | f reguldr in P} — L.
Es gilt wieder, dass f durch fz eindeutig bestimmt ist.

Die reguldren Funktionen sind dann gerade die rationalen Funktionen, die
iiberall (d.h. auf A% (L) fiir alle L) regulir sind.

Der Korper K (z,y) der rationalen Funktionen auf A% wird auch der Funktio-
nenkdrper von A% genannt und mit K (A% ) bezeichnet. O

Diese Definition ist operational, d.h. sie sagt nicht so sehr, was A% _ist“, sondern
eher, was man damit macht. Wer sich damit nicht so wohl fiihlt, kann sich in erster
Néherung vorstellen, dass die affine Ebene die Zuordnung L +— L x L ,ist“, die
einem Erweiterungskérper L von K die Menge der L-rationalen Punkte zuord-
net. Allerdings gehoren die regulédren und rationalen Funktionen wesentlich mit
zum Bild (wie die differenzierbaren, holomorphen oder meromorphen Funktionen
in der Analysis). Wenn man es ganz richtig macht (in der modernen Algebrai-
schen Geometrie), dann definiert man die Objekte wie A% als ,geringte Riume",
die beide Strukturen beinhalten. (In der klassischen Algebraischen Geometrie ist

DEF
affine Ebene
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der Grundkorper K algebraisch abgeschlossen (oder sogar C); dann kommt man
einigermafsen zurecht, wenn man ein Objekt wie die affine Ebene mit der Menge
seiner (K-rationalen) Punkte identifiziert. Uber einem beliebigen K ist das nicht
mehr sinnvoll.)

2.2. Bemerkung. Voéllig analog definiert man A, den n-dimensionalen affinen
Raum iber K. 'y

2.3. Definition. Eine affine ebene Kurve C iiber K ist gegeben durch ein nicht
konstantes Polynom f € K{z,y|. Wir schreiben C': f(z,y) = 0.

(1) Fiir jeden Erweiterungskorper L O K ist die Menge der L-rationalen Punkte
von C' gegeben durch

C(L) ={P e AL(L) | fr(P) =0} ={(&m) € L x L| f(&n) =0}.

(2) Eine regulire Funktion auf C ist eine Aquivalenzklasse von Polynomen aus
K[z, y], wobei zwei Polynome #quivalent heifen, wenn ihre Differenz durch f
teilbar ist. Ist ¢ ein Représentant einer solchen Aquivalenzklasse, dann haben
wir Funktionen

gr: C(L) 3 (§m) = g(§m) € L,
die nur von der Klasse abhéngen (denn f;, = 0 auf C).
Die regulédren Funktionen auf C' bilden einen Ring, den affinen Koordinaten-
ring K[C]. Er ist isomorph zu Kz, y|]/K|z,y] - f.

(3) Eine rationale Funktion auf C ist eine Aquivalenzklasse von rationalen Funk-
tionen g/h € K(x,y), sodass f und h keinen nicht-konstanten gemeinsamen
Teiler haben. Dabei sind g;/h; und g,/hy dquivalent, wenn f ein Teiler von
grha — g2hy ist.

Eine rationale Funktion ¢ heift reguldr in P € C(L), wenn es einen Repré-
sentanten g/h gibt mit hy(P) # 0. Wir haben dann fiir jedes L eine Funktion

9.(P)
hi(P)

¢r: {P € C(L) | g/h regular in P} — L, P+—

(4) C heifst irreduzibel, wenn f irreduzibel ist. C' heikt geometrisch irreduzibel,
wenn f absolut irreduzibel (d.h. irreduzibel in Kz, y]) ist.

Wenn C' irreduzibel ist, dann ist K[z, y|- f ein Primideal, also ist der Koordi-
natenring K [C] ein Integritétsbereich. Die rationalen Funktionen auf C' bilden
dann gerade den Quotientenkérper von K[C], den Funktionenkdrper K(C')
von C. &

Die Bedingung mit dem gemeinsamen Teiler in der Definition der rationalen Funk-
tionen auf C' sichert, dass so eine Funktion in allen Punkten von C' mit Ausnahme
von endlich vielen regulér ist.

2.4. Beispiele.

(1) Als ein triviales Beispiel betrachten wir die ,x-Achse* C': y = 0. Es ist also
f =y, und die rationalen Punkte sind C(L) = L x {0}. Fiir den Koordinaten-
ring haben wir K[C] = K|z, y]/K|z,y] -y = K[z, und der Funktionenkoérper
ist K(C) = K(x).

BEM
n-dim.
affiner Raum

DEF
affine
ebene Kurve

BSP
affine
ebene Kurven
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Ein weniger triviales Beispiel ist der ,Finheitskreis* C': 2% + y*> = 1 (also
f =2%*+y*—1). Wir setzen voraus, dass die Charakteristik von K nicht 2 ist.
Fiir jedes L haben wir die vier rationalen Punkte (0,£1) und (+£1,0), aber
normalerweise natiirlich noch mehr. Man kann zeigen, dass

(L) = {(i l;tz) [te P #-1}u{0-1)

W12 1442 ’ ’
ist; siche Ubungen.
Als Beispiel einer rationalen Funktion betrachten wir g = nyl Wo ist g re-
guldr? Zunéachst sicher da, wo die x-Koordinate nicht verschwindet, also in
allen Punkten aufer (0,£1). Wie verhélt es sich in diesen beiden Punkten? In
(0, —1) verschwindet der Nenner, aber der Zéhler hat den Wert —2, woraus
man schliefen kann, dass die Funktion dort nicht reguldr ist (sonst miisste
y—1= xy%l dort den Wert 0 haben). In (0,1) andererseits verschwinden
Zéhler und Nenner. Hier kann man umformen:
y-1_w-DHly+1) »y-1 -2 = oz

T z(y +1) x(y+1) =x(y+1) y+1’
und der andere Représentant ist in (0, 1) definiert (und hat den Wert 0). Also
ist (0, —1) der einzige Punkt, in dem ¢ nicht regulér ist.

Jede Kurve C': y? = 23+ ax +b ist geometrisch irreduzibel. Denn jede Faktori-
sierung von f = y* —z® —azx — b miisste die Form (y —hy(x))(y — ho(z)) haben,
woraus sich hy = —hy und 23 +azx+b = hy(z)? ergibt. Letzteres ist unmdglich,
da der Grad der linken Seite 3, der rechten Seite aber gerade ist. )
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3. PROJEKTIVE EBENE KURVEN

Die affine Ebene und affine ebene Kurven sind zwar relativ anschaulich (jedenfalls
wenn K = R oder in R enthalten ist), haben aber gewisse Nachteile. Wenn wir
K = C nehmen (in diesem Fall gibt es starke Parallelen zur komplexen Analysis),
dann sehen wir an Beispielen, dass die beschriebenen Punktmengen C? oder C/(C)
nicht kompakt sind. Das bedeutet, dass sie in einem gewissen Sinn ,offen” sind,
dass ihnen ,etwas fehlt“. Man kann das in vielen Féllen auch schon am reellen
Bild sehen, zum Beispiel bei einer Geraden, einer Parabel oder einer Hyperbel
(bei einer Ellipse macht es sich erst iiber C bemerkbar).

Eine Auswirkung dieser Unvollkommenheit sind die Ausnahmen und Sonderfélle,
die man beachten muss. Beispielsweise schneiden sich zwei verschiedene Geraden
stets in genau einem Punkt — aufser sie sind parallel. Um diese lastige Ausnahme
zu beseitigen, fiigt man der affinen Ebene Punkte hinzu. Und zwar gehort zu jeder
Schar paralleler Geraden (also jeder ,Richtung®) ein neuer Punkt, der auf allen
diesen Geraden liegt. Alle diese neuen Punkte gemeinsam bilden ihrerseits eine
Gerade, die sogenannte unendlich ferne Gerade. Dann gilt ohne jede Ausnahme,
dass sich je zwei verschiedene Geraden in genau einem Punkt treffen und dass
durch je zwei verschiedene Punkte genau eine Gerade geht.

Wir werden jetzt diese projektive Ebene formal als Objekt der algebraischen Geo-
metrie definieren, wobei die Definition symmetrischer ist als das eben angedeutete
Vorgehen. In der Tat ist die Auszeichnung einer Geraden als ,die* unendlich ferne
vollig willkiirlich.

3.1. Definition. Die projektive Ebene P2 iiber K hat folgende Eigenschaften.

(1) Zu jedem Erweiterungskorper L O K ist die Menge der L-rationalen Punkte
von P2 gegeben durch

Pi(L) ={(&mn.¢) € L* | (&n,¢) #(0,0,0)}/ ~r,

wobei die Aquivalenzrelation ~; gegeben ist durch

(&m, Q) ~L (&7, () <= INe L =7 =, =X

Die Koordinaten sind also nur bis auf Skalierung bestimmt.
Der durch (£, n, ) représentierte Punkt wird auch (£ : 7 : ¢) geschrieben.

Nach dieser Definition kann man die Punkte der projektiven Ebene auch als
die Ursprungsgeraden im dreidimensionalen affinen Raum auffassen. Die affine
Ebene findet man wieder, wenn man sie mit der Ebene z = 1 identifiziert —
die Ursprungsgeraden, die nicht in der xy-Ebene liegen, durchstofen diese
Ebene in einem eindeutig bestimmten Punkt, wodurch wir die Einbettung
von A% in P% bekommen. Die iibrigen Geraden entsprechen den unendlich
fernen Punkten, entsprechend ihrer Richtung in der zy-Ebene. In Formeln
haben wir fiir die Einbettung:

A% (L)3 (&)= (E:n:1) e P(L);

die Umkehrung ist definiert fiir die Punkte, deren Z-Koordinate nicht ver-
schwindet (das héngt nicht von der Skalierung ab), und ist gegeben durch
(& :m:¢) — (£/¢,n/C). Die iibrigen Punkte sind gerade die L-rationalen
Punkte der ,unendlich fernen“ Geraden Z = 0 (siche unten).

DEF
projektive
Ebene
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(2) Zur Erinnerung: Ein Polynom f € K[X,Y, Z] heift homogen vom Grad d,
wenn es die Form
f= Y auXvz
r+stt=d
hat.
Eine rationale Funktion auf P2 ist gegeben durch ein Element f/g € K(X,Y, Z),
wo f und g homogene Polynome vom selben Grad sind.

f/g heikt requlir in P = (£ : n : ¢) € P%(L), wenn g(&,n,() # 0 ist (da
g homogen ist, héngt diese Bedingung nicht von der Skalierung ab!). Wir
erhalten Funktionen

(f/g)L: {P € P3(L) | f/g reguldr in P} > (¢ :7n:() — f(€,n,0) c L.
9(&n.¢)
Beachte: dies ist wohldefiniert, weil f und g beide homogen vom selben Grad
sind. o

Man beachte, dass es keine (nicht-konstanten) reguléren Funktionen auf der pro-
jektiven Ebene gibt — ein Polynom liefert keine wohldefinierte Funktion (aufser
es ist konstant), und ein Quotient f/g hat immer Punkte in P?(K), in denen g
verschwindet.

3.2. Bemerkung. Man kann wieder auf analoge Weise den n-dimensionalen

projektiven Raum P diber K definieren. P}, heifit auch die projektive Gerade
uber K. ®

Projektive ebene Kurven werden im Wesentlichen analog zu den affinen ebenen
Kurven definiert. Wir miissen nur aufpassen, dass unsere Polynomgleichung eine
wohldefinierte Bedingung liefert. Dies wird dadurch erreicht, dass wir homogene
Polynome verwenden.

3.3. Definition. Eine projektive ebene Kurve C' vom Grad d iiber K ist gege-
ben durch ein homogenes Polynom 0 # f € K[X,Y, Z] vom Grad d > 1. (Wir
schreiben C: f(X,Y,Z) =0.)

(1) Fiir einen Erweiterungskorper L D K ist die Menge der L-rationalen Punkte
von C' gegeben durch

C(L) ={(§:n: Q) € PR(L) | f(&m.¢) =0}

(2) Eine rationale Funktion auf C ist eine Aquivalenzklasse rationaler Funktionen
auf P%, deren Nenner mit f keinen nicht-konstanten gemeinsamen Teiler hat.
Dabei heifen g;/hy und go/hs dquivalent, wenn f | gihs — goh;.

Eine rationale Funktion ¢ ist reguldr in P € C(L), wenn sie einen Représen-
tanten g/h hat, sodass h in P nicht verschwindet. Wir haben dann wieder
Funktionen

¢r: {P € C(L) | g/h reguldr in P} — L.

(3) C heifst irreduzibel, wenn f irreduzibel (in K[X,Y, Z]) ist. C heifst geometrisch
irreduzibel, wenn f absolut irreduzibel ist.

Ist C' irreduzibel, dann bilden die rationalen Funktionen auf C' wiederum einen
Korper, den Funktionenkorper K(C') von C. O

BEM
n-dim. proj.
Raum

DEF
projektive
ebene Kurve
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Es ist nun ganz einfach, zwischen ,affin“ und ,projektiv* hin- und herzuwechseln.

Sei also zunéchst C': f(z,y) = 0 eine affine Kurve und d der Gesamtgrad des
Polynoms f. Dann ist F(X,Y,Z) = Z4f(X/Z,Y/Z) ein homogenes Polynom vom
Grad d (das aus f entsteht, indem wir z durch X und y durch Y ersetzen und dann
zu jedem Monom eine Potenz von Z hinzumultiplizieren, sodass der Gesamtgrad
gerade d wird). Die projektive Kurve C: F(X,Y, Z) = 0 heifit dann der projektive
Abschluss von C; die ,neu hinzugekommenen* Punkte in C(L) \ C(L) (das sind

die mit Z-Koordinate null) heifen Punkte im Unendlichen von C oder C.

Ist umgekehrt C': F(X,Y,Z) = 0 eine projektive Kurve vom Grad d, dann ist
f(z,y) = F(x,y,1) ein Polynom vom Grad hochstens d, und die affine Kurve
C": f(x,y) = 0 ist ein affiner Teil von C' (andere affine Teile bekommt man,
indem man X oder Y gleich 1 setzt). Falls F' = aZ¢ ist, ist allerdings f = a
konstant und definiert keine affine Kurve. In diesem Fall hat C' nur Punkte auf
der unendlich fernen Geraden.

Diese Operationen sind im Wesentlichen invers zueinander: Der affine Teil des
projektiven Abschlusses der affinen Kurve C ist wieder C. Umgekehrt gilt, dass
der projektive Abschluss des affinen Teils einer projektiven Kurve C' wieder C' ist,
falls das definierende Polynom F' nicht durch Z teilbar ist.

3.4. Beispiele.

(1) Der projektive Abschluss einer affinen Geraden ax + by = ¢ ist die projektive
Gerade aX + bY — ¢Z = 0. Sie hat genau einen Punkt (—b: a : 0) im Unend-
lichen. Alle projektiven Geraden erhélt man auf diese Weise, mit Ausnahme
der ,unendlich fernen* Geraden Z = 0 (die nur aus Punkten im Unendlichen
besteht).

(2) Der projektive Abschluss des Einheitskreises 2 +y* = 1 ist X?+Y?—Z2 = 0.
Er hat die beiden L-rationalen Punkte im Unendlichen (1 : £i : 0), falls
—1 =4? in L ein Quadrat ist (und char(L) # 2, sonst ist es der eine Punkt
(1:1:0)). Allgemeiner gilt, dass alle Kreise (z —a)? + (y — b)? = r? dieselben
zwei Punkte im Unendlichen haben.

(3) Der projektive Abschluss der affinen Kurve y? = 23 + ax + b ist
Y?Z - X?—aXZ?-0Z° =0.
Er hat genau den einen (stets rationalen) Punkt (0 : 1 : 0) im Unendlichen. &

BSP
projektiver
Abschluss
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4. SCHNITTE VON KURVEN MIT GERADEN

Wir wollen in diesem Abschnitt beweisen, dass sich eine projektive Gerade und eine
projektive Kurve vom Grad d stets in genau d Punkten schneiden. Wir brauchen
dieses Resultat fiir die Definition der Gruppenstruktur auf einer elliptischen Kur-
ve. Damit die Aussage stimmt, miissen die Schnittpunkte aber mit der richtigen
Vielfachheit gezdhlt werden. Deswegen miissen wir erst einmal diese Vielfachheit
definieren.

Im Folgenden ist K stets unser Grundkorper und L eine Korpererweiterung von K.

4.1. Definition. Sei P = (£ : n: () € P%(L) ein Punkt, G: aX +bY +c¢Z =0
eine projektive Gerade tiber K und C': F(X,Y, Z) = 0 eine projektive Kurve iiber
K. Wir setzen voraus, dass aX + bY + c¢Z kein Teiler von F' ist (anderenfalls ist
G in C enthalten). Wir definieren i(G, C; P), die Vielfachheit des Schnittpunkts P
von G und C' wie folgt.

Im Fall P ¢ C(L) N G(L) (wenn also P kein Schnittpunkt von C und G ist)
setzen wir i(G, C; P) = 0. Anderenfalls 16sen wir die Gleichung von G nach einer
der Variablen auf, z.B. Z = —¢X — 2V (falls ¢ # 0 ist), und setzen diesen Aus-
druck in F' ein. Wir erhalten ein homogenes Polynom H in zwei Variablen, das
durch (£Y — nX) teilbar ist (wenn wir Z eliminiert haben, sonst (£Z — (X)) bzw.
(nZ — ¢Y)). Die Vielfachheit dieses Faktors in H ist dann i(G, C; P). &

Die Definition héngt natiirlich nicht davon ab, welche Variable wir eliminieren
(Ubung).

4.2. Beispiel. Wir betrachten diec Kurve C: Y27 — X3 + XZ? = 0. Fiir die
Gerade Y = 0 ergibt sich H = —X?+ X 72 = X (X + Z)(—X + Z); wir haben also
jeweils Vielfachheit 1 in den Schnittpunkten (0:0:1), (=1:0:1) und (1:0:1).
Bei der Geraden X — Z = 0 haben wir folgendes Bild. Wir eliminieren Z und
bekommen H = XY?, also hat der Schnittpunkt (1 : 0 : 1) die Vielfachheit 2.

(Tatséchlich ist die Gerade in diesem Punkt die Tangente an die Kurve.) Der
andere Schnittpunkt (0 : 1 :0) hat dagegen Vielfachheit 1.

Schlieklich betrachten wir noch die Gerade Z = 0. In diesem Fall haben wir
H = — X3, also sogar einen Schnittpunkt der Vielfachheit 3 bei (0 : 1 :0). (Hier
ist die Gerade die Wendetangente.) &

Aus dem Beispiel ldasst sich schon ablesen, dass und warum der folgende Satz
richtig ist.

4.3. Satz. Sei C: F(X,Y,Z) =0 eine projektive Kurve vom Grad d iber K, und
sei G: aX +bY +cZ = 0 eine projektive Gerade iiber K, die nicht in C' enthalten
1st. Dann gilt

> i(G.C;P)=d.
PeC(K)NG(K)
Gilt fiir einen Erweiterungskorper L D K
>, iG.CPy=d-1,
PeC(L)NG(L)

so gilt bereits

Y WG, P)=d.

PeC(L)NG(L)

DEF
Schnitt-
vielfachheit

BSP
Vielfachheit
von
Schnittpunkten

SATZ
Satz von
Bézout

(Spezialfall)
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Die letzte Aussage bedeutet, dass der letzte Schnittpunkt auch L-rational ist, wenn
das fiir alle iibrigen gilt.

Beweis. Sei 0.B.d.A. ¢ # 0. Wir setzen ¢’ = —a/c, ¥ = —b/c; dann ist die Ge-
radengleichung Z = o’X + 0'Y. Wir setzen in F' ein und bekommen H(X,Y) =
F(X,Y,d X +1Y); das ist ein homogenes Polynom vom Grad d in K[X,Y]. Als
solches zerfillt es in K[X,Y] in Linearfaktoren:

H(X,)Y)=amX — &YV (X — &Y)% .

Ein Punkt P = (£ : n: ¢) € P%(K) ist genau dann ein Schnittpunkt von C und G,
wenn H(&,n) =0 und ¢ = d’ + b'n gilt. Die Schnittpunkte sind also gerade

(Cromd&+0m), o (S & +0my),

und ihre Vielfachheiten sind nach Definition d;, ..., di mit d; +---+d, = d. Das
beweist den ersten Teil des Satzes.

Fiir den zweiten Teil beachten wir, dass wir H schreiben konnen als ein Produkt
von d Linearfaktoren, von denen d — 1 Koeffizienten in L haben. Dann muss der
verbleibende Faktor auch Koeffizienten in L haben. a

Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satzes von Bézout, der sagt, dass sich zwei
projektive Kurven der Grade d; und ds, die keine gemeinsame Komponente haben,
stets in genau d;dy Punkten (mit Vielfachheit gerechnet; ,Punkt® heifit hier , K-
rationaler Punkt“) schneiden. Um den Satz in dieser Allgemeinheit formulieren zu
kénnen, muss man erst die Vielfachheit eines Schnittpunktes von zwei beliebigen
Kurven definieren. Dafiir muss man aber tiefer in die Algebraische Geometrie
einsteigen, als uns das hier moglich ist.
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5. GLATTHEIT

In der Analysis legt man iiblicherweise Wert darauf, dass die Objekte, die man
betrachtet, keine Ecken und Kanten haben, also ,glatt sind (wie zum Beispiel
Mannigfaltigkeiten). Dazu verwendet man Differenzierbarkeitseigenschaften. Dies
wird nun auf algebraische Kurven iibertragen. Zwar kann man nicht mehr Funk-
tionen ableiten im Sinne eines Grenzwerts von Differenzenquotienten (es gibt ja
keine geeignete Topologie), aber man kann in jedem Fall Polynome einfach for-
mal ableiten, indem man den iiblichen Rechenregeln folgt. So sind dann auch die
folgenden Definitionen zu verstehen.

5.1. Definition.

(1) Eine affine ebene Kurve C': f(z,y) = 0 heift glatt in einem Punkt P = (§,n) €
C(L), wenn nicht beide partielle Ableitungen von f im Punkt P, %(g ,n) und
g—g(g , 1), verschwinden.

(2) Eine projektive ebene Kurve C': F(X,Y,Z) = 0 heifit glatt in einem Punkt
P=(:n:¢)eC(L), wenn

oOF oF oOF
(ﬁ(ga n, C)7 a_Y(§7 n, C)? 8_Z(57 m, C)) 7é (07 Oa O)
ist.

(3) Ein Punkt P, in dem C nicht glatt ist, heifst singuldrer Punkt oder Singularitdt
von C. (Dabei kann C' affin oder projektiv sein.)

(4) Eine (affine oder projektive) Kurve C' heifst glatt, wenn sie in allen Punkten
P € C(K) glatt ist. Anderenfalls heifst C' singuldr. &

Man beachte in Teil (4) der Definition, dass ,alle Punkte” wieder ,alle K-rationalen
Punkte* bedeutet. Eine Kurve kann also singulédr sein, obwohl sie in allen K-
rationalen Punkten glatt ist.

Ein Punkt auf einer affinen Kurve ist genau dann glatt, wenn er auf dem projek-
tiven Abschluss glatt ist (Ubung).

5.2. Beispiele.

(1) Ist die Kurve Y2Z — X3 — Z3 = 0 glatt? Die Punkte (£ : 1 : (), in denen sie
nicht glatt ist, miissten folgende Bedingungen erfiillen:

=3¢ =2mC=n*-3¢*=0.

Wenn wir einmal voraussetzen, dass char(K) # 2,3 ist, dann folgt daraus
¢ =n = (=0. Also kann es einen solchen Punkt nicht geben (es diirfen ja
nicht alle projektiven Koordinaten verschwinden), und die Kurve ist glatt.

In Charakteristik 2 sind die Bedingungen dquivalent zu £ = 0, n = (; die Kurve ist
alsoin (0:1:1) singuldr. In Charakteristik 3 bleibt nur n = 0; damit der Punkt auf
der Kurve liegt, muss noch £ +¢ = 0 gelten. Damit ist die Kurve genauin (=1:0: 1)
singular.

(2) Im Gegensatz dazu ist die Kurve 3*> = 2% + 22 im Punkt P = (0,0) nicht
glatt, denn beide partielle Ableitungen 322 + 2z und 2y verschwinden dort.
Im anschaulichen Bild ,kreuzen sich dort zwei Aste’; es liegt ein sogenannter
einfacher Doppelpunkt vor.

DEF

glatter Punkt
glatte Kurve
Singularitat

BSP

glatt/
singular
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Die Skizzen im rechten Rand zeigen die reellen Punkte des affinen Teils der Kurven.

&

5.3. Bemerkung. Sei C: F(X;Y,Z) = 0 eine projektive Kurve und sei weiter
= (£:1:¢) € O(K). Es ist nicht allzu schwer, Folgendes zu zeigen (Ubung):

(1) C ist genau dann glatt in P, wenn
i(C; P) := min{i(G,C; P) | G eine Gerade durch P} =1
gilt. Sonst ist i(C'; P) > 2. Die Zahl i(C; P) heiftt auch die Vielfachheit von P
auf C. Es gilt i(C; P) < d, wenn d der Grad der Kurve ist.

(2) Wenn C' in P glatt ist, dann gibt es genau eine Gerade G durch P, sodass
i(G,C; P) > 2 ist. Diese Gerade ist die Tangente an C' in P und hat die
Gleichung

S EnOX+ MmOy + ez

Ist (G, C, P) = 3, so heilt P ein Wendepunkt von C ist i(G,C; P) > 4, so
heifst P ein Flachpunkt von C. [

BEM
Vielfachheit
von P auf C

DEF
Vielfachheit
eines Punktes

DEF
Tangente

DEF
Wendepunkt
DEF
Flachpunkt



§6. Rationale Abbildungen und Morphismen 17

6. RATIONALE ABBILDUNGEN UND MORPHISMEN

Wie stets in der Mathematik interessiert man sich auch in der Algebraischen Geo-
metrie nicht nur fiir die Objekte (wie zum Beispiel algebraische Kurven), sondern
auch fiir die passenden Abbildungen dazwischen. Diese wollen wir jetzt definieren.

6.1. Definition. Seien C: F(X,Y,Z) =0und D: G(X,Y,Z) = 0 zwei irreduzi-
ble projektive ebene Kurven iiber K.

(1) Eine rationale Abbildung von C nach D ist eine Aquivalenzklasse von Tripeln
(R1, R2, R3), wo die R; € K[X,Y, Z] homogen vom gleichen Grad und nicht
alle durch F' teilbar sind und aufserdem G(R;, Rq, R3) durch F teilbar ist.
Dabei heiffen (R;, Rs, R3) und (51, S2,S3) dquivalent, wenn F' | R;S; — R;S;
fiir alle 7, 5 gilt.

(2) Sei ¢ eine rationale Abbildung von C' nach D und P = (£:n:() € C(L).
¢ heilst reguldr oder definiert in P, wenn ¢ einen Représentanten (R;, Rs, R3)
hat, sodass nicht alle R;(&,n,() verschwinden. In diesem Fall ist

(b(P) = (R1<£77]7<) : R2(£7777C) : R3<£7777 C)) S D<L)
wohldefiniert, und wir erhalten Abbildungen

or: {P € C(L) | ¢ definiert in P} — D(L).

(3) Ein Morphismus von C nach D ist eine rationale Abbildung von C' nach D,
die tiberall auf C' (d.h. auf C(K)) definiert ist.

(4) Man kann rationale Abbildungen bzw. Morphismen in offensichtlicher Weise
miteinander verkniipfen. Dabei spielt die Aquivalenzklasse von (XY, Z) die
Rolle eines neutralen Elements. Der zugehorige Morphismus ist der Identitats-
morphismus id¢: C — C.

(5) Cund D heifen birational dquivalent, wenn es rationale Abbildungen ¢: C' — D
und ¢: D — C gibt, sodass ¢ o ¢ = idp und ¢ o ¢ = id¢ gilt. Dann ist ¢
eine birationale Abbildung. Sind ¢ und 1 sogar Morphismen, dann heiffen C
und D isomorph, und ¢ ist ein Isomorphismus. &

Es gilt tibrigens, dass eine rationale Abbildung von einer glatten Kurve in eine
andere Kurve automatisch ein Morphismus ist. Genauer gilt, dass jede rationale
Abbildung von einer Kurve C' in eine Kurve D in jedem glatten Punkt von C'
definiert ist.

6.2. Beispiele.

(1) Je zwei projektive Geraden sind isomorph. Ein Isomorphismus von Z = 0 auf
Z = aX + bY ist zum Beispiel gegeben durch

(X:Y:0)— (X:Y:aX+0bY).

(2) Es ist moglich, dass ein Morphismus durch konstante Polynome représentiert
wird. So ein konstanter Morphismus bildet alles auf einen festen (K -rationalen)
Punkt ab. Man kann zeigen, dass jeder nicht-konstante Morphismus zwischen
irreduziblen projektiven Kurven surjektiv ist, d.h. ¢ ist surjektiv. (¢, muss
nicht unbedingt surjektiv sein!)

DEF
rationale

Abbildung

Morphismus

BSP
Morphismen
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Hier ist ein nicht-triviales Beispiel fiir einen Morphismus. Sei C' der ,Einheits-
kreis“ X% +Y? = Z? {iber einem Koérper K mit char(K) # 2. Dann definiert
(X? — Y2 2XY, Z?) einen Morphismus ¢: C' — C: Es gilt

(XQ o Y2)2 + (2xy)2 . (ZZ)Q — <X2 +Y2 o Z2)(X2 +Y2 4 ZQ) ’
also ist die wesentliche Bedingung erfiillt. Die Abbildung ist iiberall definiert,
da alle drei Komponenten nur fir X = Y = Z = 0 verschwinden, was
aber keinem Punkt in P? entspricht. (Auf dem klassischen Einheitskreis C(R)

entspricht dieser Morphismus der Verdopplung des Winkels zur positiven z-
Achse.)

Sei C' wieder der Einheitskreis und G': X = 0 die y-Achse. Dann definieren
die Tripel (0,Y,Z + X) und (0, Z — X,Y) denselben Morphismus ¢: C' — G,
und (2% —Y?2,2YZ, Z? +Y?) definiert einen Morphismus ¢': G — C, der zu ¢
invers ist (falls char(K') # 2 gilt): Der Einheitskreis (und damit jeder Kreis mit
K-rationalen Punkten) ist zur y-Achse (und damit jeder Geraden) isomorph!
(Tatséchlich gilt das sogar fiir jeden irreduziblen Kegelschnitt, also eine Kurve
vom Grad 2, mit K-rationalen Punkten.) &
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7. ELLIPTISCHE KURVEN: DEFINITION

In diesem Abschnitt werden wir elliptische Kurven {iber einem beliebigen Grund-
korper einfiihren.

Was ist eine elliptische Kurve? Die unten angegebene Definition wirkt etwas ad
hoc, ist aber fiir die Zwecke dieser Vorlesung durchaus angemessen, da uns fiir das
Versténdnis ,besserer” Definitionen die nétigen Grundlagen aus der Algebraischen
Geometrie fehlen.

Die ,richtige Definition lautet etwa: Eine elliptische Kurve iiber K ist eine irreduzible
glatte projektive Kurve iiber K vom Geschlecht 1, auf der ein K-rationaler Punkt fixiert
ist. Man kann dann zeigen (mithilfe des Satzes von Riemann-Roch) zeigen, dass eine
elliptische Kurve in diesem Sinne stets isomorph ist zu einer elliptischen Kurve im Sinne
der unten folgenden Definition, wobei der Isomorphismus den fixierten Punkt auf den
Punkt O abbildet.

Warum heifsen elliptische Kurven ,elliptische Kurven? Es gibt einen etwas indirekten Zu-
sammenhang mit Ellipsen. Wenn man die Bogenlange eines Ellipsenstiicks berechnen will,
dann kommt man auf ein Integral, dessen Integrand die allgemeine Form R(x,+/P(x))
hat, wobei R eine rationale Funktion in zwei Variablen und P ein Polynom vom Grad
3 oder 4 ist. Solche Integrale heiffen wegen dieses Zusammenhangs auch elliptische Inte-
grale. Wenn wir 1/ P(z) oben mit y bezeichnen, dann haben wir die Relation y? = P(x),
die eine (affine) Kurve C beschreibt, die iiber einem Korper K, sodass C' K-rationale
Punkte hat, zu einer elliptischen Kurve birational ist. Den Integranden kann man als eine
1-Form auf dieser elliptischen Kurve auffassen. Man kann also sagen, elliptische Kurven
sind die Kurven, auf denen elliptische Integrale ,leben®.

Elliptische Kurven sind (als glatte irreduzible Kurven vom Grad 3) natiirlich selbst keine
Ellipsen (die glatte irreduzible Kurven vom Grad 2 sind).

7.1. Definition. FEine elliptische Kurve iiber dem Korper K ist eine glatte pro-
jektive ebene Kurve E vom Grad 3 iiber K, die durch eine Gleichung der Form

Y Z 4 XYZ+asYZ* =X+ ax X°Z +ay, XZ* + ag Z°
mit Koeffizienten aq, as, as, as, ag € K gegeben ist.
Der Einfachheit halber benutzen wir meistens die Gleichung des affinen Teils:
(7.1) E:y4+aizy+asy=2"+ay2’ +asz + ag.
So eine Gleichung heift (lange) Weierstraf-Gleichung. &

Die etwas komische Nummerierung der Koeffizienten wird spéter verstandlich
werden. Wir hatten uns schon iiberlegt, dass so eine Kurve jedenfalls im Fall
ay; = as = az = 0 geometrisch irreduzibel ist; der Beweis iibertrégt sich leicht auf
beliebige Kurven der Form (7.1).

7.2. Lemma. Sei E eine (nicht notwendig glatte) Kurve, die durch eine Glei-
chung der Form (7.1) gegeben ist. Dann hat E genau einen Punkt im Unendlichen,
ndmlich O = (0 :1:0). Dieser Punkt O ist K-rational, E ist in O glatt, und die
Tangente an E in O ist die unendlich ferne Gerade Z = 0; sie schneidet E in O
mit Vielfachheit 3 (d.h. O ist ein Wendepunkt von E ).

Beweis. Um die Punkte im Unendlichen zu finden, miissen wir in der (projekti-
ven) Kurvengleichung Z = 0 setzen. Es bleibt X3 = 0, also ist der angegebene
Punkt O = (0 : 1 : 0) der einzige Punkt, und er hat als Schnittpunkt von E mit
der unendlich fernen Geraden die Vielfachheit 3. Da die Vielfachheit > 2 und F

DEF
elliptische
Kurve
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K. WeierstraR
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in O glatt ist (s.u.), ist die unendlich ferne Gerade auch die Tangente. Da die
Koordinaten von O in K liegen, ist O € E(K).

Es bleibt zu zeigen, dass E in O glatt ist. Dazu miissen wir die partiellen Ableitun-
gen bestimmen und in O auswerten. Die Ableitung nach Z ist Y2 plus Terme, die
X oder Z enthalten, also verschwindet sie in O nicht. Damit ist £ in O glatt. U

In vielen Fallen lasst sich die Gleichung einer elliptischen Kurve noch vereinfachen.

7.3. Lemma. Sei E eine elliptische Kurve tber K. Wenn die Charakteristik
von K # 2 ist, dann ist E isomorph (als elliptische Kurve, siehe §8) zu einer
elliptischen Kurve der Form

By =2+ dya* +a)x+aj.
Wenn zusdtzlich char(K) # 3 ist, dann kann man auch noch ay = 0 erreichen.
Die entstehende Gleichung

V=234 ar+b

heifst kurze Weierstraf$-Gleichung.

Beweis. Der Isomorphismus von E auf E’ ist (in projektiven Koordinaten) gegeben
durch (,quadratische Ergéanzung®)

(X:Y:Z)'—>(X:Y—|—%X—I—%Z:Z).

(,Isomorphismus von elliptischen Kurven“ bedeutet, dass der Punkt (0 : 1 : 0)
von F auf den Punkt (0:1:0) von E" abgebildet wird.) Fiir die Koeffizienten gilt
dann

ay =ax+1al, ay=as+Liaiaz, af=as+ia;.

Wenn char(K) # 3 ist, dann kann man durch eine weitere Transformation der
Form (z,y) — (x + 3a},y) den Koeffizienten a, ebenfalls zum Verschwinden brin-
gen (,kubische Ergédnzung®). Qa

Nun erhebt sich natiirlich die Frage, wann eine (lange oder kurze) Weierstraf-
Gleichung tatséchlich eine elliptische Kurve definiert. Anders gesagt, wie erkennt
man, ob die definierte Kurve glatt ist oder nicht?

Dazu fithren wir einige weitere Grofen ein, die von den Koeffizienten abhéngen.
Die Bezeichnungen sind allgemein gebrauchlich.

7.4. Definition. Sei E: y? + ajzy + asy = 23 + ax® + aux + ag eine lange
Weierstrak-Gleichung. Wir setzen

bgza%+4a2, by = ara3 + 2 ay, b6:a§+4a6,
bg:a%ag—a1a3a4+4a2a6+a2a§—ai
ey = b5 —24by, cg= —bjy+ 36byby — 216 bg
A = —b3bg — 8b} — 27Tb5 + Obobsbs, j=ci/A
Dabei gilt
4bg = bybg —b; und 1728 A =c} —ct.

Die Grofen ¢4 und cg werden oft die Imvarianten der Kurve genannt; A ist die
Diskriminante und j die j-Invariante der Kurve. &

LEMMA
kurze
W.-Gleichung

DEF
b27 b47 b67 bg,
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Man beachte, dass sich die vereinfachten Gleichungen (fiir char(K) # 2 bzw.
char(K) # 2, 3) nach einer zusétzlichen Skalierung der Variablen ((z,y) — (4z, 8y)
bzw. (z,y) — (36x,216y)) auch schreiben lassen als

y2 = 2% + by x® + 8by z + 16bg

bzw.

y? = 2® — 27c, x — Sdcg .

7.5. Lemma. FEine Weierstraf-Gleichung der Form (7.1) definiert genau dann LEMMA
eine elliptische (d.h. eine glatte) Kurve, wenn die Diskriminante A nicht ver- Diskriminante
schwindet. und Glattheit

Beweis. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns hier auf den Fall, dass die
Charakteristik des Grundkorpers weder 2 noch 3 ist. Die anderen Félle kann man
dhnlich behandeln.

In dem betrachteten Fall kdnnen wir die urspriingliche Gleichung in eine kurze
Weierstrak-Gleichung E: y*> = 2° + ax + b transformieren; man rechnet nach,
dass A dabei hochstens mit der zwolften Potenz eines invertierbaren Elements
multipliziert wird (vergleiche §8). Da es sich um einen Isomorphismus handelt,
andert sich auch nichts daran, ob die Kurve glatt ist oder nicht. Es ist dann

A= —16(4a® +2707%).
Wir haben bereits gesehen, dass £ im Punkt im Unendlichen glatt ist. Wir konnen

uns also auf den affinen Teil beschranken. Ein Punkt (£,7) ist genau dann ein
singularer Punkt auf F, wenn folgende drei Gleichungen erfiillt sind.

3¢ +a=0, 2n=0, = +al+b.
Wegen der Annahme iiber die Charakteristik von K bedeutet das
n=0, &=-3a, &+al+b=0.
Einsetzen der zweiten in die dritte Gleichung liefert (falls a # 0)
3b

—5

€=

Das System hat also genau dann eine Losung, wenn
3b\° _a
2¢) 3’

Im Fall a = 0 vereinfacht sich die Bedingung zu b = 0, was dann ebenfalls zu
A = 0 dquivalent ist. a

also genau dann, wenn A = 0 ist.

Ist E eine elliptische Kurve iiber K, dann ist also ihre j-Invariante j(E) = ci/A
ein wohldefiniertes Element von K.
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7.6. Beispiele.

(1) Die Kurve y? = z3 hat A = 0, ist also keine elliptische Kurve. Tatséchlich ist
0,0) ein singulérer Punkt.
( g

(2) Die Kurve y* = 2 4+ 22 hat ebenfalls A = 0 und eine Singularitiit bei (0,0).

(3) Die Kurve y*> = 23 + 2 hat A = —2° ist also eine elliptische Kurve, falls
char(K) # 2 ist. Thre j-Invariante ist 123 = 1728.

(4) Die Kurve y? = 2% + 1 hat A = —2%. 33 ist also eine elliptische Kurve, falls
char(K') # 2,3 ist. Ihre j-Invariante ist 0. s

BSP
Diskriminante
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8. ISOMORPHISMEN ELLIPTISCHER KURVEN

Wir haben im letzten Abschnitt schon einige Male auf den Begriff des Isomorphis-
mus von elliptischen Kurven Bezug genommen. Wir definieren ihn jetzt:

8.1. Definition. Seien F und E’ zwei elliptische Kurven iiber K. Ein Morphis-

mus ¢: E — E’ ist ein Isomorphismus elliptischer Kurven, wenn ¢ die Form
(XY :2)— (WX +7Z:0°Y +su*X +t7 : 7)

mit r,s,t € K, u € K* hat. &

Man sieht leicht, dass ein Morphismus dieser Form tatsichlich ein Isomorphismus
von Kurven ist; siehe unten.

8.2. Lemma. Wenn E (bzw. E') in der Situation der Definition oben durch eine
WeierstrafS-Gleichung mit Koeffizienten a; (bzw. a}) gegeben ist, dann gilt

wa, = aj + 2s

2

u?ay = ay — sa) + 3r — §*

u?az = ay+ray + 2t
u'ay = a) —say+2rah, — (t +rs)a) +3r® — 2st
uag =ag+ra, —tay+riay—rtay +r°—t*.
(Das erklart ibrigens die Indizierung der Koeffizienten!) Weiterhin gilt
utcy =, u? A=A

u®cg = ¢, und j=7".

Beweis. Das rechnet man nach. a

8.3. Lemma. Seien E und E' elliptische Kurven iber K. Dann ist jeder Iso-
morphismus elliptischer Kurven ¢: E — E' auch ein Isomorphismus von ebenen
projektiven Kurven, und ¢(O) = O.

Ein Isomorphismus von projektiven ebenen Kurven ¢: E — E', der durch lineare
Polynome gegeben ist und O auf O abbildet, ist bereits ein Isomorphismus ellipti-
scher Kurven.

Beweis. Man priift nach, dass durch
V: (XY 2)— (WX =7Z2) (Y —sX + (sr —1)2) : Z)
der inverse Morphismus gegeben ist. Auferdem ist ¢(O) = (0: u®:0) = (0:1:0).
Fiir den zweiten Teil nehmen wir an, dass ¢ folgende Form hat:
(XY :Z)— (X + Y +asZ: 51X+ BY + 037 : X +7Y +7372).

Da die unendlich ferne Gerade Z = 0 die einzige Gerade ist, die E bzw. E’ in O
mit Vielfachheit 3 schneidet, und da ¢(O) = O ist, muss ¢ diese Gerade auf
sich abbilden. Das bedeutet v; = v = 0. Dass O fest bleibt, bedeutet ay = 0.
Damit kénnen wir ohne Einschrankung v3 = 1 setzen, und wir sehen, dass der
Isomorphismus die angegebene Form hat, jedenfalls bis auf die Relation zwischen
den Koeffizienten a; und f5. Diese ergibt sich aber durch Koeffizientenvergleich
nach Einsetzen in die Weierstrak-Gleichung, was die Bezichung o3 = (37 liefert.

Schliefslich kann u nicht verschwinden, weil der Morphismus sonst konstant wére.
a

DEF
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ell. Kurven
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8.4. Bemerkung. Der tiefere algebraisch-geometrische Grund fiir die Form der
Isomorphismen liegt darin, dass die rationale Funktion z (bzw. X/Z) in O einen
Pol der Ordnung 2 hat und sonst regulér ist, und alle solche Funktionen die Form
uz + r haben mit u # 0. Ebenso gilt, dass die rationale Funktion y (bzw. Y/Z)
in O einen Pol der Ordnung 3 hat und sonst regulér ist, und alle solche Funktionen
die Form uy + sx + t haben mit u # 0. Da der Punkt O fest bleiben soll, bleiben
die Polordnungen erhalten, woraus sich die Form des Isomorphismus ergibt. &

Wir sehen, dass die j-Invariante j(E) unter Isomorphismen invariant ist (daher
auch der Name). Damit erhebt sich die Frage, ob davon auch die Umkehrung gilt:
Sind zwei elliptische Kurven mit derselben j-Invariante isomorph? Der folgende
Satz zeigt, dass die Antwort im Wesentlichen Ja lautet.

8.5. Satz. Seien E und E' zwei elliptische Kurven tiber K.

(1) Seichar(K) # 2,3. E und E’ sind genau dann tiber K isomorph, wenn es ein
u € K* gibt mit c4(E') = u' cy(E) und cs(E") = ub c4(E).

(2) Wenn j(E) = j(E') ist, dann sind E und E' iber K isomorph.

(3) Zu jedem j € K gibt es eine elliptische Kurve E tber K mit j(E) = j.

Beweis. Der Einfachheit halber setzen wir fiir alle Teile char(K') # 2,3 voraus.

(1) Die gegebenen Kurven sind nach Lemma 7.3 und der Bemerkung vor Lem-
ma 7.5 isomorph zu den Kurven

E:y? =23 —27cy(E)x — 54ce(E) und  E': y? =1 — 27cy(E') x — 5deg(E') .

Es folgt, dass F und E’ genau dann isomorph sind, wenn F und E’ isomorph
sind.

.= Gibt es einen Isomorphismus ¢: E — E’ mit Koeffizienten (r,s,t,u) wie
in Definition 8.1, dann folgt aus den Relationen in Lemma 8.2, dass s = r =
t = 0 sein muss und c4(E’") = u'cy(F), cs(E') = ubcs(E) gilt.
»< Gilt ¢u(E') = utcy(E) und cg(E') = ubcs(E), dann folgt aus Lemma 8.2,
dass diese beiden Kurven durch (z,y) + (u? z,u?y) isomorph sind.

(2) Aus j(E) = j(E') = j folgt entweder c4(E) = c4(E') = 0 = j oder ¢s(E) =
ce(E£') =0, j = 1728, oder j # 0,1728 und c5(E)*/c4(E)? = c(E')?/ca(E')? #
0. In allen drei Fallen gibt es ein u € K*, sodass c4(E') = u’cy(E) und
c6(E") = u® cg(E) ist. Nach Teil (1) sind die Kurven also iiber K isomorph.

(3) Man priift nach, dass die Fille j = 0 und j = 123 = 1728 durch die beiden

Kurven

V=2 +1 und V=2 +z
abgedeckt werden. In den iibrigen Fillen tut es die Kurve

oo a2 2

4 j—1728 4 j—1728"°

(Man erhélt diese Kurve, indem man in der kurzen Weierstrafs-Gleichung
y? = 2® + ax + b den Ansatz a = b macht.) a

Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, werden die elliptischen Kurven iiber K
also gerade durch die j-Invariante bis auf Isomorphie klassifiziert. Wenn K nicht
algebraisch abgeschlossen ist, dann kann es mehrere nicht-isomorphe elliptische
Kurven mit derselben j-Invariante geben.

BEM
Hintergrund

SATZ
Isomorphie
und
j-Invariante
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8.6. Satz. Seien char(K) #2,3,j€ K und E: y* =23 +ax+b eine elliptische
Kurve iber K mit j(E) = j.

(1) Im Fall j # 0,1728 sind die K-Isomorphieklassen elliptischer Kurven E' mit
J(E") = j klassifiziert durch K*/(K*)?. Wenn d € K* eine solche Klasse
reprdasentiert, dann ist die zugehdrige elliptische Kurve gegeben durch

V=2 +d*ar+d®b.
Diese Kurve heifit der quadratische Twist mit d von E.

(2) Im Fallj = 0ist a = 0. Die K-Isomorphieklassen mit j = 0 werden klassifiziert
durch K> /(K*)%; die zu d € K* gehirige Kurve ist

y? =2 +db.
(3) Im Fall j = 1728 ist b = 0. Die K-Isomorphieklassen mit j = 1728 werden
klassifiziert durch K> /(K*)*; die zu d € K* gehdrige Kurve ist
V=2 +dax.

Bewers. Es gilt jedenfalls j =0 <— ¢, =0 <= a=0und j = 1728 <<=

=0 < b=0.

(1) Die j-Invariante ist bei einer kurzen Weierstrafs-Gleichung eine gebrochen-
lineare Funktion von a®/b?. Hier sind a, b # 0. Daher hat E': y* = 23+ ad'z +V/
genau dann dieselbe j-Invariante wie E, wenn o /b'* = a3 /b? ist, also @/ = d*a
und b’ = d3 b fiir ein d € K* gilt. Nach Satz 8.5 sind die beiden Kurven genau
dann bereits tiber K isomorph, wenn d ein Quadrat ist.

(2) und (3) werden analog bewiesen. Qa

SATZ
ell. Kurven

mit j(E) = j

DEF

quadratischer
Twist
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9. GRUPPENSTRUKTUR

Nun wollen wir beweisen, dass eine elliptische Kurve eine (geometrisch definierte)
Gruppenstruktur tragt.

9.1. Satz. Seien E eine elliptische Kurve tiber K und L O K ein Erweiterungs- SATZ
kérper. Durch folgende Festlegungen wird E(L) zu einer abelschen Gruppe. Gruppen-

struktur
(1) Der Punkt O € E(L) ist das Nullelement.

(2) Wenn G eine Gerade ist, die E in den Punkten P, Q, R schneidet (ein Punkt
kommt dabei gemdfl seiner Vielfachheit als Schnittpunkt evtl. mehrfach vor),
dann gilt P4+ Q + R = 0.

Etwas konkreter heifdt das:

(1) Der Punkt — P ist der dritte Schnittpunkt der Geraden durch O und P mit E.

(2) Der Punkt P + @ ist der dritte Schnittpunkt der Geraden durch O und R
mit £, wobei R der dritte Schnittpunkt der Geraden durch P und ) mit FE
ist.

Dabei sind natiirlich alle Punkte mit der richtigen Vielfachheit zu zdhlen. Im
Fall, dass P und @) zusammenfallen, muss man zum Beispiel die Tangente an E
in P = @ betrachten (anstelle der Geraden durch P und @), da sie die einzige
Gerade ist, die F in diesem Punkt mit Vielfachheit mindestens 2 schneidet.

Formeln fiir die Addition.
Um es noch konkreter zu machen, sei £ durch die Gleichung
E:y*+tayoy+asy =a2° +ay2® + agx + ag

gegeben, und P und @ seien die affinen Punkte (£,7) und (¢,7'). Die Gerade
durch P und O ist gegeben durch die Gleichung

r=¢
und der dritte Schnittpunkt ist

_P:(5>—77—G15—@3)-

Im Fall £ # £ ist die Gerade durch P und @ gegeben durch die Gleichung
y=Ar+ i

mit

n—n §'n — &

A= und p=n—A{="+—"—.

§=¢ §=¢
Wenn & = ¢ und n+ 1 # —a1 € — ag gilt (dann ist @ # —P), dann haben wir
n =mn" und

)\_3§2+2a2£+a4—a1n

—€3+CL4€+26L6—CL377
27]"‘&15"‘@3 '

277+CL1£+CL3

und pu=n—A=
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Um das zu sehen, kann man entweder die Gleichung der Tangente an E in P
bestimmen (sieche Bemerkung 5.3), oder man iiberlegt sich, dass man den Diffe-
renzenquotienten im Fall £ # ¢ mithilfe der Gleichung von E umschreiben kann:

W —n (0 +a & +agn) — (0 +aién+azn) —ai (€ = Oy
&—& € =0 +n+aié+as)
(€€ ar + &) +ai—an)
N (& =& +n+ar€+as)
P+ alE+ O ta—ay
n+n+taf+as
und ersetzt dann & und n’ durch & bzw. 7.
Fiir den dritten Schnittpunkt R = (£”,7”) dieser Geraden mit E gilt dann
E+E+ =N +mA—ay, also & =XN4+mr—a—E-¢.
Das sieht man, wenn man y = Ax + u in die Gleichung von F einsetzt:
22— (N + ai A — ag)2® — (20 + ayp + azh — ag)r — (u° + azp — ag) = 0

£, &, ¢" sind die drei Losungen dieser Gleichung, also ist ihre Summe gleich minus

dem Koeffizienten von z2.

Schlieflich haben wir (mit n” = XA&" + p)
P+Q=-R=("-A+a)f" —pn—as).

In vereinfachter Form (némlich fiir kurze Weierstraf-Gleichungen) haben wir diese
Formeln schon im Einfithrungskapitel gesehen.

Bevor wir den Satz beweisen, formulieren wir ein Lemma, das wir brauchen, um
die Assoziativitat nachzuweisen.

9.2. Lemma. Seien G; und G (fiir i,j € {1,2,3}) paarweise verschiedene Ge-
raden in der projektiven Ebene, sodass die neun Schnittpunkte Py von G; und G
paarweise verschieden sind. Sei weiter C' eine ebene projektive Kurve vom Grad 3,
die die acht Punkte P;; mit (i,7) # (3,3) enthdlt. Dann enthdlt C' auch den neun-
ten Punkt Pss.

Beweis. Seien G; und G’ gegeben durch L;(X,Y, Z) = 0 bzw. L’(X,Y, Z) = 0 mit
linearen Polynomen L;, L.

Es gibt 10 Monome vom Grad 3 in drei Variablen. Die Bedingung F;; € C lie-
fert eine homogene lineare Gleichung fiir die zehn Koeffizienten von C'. Der Raum
der homogenen Polynome vom Grad 3, die in den acht gegebenen Punkten ver-
schwinden, ist also mindestens zweidimensional. In jedem Fall liegen die Polynome
L =1L,LyLs und L' = L L5LY in diesem Raum und sind linear unabhéngig. Wir
zeigen, dass die Dimension tatsdchlich genau 2 ist, d.h., der Raum wird von L
und L' aufgespannt.

Dazu nehmen wir an, die Dimension sei mindestens 3. Dann kénnen wir noch zwei
beliebige Punkte vorschreiben, die auf C' liegen sollen. Dazu wéhlen wir einen
Punkt P auf GGy, der von den Schnittpunkten mit den anderen Geraden verschie-
den ist, und einen Punkt @, der auf keiner der Geraden liegt. (Dazu muss der
Grundkoérper K grof genug sein, damit P?(K) geniigend viele Punkte enthilt. Der
Satz gilt aber allgemein, da man fiir den Beweis den Korper vergrofern kann.)
Sei C': F(X,Y,Z) = 0 eine Kurve vom Grad 3, die die acht gegebenen Punkte

LEMMA
Geraden und

Kurven vom
Grad 3
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und P und @ enthélt. Da G; diese Kurve in den vier Punkten Py; (j = 1,2,3)
und P schneidet, muss nach dem Satz 4.3 von Bézout L; ein Teiler von F sein:
F = L1 F' mit einem homogenen Polynom F’ vom Grad 2. Die durch F” definierte
Kurve vom Grad 2 schneidet die Gerade G in den drei Punkten P; (j = 1,2, 3),
also muss Lo ein Teiler von F’ sein: I’ = L,F”. Schlieklich hat die durch F”
definierte Gerade mit G3 die beiden Punkte P3; und P33 gemeinsam; die beiden
Geraden stimmen also iiberein. Es folgt F' = cL mit einer Konstanten c. Das ist
aber ein Widerspruch zu Q € C', denn @ liegt auf keiner der Geraden G;. Also ist
die Dimension tatséchlich nur 2.

Sei nun C': F' = 0 eine Kurve vom Grad 3 durch die acht Punkte. Wir haben
gerade gezeigt, dass dann F' = c¢L + 'L’ sein muss mit Konstanten ¢ und ¢’. Da

die rechte Seite im Punkt P33 verschwindet, gilt dies auch fiir die linke Seite, also
ist P 33 € C. a

Mit dieser Vorbereitung konnen wir den Beweis des Satzes angehen.

Beweis von Satz 9.1. Nach dem Zusatz in Satz 4.3 ist die angegebene Verkniip-
fung auf F(L) wohldefiniert, denn die Gerade durch zwei L-rationale Punkte (oder
die Tangente an E in einem L-rationalen Punkt) ist iiber L definiert, also liegt
der dritte Schnittpunkt auch in F(L). Der Punkt O ist nach Definition das Null-
element, und wir haben schon gesehen, dass zu jedem Punkt P das Inverse —P
existiert. Die Kommutativitét ist auch klar, da die Konstruktion der Summe P+ Q)
in P und @) symmetrisch ist. Es bleibt also noch das Assoziativgesetz

(P+Q)+R=P+(Q+R)
zu zeigen. Wir betrachten folgende Objekte.
1 to
(1 sei die Gerade durch P und Q);
X sei ihr dritter Schnittpunkt mit E.

G sei die Gerade durch O und X;
ihr dritter Schnittpunkt mit £ ist P + Q.

G, sei die Gerade durch @ und R;
Y sei ihr dritter Schnittpunkt mit E.

G5 sei die Gerade durch O und Y;
ihr dritter Schnittpunkt mit E ist Q) + R.

(G5 sei die Gerade durch P + () und R,
7y sei ihr dritter Schnittpunkt mit E.
GY sei die Gerade durch @) + R und P;
Zy sei ihr dritter Schnittpunkt mit E.
Z sei der Schnittpunkt von G5 und Gf.

Wir nehmen erst einmal an, dass die neun Punkte O, P, Q, R, X, Y, P+Q, Q+R
und Z paarweise verschieden sind. Wegen
Zi=—(P+Q)+R) ud Zy=—-(P+(Q+R))
geniigt es zu zeigen, dass 7, = Z = Z ist.
Wir wollen nun Lemma 9.2 anwenden auf unsere Geraden G; und G;-. Diese Ge-

raden sind alle verschieden, denn sonst hétten wir mindestens vier Punkte im
Schnitt von E mit einer Geraden (fiinf oder sechs der neun Punkte liegen auf der
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Vereinigung von zwei der Geraden; einer davon kénnte der Punkt Z sein, von dem
wir noch nicht wissen, dass er auf F liegt), was nach Satz 4.3 bedeuten wiirde, dass
die Gerade in F enthalten ist. F ist aber irreduzibel und kann also keine Gerade
als Komponente enthalten. Das Lemma ist also anwendbar. Wir haben folgende
Identifikationen.

Py =X, P =0Q, Pz =P,

Py =0, Py =Y, Py =Q+ R,

Py =P+Q, P3; =R, P33 = 7.

Aufserdem ist E eine Kurve vom Grad 3 durch die ersten acht Punkte, also folgt
nach dem Lemma Z € E. Damit ist Z der dritte Schnittpunkt sowohl von G35 als
auch von G4 mit F, also ist Z1 = Z = Zs.

Damit ist das Assoziativgesetz im ,generischen” Fall bewiesen. Die Fille, wo Punk-
te zusammenfallen, kann man entweder einzeln behandeln, oder man verwendet
eine Art , Stetigkeitsargument — die beiden Morphismen

ExEXxE>(P,QR)— (P+Q)+R€eE

und

EXExE>(P,QR)—P+(Q+R)€EE

stimmen auf einer ,offenen, dichten“ Teilmenge iiberein und sind deswegen gleich.
Natiirlich haben wir hier weder das Produkt auf der linken Seite definiert, noch
was in diesem Zusammenhang ein Morphismus ist, noch was die dabei ins Spiel
kommende sogenannte Zariski-Topologie ist. Darum gehen wir hier etwas anders
VOr.

Wir stellen erst einmal fest, dass die Assoziativitat trivialerweise gilt, wenn P = O
oder R = O oder P = R ist (im letzten Fall verwenden wir die Kommutativitét).
Wenn P,R # O und P # R gilt, dann gibt es nur endlich viele Punkte @, so-
dass die neun Schnittpunkte im Argument oben nicht paarweise verschieden sind
(Ubung; hierzu ist es niitzlich zu wissen, dass fiir einen nicht konstanten Morphis-
mus ¢: E — E die Gleichung 1(S) = T fiir einen gegebenen Punkt 7' € E nur
endlich viele Losungen hat). Wir betrachten den Morphismus

¢pr: E— E, Q+— (P+Q)+R)+ (—=(P+(Q+R))).
Die Aquivalenz P + (—Q) = O <= P = (@ ist leicht zu sehen. Es folgt, dass

épr(Q) = O ist fiir alle bis auf endlich viele Q € E(K); dann muss ¢pp aber
konstant = O sein. Das bedeutet, dass die Gleichung (P+ Q)+ R = P+ (Q + R)

fiir alle @ gilt. a

Man kann die Assoziativitdt natiirlich auch mithilfe der expliziten Additionsformeln be-
weisen, die wir oben hergeleitet haben. Man muss dazu zeigen, dass die Ausdriicke fiir
die Koordinaten von (P+ Q)+ R und von P+ (Q+ R) modulo der Gleichung von E aus-
gewertet in P, () und R gleich sind. Wenn man das von Hand macht, ist es sehr miithsam;
mit einem Computeralgebra-System ist es jedoch ohne grofe Probleme machbar.

9.3. Bemerkung. Man kann die Gruppenstruktur auch wie folgt ,jintrinsisch“
charakterisieren. Seien P, (), R Punkte von F. Es gilt genau dann P + Q) = R,
wenn es eine rationale Funktion ¢ auf E gibt, die in P und () einfache Nullstellen,
in R und O einfache Polstellen und sonst keine Null- oder Polstellen hat. (Falls
von den vier Punkten O, P, ), R welche zusammenfallen, muss man die Null- und
Polstellenordnungen entsprechend verrechnen.)

Die eine Implikation ist leicht zu sehen. Sei L;(X,Y,Z) = 0 die Gleichung der
Geraden durch P und @ und Ly (XY, Z) = 0 die Gleichung der Geraden durch R

BEM
Gruppen-
struktur
intrinsisch
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und O. Dann ist ¢ = L, /L, eine passende Funktion: der Zihler verschwindet in P,
@ und —R, und der Nenner verschwindet in R, O und — R, sodass die verlangten
Null- und Polstellen auftreten (die Nullstellen von Zahler und Nenner bei —R
wkiirzen sich weg®).

Diese Charakterisierung impliziert, dass jeder Isomorphismus von Kurven £ — E’,
der O auf O abbildet, auch mit der Gruppenstruktur vertraglich ist. Fiir unsere
explizite Definition von Isomorphismen elliptischer Kurven folgt diese Aussage
daraus, dass so ein Isomorphismus linear ist und daher Geraden auf Geraden
abbildet. Tripel von Schnittpunkten der Kurve mit einer Geraden werden also auf
ebensolche Tripel abgebildet, und damit bleibt auch die Gruppenstruktur erhalten.

Eine Voraussetzung fiir diese Charakterisierung ist allerdings, dass man die Ord-
nung einer Null- bzw. Polstelle einer rationalen Funktion definieren muss. Siehe
z.B. das Skript , Arithmetic of hyperelliptic curves”, Abschnitt 2. [

9.4. Beispiel. Wir benutzen die Definition der Gruppenstruktur, um uns zu BSP
iiberlegen, welche Punkte der Ordnung 2 bzw. 3 eine elliptische Kurve hat. Wir Punkte der
nehmen wieder an, dass die Charakteristik des Grundkorpers K nicht 2 oder 3 ist, Ordnung 2, 3
und arbeiten mit einer kurzen Weierstraf-Gleichung

E:y*=2*+ax+0.

Wir nehmen aufierdem an, dass K algebraisch abgeschlossen ist (bzw. sagen ,,Punkt*
fir , K-rationaler Punkt®).

Ein Punkt P € E(K) hat Ordnung 2, wenn P # O ist und 2P = P+ P = O
gilt. Das ist dquivalent zu P + P + O = O; nach Definition heiftt das gerade, dass
P, P, O die drei Schnittpunkte von E mit einer Geraden sind. Da diese Gerade
O enthélt, ist sie senkrecht. Eine solche Gerade hat die Gleichung x = £ fiir ein
festes &; sie schneidet den affinen Teil von E in den (i.A.) zwei Punkten mit -
Koordinate . Diese Punkte haben die Form (£,7) und (£, —7). In unserem Fall
miissen sie iibereinstimmen; das bedeutet n = 0 (tatséchlich ist in einem Punkt
mit verschwindender y-Koordinate die Tangente an E senkrecht). Es gibt also
genau drei Punkte der Ordnung 2, nimlich die Punkte (£,0) mit &3 + a& + b = 0.

Ein Punkt P € E(K) hat Ordnung 3, wenn P # O und 3P = P+ P+ P = O
ist. Nach Definition heifit das, dass es eine Gerade geben muss, die £ in P mit
Vielfachheit 3 schneidet. Das bedeutet, dass P ein Wendepunkt von E ist (und
die Gerade die Wendetangente). Man kann zeigen, dass eine glatte kubische Kurve
stets genau neun Wendepunkte hat (falls char(K') # 3). Einer davon ist O, also
gibt es acht Punkte der Ordnung 3. [ )

In Charakteristik 2 gibt es keinen oder einen Punkt der Ordnung 2, je nachdem, ob a; = 0
oder a; # 0 ist; im letzteren Fall ist es der Punkt (—as/a1, V23 + asz? + a4z + ag) (man
beachte, dass in Charakteristik 2 die Quadratwurzel eindeutig bestimmt ist).

In Charakteristik 3 ist es analog: Es gibt entweder keinen oder zwei Punkte der Ord-
nung 3. Die Formeln sind etwas komplizierter; die Bedingung fiir die Existenz von Punk-
ten der Ordnung 3 ist hier, dass a3 + ag # 0 ist.
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10. ISOGENIEN UND ENDOMORPHISMEN

Die relevanten Abbildungen zwischen elliptischen Kurven sind Morphismen, wel-
che die Gruppenstruktur respektieren. Bevor wir sie einfithren, brauchen wir noch
einige Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen rationalen Abbildungen und
Funktionenkorpern.

10.1. Satz. Seien C' und D zwei irreduzible (projektive) Kurven tiber K. Dann SATZ

gibt es eine Bijektion zwischen der Menge der nichi-konstanten rationalen Ab- rationale
bildungen ¢: C — D diber K und der Menge der K-linearen Homomorphismen Abbildungen
¢*: K(D) — K(C) der Funktionenkérper. Dabei ist K(C) eine endliche Kér- und
pererweiterung von ¢* (K (D)). Funktionen-

Ist C" eine weitere Kurve und v: D — C' eine nicht-konstante rationale Abbil- korper

dung, dann gilt (1 o ¢)* = ¢* o *.

Beweis. (Skizze) Es ist etwas einfacher, die Beziehung in affinen Koordinaten zu
formulieren. Dazu nehmen wir an, dass weder C' noch D die unendlich ferne Gerade
Z = 0 ist (ansonsten muss man die Uberlegung leicht modifizieren). Seien
und D’ die affinen Teile von C' und D; dann gilt K(C") = K(C), K(D'") = K(D).
Wir bezeichnen die affinen Koordinaten(funktionen) auf C' mit z und y und auf D
mit v und v. Es gilt dann K(C) = K(z,y) und K (D) = K(u,v).

Eine rationale Abbildung ¢: C' — D ist in affinen Koordinaten gegeben durch zwei
rationale Funktionen r(z,y), s(z,y) € K(z,y) = K(C), sodass (r(z,y), s(z,y))
ein K (C)-rationaler Punkt von D’ ist (denn 7 und s erfiillen die affine Gleichung
von D'):

¢: (z,y) — (r(z,y), s(z,y)).

¢ ist nicht konstant, wenn r und s nicht beide konstant (d.h. in K N K(C)) sind.
Der zugehorige Homomorphismus der Funktionenkorper ist dann gegeben durch

¢*: K(D) 3 fr— fog e K(C).
In Koordinaten ausgedriickt, haben wir

¢"(u) =r(z,y), ¢"(v) =s(z,y).

Ein Homomorphismus von Korpern ist stets injektiv (da das einzige echte Ideal das
Nullideal ist). Die Kérpererweiterung K (C)/¢* (K (D)) ist endlich, weil z und y

iiber ¢* (K (D)) = K (r(z,y), s(z,y)) algebraisch sind.
Ist umgekehrt ein K-linearer Homomorphismus ¢: K (D) — K(C) gegeben, dann
setzen wir r(z,y) = ¥(u), s(x,y) = ¥(v). Sei g(u,v) = 0 die Gleichung von D,
dann haben wir

g9(r(z.y), s(z.y)) = g(¥(u), ¥(v)) = ¥(g(u,v)) = ¥(0) =0,
also ist

(b: C—>D7 (xay) — (T(I,y),S(iU,y))

eine (nicht konstante) rationale Abbildung, und ¢ = ¢*.
Aufserdem ist fiir f € K(C")

(o) (f) = foWog)=(foy)od=¢ (@ (f)) = (¢"ov”)(f). O
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10.2. Definition. In der Situation von Satz 10.1 heift der Grad der Korperer-
weiterung K (C)/¢* (K (D)) dann auch der Grad von ¢, deg ¢.

Sei ¢*(K(D)) C L C K(C) der maximale Zwischenkdrper, der iiber ¢*(K (D))
separabel ist. Dann heift der Grad [L : ¢* (K(D))] der separable Grad von ¢,
deg, ¢, und der Grad [K(C) : L] der inseparable Grad von ¢, deg; ¢. Es gilt
offensichtlich deg ¢ = (deg, ¢)(deg; ¢).

¢ heifst separabel, wenn L = K(C') ist (das ist insbesondere stets dann der Fall,
wenn char(K) = 0 ist), sonst inseparabel. ¢ heifst rein inseparabel, wenn L =

¢* (K (D)) ist. &

10.3. Folgerung. Zwei irreduzible Kurven C' und D dber K sind genau dann
birational dquivalent iber K, wenn ihre Funktionenkorper K(C') und K(D) iso-
morphe Kdérpererweiterungen von K sind.

Beweis. ,=* Sei ¢: C — D eine birationale Abbildung mit Inverser ¢ = ¢!
Nach Satz 10.1 ist dann ¥* 0¢* = (po1))* = idg(py und ¢*op* = (Yo ¢)* = idg(c),
also ist ¢* ein K-linearer Isomorphismus von K (D) und K(C).

=" Sel a: K(D) — K(C) ein K-linearer Isomorphismus mit inversem Isomor-
phismus 3 = a~!. Dann gibt es nach Satz 10.1 eine rationale Abbildung ¢: C' — D
mit o = ¢* und eine rationale Abbildung v: D — C mit § = ¢*. Es folgt

(wogb)*qu*ow*:aoﬁ:id[((c) und
(¢O¢)*:¢*O¢*:5Oa:idmm>

also sind ¢ und v zueinander inverse rationale Abbildungen; damit sind C' und D
birational dquivalent. a

10.4. Folgerung. Seien Cy, Cy, C5 irreduzible Kurven tiber K und ¢1: C; — Cy,
¢o: Cy — C3 nicht-konstante rationale Abbildungen. Dann gilt

deg(¢2 0 ¢1) = (deg ¢2)(deg ¢1) ,

deg,(¢2 0 ¢1) = (deg, ¢2)(deg, ¢1),

deg;(¢2 0 ¢1) = (deg; ¢2)(deg; ¢1) -

Bewers. Die erste Gleichung folgt aus der Multiplikativitat der Grade in der Kor-
pererweiterung K (Cs) — K(Cy) — K(Ch).

Fiir die zweite Gleichung sei L der maximale separable Zwischenkorper der Er-
weiterung K(Cs) — K(Cy), L' der maximale separable Zwischenkorper der Er-
weiterung K (C3) — K(C3) und L” der maximale separable Zwischenkorper von
K(Cy) — K(Cy). Dann gilt L" = K(C3) - L und [L : L'} = [L" : K(C5)|. Damit
erhalten wir
deg,(d2 0 ¢1) = [L: K(Cy)] = [L: L] - [L": K(C3)]
= [L": K(Cy)] - [L: K(C3)] = (deg, ¢1)(deg, ¢2) -

Die dritte Gleichung folgt aus den ersten beiden. a

Jetzt kénnen wir die relevanten Abbildungen einfithren. Es zeigt sich, dass es (wie
bei Isomorphismen) geniigt, die Minimalvoraussetzung ¢(O) = O zu fordern.
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10.5. Definition. Seien F und E’ elliptische Kurven iiber K. Eine Isogenie von
E nach E’ ist ein Morphismus ¢: £ — E’, sodass ¢(O) = O ist. Die Kurven FE
und E’ heifen isogen, wenn es eine nicht konstante Isogenie £ — FE’ gibt. &

So eine Isogenie ist also entweder konstant: ¢(P) = O fiir alle P € E, oder surjektiv

(als Abbildung ¢z : E(K) — E'(K)).
In der Literatur wird die konstante Abbildung P + O nicht immer als Isogenie
angesehen.

Die wichtigste Eigenschaft von Isogenien ist, dass sie automatisch die Gruppen-
strukturen von F und E’ respektieren.

10.6. Satz. Sei ¢p: E — E' eine Isogenie. Dann qilt ¢pr,(P+ Q) = ¢r(P)+ ¢r(Q)
fiir alle P,Q € E(L), d.h., ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Siehe zum Beispiel [Sil, Thm. II1.4.8]. Wir konnen hier nur eine Andeu-
tung bringen: Wir hatten bemerkt, dass die Summe P + () dadurch charakterisiert
ist, dass es eine rationale Funktion f auf E' gibt, die in P und @ einfache Nullstellen
und in O und P+ (@ einfache Polstellen hat. Wenn ¢: E — E’ ein nicht-konstanter
Morphismus ist mit ¢(O) = O, dann konnen wir die Norm von f, N(f) € K(E’)
beziiglich der durch ¢* gegebenen Korpererweiterung betrachten. Diese Funkti-
on N(f) hat dann einfache Nullstellen in ¢(P) und ¢(@)) und einfache Pole in
»(0) = O und ¢(P + Q). Es folgt, dass ¢(P + Q) = ¢(P) + ¢(Q) ist. Q

Die wichtigsten Beispiele von Isogenien sind die Multiplikationsabbildungen. Sei
m € Z und sei E eine elliptische Kurve. Dann definiert

m]: E> P+—— [m|(P)=m-PekFE

eine Isogenie (m- P ist dabei das m-fache von P als Element einer abelschen Gruppe
(= Z-Modul)). [m] ist fiir m # 0 nicht konstant (vgl. [Sil, Prop. I1I1.4.2.(a)]). Man
zeigt das direkt fiir m = 2. Es geniigt dann, den Fall m ungerade zu behandeln.

Im Fall char(K') # 2 findet man einen Punkt P € E(K) mit P # O und 2P = O;
dann ist mP = P # O, also ist [m] nicht konstant. Im Fall char(K) = 2 zeigt
man die Aussage direkt fiir m = 3 und verfihrt dann &hnlich mit einem Punkt
der Ordnung 3.

Wollen wir andeuten, auf welcher elliptischen Kurve wir die Multiplikationsabbil-
dung betrachten, dann schreiben wir [m]g.

10.7. Definition. Die Isogenien £ — FE (wie zum Beispiel die Multiplikations-
abbildungen) heifen dann auch Endomorphismen; sie bilden einen Ring End (E)
(der ein Unterring des Endomorphismenrings der abelschen Gruppe E(K) ist) —
die Summe ist punktweise definiert: (¢ + ¥)(P) = ¢(P) + ¥ (P), das Produkt als

Hintereinanderschaltung: ¢ - ¢ = ¢ o). &

Wie fiir jede nicht-konstante rationale Abbildung zwischen Kurven haben wir fiir
jede nicht-konstante Isogenie ¢: F — E’ den Grad deg ¢, den separablen Grad
deg, ¢ und den inseparablen Grad deg; ¢. Der Vollstédndigkeit halber setzt man
noch deg0 = deg,0 = deg;0 = 0 (wo links 0 die konstante Isogenie P +— O
bezeichnet). Es gilt dann

deg(yp o ¢) = (degyp)(deg¢),  degp>0 und  deggp=0 <= ¢ =0.
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10.8. Satz. Der Endomorphismenring Endg (E) ist ein nullteilerfreier Ring der SATZ

Charakteristik 0. Endomorphis-
menring

Beweis. Seien ¢,1) € Endg(E) mit ¢ - ¢ = 0. Dann folgt 0 = deg(¢yp) =

deg(¢) deg(v), also gilt deg(¢) = 0 oder deg(v)) = 0 und damit ¢ = 0 oder

¢ = 0. Damit ist gezeigt, dass End (F) nullteilerfrei ist.

Auferdem ist [m] = 0 (d.h. konstant) nur dann, wenn m = 0 ist; der Homo-
morphismus Z 3 m +— [m] € Endg(FE) ist also injektiv. Das bedeutet, dass der
Endomorphismenring Charakteristik null hat. u

Insbesondere haben wir immer die Einbettung Z > m — [m| € Endg(E).

Man kann die moglichen Endomorphismenringe ziemlich genau klassifizieren. In
Charakteristik 0 ist Endg(E) = Z der Normalfall. Uber endlichen Kérpern ist
der Endomorphismenring aber stets grofser, da man zuséatzlich den Frobenius-
Endomorphismus (z,y) — (x9,y?) hat (wobei ¢ die Grofe des Grundkorpers ist).
Darauf kommen wir spéater noch ausfiihrlich zu sprechen.

10.9. Bemerkung. Folgende Aussagen aus dem Beweis von Satz 10.8 gelten all- BEM
gemeiner fiir Isogenien zwischen moglicherweise verschiedenen elliptischen Kurven: Eigenschaften

Vi, s E— E 0 B 5 E": $o(d1+¢s) =tod +vop, von Isogenien
Vo: E— E' {1,100 E' 5 E": (1 +1n)odp=1ro0dp+1pod
Vo: E— FE ¢: E' - E": ¢o¢p=0 <= (¢»=0oder ¢ =0)

Dabei ist die Summe zweier Isogenien £ — E’ wie in Definition 10.7 punktweise
definiert. a

Eine ganz wichtige Eigenschaft ist auch die folgende.

10.10. Satz. Sei ¢: E — E' eine nichit-konstante Isogenie vom Grad m. Dann SATZ
gibt es genau eine Isogenie ngS: E' — FE, die zu ¢ duale Isogenie, sodass ggogb = [m|g duale

ist. Es gilt dann auch ¢ o ¢ = [m]g . Weitere Eigenschaften sind: Isogenie
(1) Ist: E' — E" eine weitere Isogenie, dann gilt m = ¢o.

(2) Ist: E — E' eine weitere Isogenie, dann gilt w = o+

(3) 6=0.

(4) deg(o) = deg(¢).

(5) Firm € Z gilt [;n\]E = [m]g und deg([m]g) = m?.

Man setzt noch 0 = 0; dann gelten (1)—(5) fiir beliebige Isogenien.

Beweis. Siehe zum Beispiel [Sil, Thms I11.6.1 und 6.2]. Wir zeigen hier die Exi-
stenz von ¢ nicht. Die Eindeutigkeit ergibt sich so: Seien ,1': E' — E Isogenien

mit 1 o ¢ =1’ 0 ¢ = [m]. Dann folgt (» — 1)) op =1 o —1) o =0; weil p #0
ist, folgt daraus ¢ — ¢’ =0, also ¢ =)/,

Aus do ¢ = [m] g folgt auch
(pod)op=go(pod)=dolmlp=[mlpod
und dann mit einem #hnlichen Argument wie eben ¢ o ¢ = [m] .

Wir zeigen jetzt noch einige der Eigenschaften.
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(1) Sei m = deg ¢, n = deg1; dann ist deg(t) o ¢) = nm. Die Isogenie ¢ o) erfiillt

~

(potv)o(Wog)=do(hor)od=dolnod=n]o(po¢)=I[n]o[m|=[nm],

muss also wegen der Eindeutigkeit gleich m sein.

(5) Dass deg[m] = m? ist, kann man durch eine explizite Rekursion fiir die Funk-
tionen r,,(x), die die z-Koordinate von mP fiir P = (z,y) liefern, beweisen
(siehe Lemma 10.11 unten). Wegen [m] o [m] = [m?] = [deg[m]] folgt daraus

[m) = [m].
(4) Es gilt m? = deg[m] = (deg q@)(deg ¢) = (deg ngS)m, es folgt deg d = m = deg ¢.

(3) Es gilt ¢ o ¢ = [m] = [deg @], also folgt ¢ = ¢.
(2) Das beweisen wir hier nicht. a

10.11. Lemma. Ist ¢: E — E' eine nicht-konstante Isogenie zwischen ellipti-
schen Kurven, die durch Weierstraf-Gleichungen der Form y? = f(x) gegeben
sind, dann hat ¢ die Form (x,y) — (r(z),s(z)y) mit Quotienten von Polyno-
men r(z) = p(x)/q(x) und s(x). Ist r(x) in gekiirzter Form gegeben, dann ist
deg ¢ = max{deg p, deg q}.

Beweis. Da y eine quadratische Gleichung iiber K(x) erfiillt, kann man jede ra-
tionale Abbildung F — E’ eindeutig in der Form

(z,y) — (r1(x) + ra(2)y, s1(x) + s2(x)y)

schreiben, mit rationalen Ausdriicken 7, r9, s1, s2. Nun gilt ¢(z, —y) = —¢(z,y),
also

(r1(z) — ro(m)y, s1(z) — sa(w)y) = (r1(z) + ra(z)y, —s1(x) — sa(2)y) -
Daher miissen r5 und s; auf E verschwinden.

Auferdem gilt (wenn ', 3/ die affinen Koordinatenfunktionen auf £’ bezeichnen)

[K(E"): K(2)] = [K(2")(¥) : K(2')] =2 und [K(FE) : K(x)] = 2, sowie
K (@) : K(2')] = [K(@) : K (r(x))] = max{degp, deg q} .
Aus der Multiplikativitat der Grade in Korpererweiterungen folgt dann

deg ¢ = [K(E) : K(E')]

_ [K(E) : K(2)][K(x) : K(2')]
[K(E") : K(2')]
= [K(z) : K(2")] = max{degp, degq} . Q

Die Aussage, dass die z-Koordinate von ¢(x,y) die Form r(x) hat, gilt allgemein,
auch fiir lange Weierstrafs-Gleichungen. Dasselbe gilt fiir die Formel fiir den Grad
von ¢.

Nach so vielen neuen Begriffen ist ein Beispiel angebracht.

LEMMA
Form von
Isogenien
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10.12. Beispiel. Sei K ein Korper mit char(K) # 2, und sei BSP

B’ =2 +as’+br Isogenie

eine elliptische Kurve iiber K. (Das bedeutet b # 0 und a® —4b # 0.) Man beachte,
dass der Punkt (0,0) € E(K) die Ordnung 2 hat. Dann ist auch

By =12°—2a2* + (a®> — 4b)x
eine elliptische Kurve iiber K, und wir haben die beiden dualen Isogenien

2 p— g2 2> +ar+b b—x?
¢: E— E', (x,y)r— (% y) :( , y)

2 z 2

. 2 a? —4b—2?
D F E Yy a-v-r
¢ — ’ ($, y) — (4%2 ) Q2 y)
Man sieht, dass beide Grad 2 haben, und man rechnet nach, dass ggo ¢ = [2]g und
¢ o ¢ = [2]p ist, wie es sein muss (Ubung).
Der Kern von ¢ besteht offenbar aus den zwei Elementen O, (0,0) € F(K); analog

besteht der Kern von ¢ aus den beiden Elementen O, (0,0) € E'(K). Dass die
Grofe des Kerns gerade dem Grad entspricht, ist kein Zufall. Allerdings kann es
vorkommen, dass die Punkte im Kern nicht alle K-rational sind. &

Wenn wir den Satz iiber die duale Isogenie auf den Endomorphismenring (also
[sogenien F — E) anwenden, dann bekommen wir folgendes Resultat.

10.13. Satz. Die Abbildung Endx(E) — Endg(E), ¢ — ¢, ist eine Anti-Involu- SATZ
tion von Endg(F) (d.h. ein zu sich selbst inverser Anti-Automorphismus, wobei Dualisieren
das ,Anti* sich darauf bezieht, dass die Reihenfolge der Faktoren in einem Produkt in Endg(FE)
vertauscht wird). Wenn wir Z mit seinem Bild in Endg(F) identifizieren, dann
qilt

G+dEZ und oo = deg(o) .
Auferdem definiert deg eine positiv definite quadratische Form auf Endg(E).

Beweis. Dass das Dualisieren eine Anti-Involution ist, folgt aus Satz 10.10, (1)
bis (3). Der erste Teil dieses Satzes zeigt auch ¢¢ = deg(¢). Um zu sehen, dass
¢ + ¢ € Z ist, betrachten wir

Z3deg(1+6) = (1+¢)(1+0) = (1+¢)(1+0) = 1+ b+ + deg(e).

Dass deg eine quadratische Form ist, bedeutet, dass deg(n¢) = n?deg¢ ist fiir
n € Z und dass

(¢,9) > deg(¢ + 1) — deg(¢) — deg(v))
Z-bilinear in ¢ und v ist. Die erste Aussage folgt leicht aus Satz 10.10, denn
deg(ng) = (degn)(deg¢p) = n deg(b Die zweite Aussage folgt daraus, dass sich
die rechte Seite umformen lasst zu (bw + wgzﬁ und dass ¢ +— <;§ natiirlich Z-linear ist.
deg ist positiv definit, weil deg(¢) > 0 ist fiir alle ¢, und deg(¢) = 0 ist nur fiir
¢ =0. Q

Es ist das Vorhandensein dieser Anti-Involution, die eine positiv definite quadra-
tische Form induziert, die die Klassifikation der méglichen Endomorphismenringe
ermoglicht (zusammen mit einem weiteren Resultat, das den Rang von Endg (E)
als Z-Modul durch 4 beschrénkt).
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Wir brauchen noch ein Resultat iiber den Zusammenhang zwischen der Grofse des
Kerns einer Isogenie und ihrem (separablen) Grad.

10.14. Satz. Sei ¢: E — E' eine nicht-konstante Isogenie iiber K. Dann gilt fir

alle P € E'(K)
#o7 (P) = deg,(¢).
Insbesondere hat der Kern von ¢ die Ordnung deg,(¢).

Beweis. Siehe [Sil, Thm. 111.4.10]. Grob gesagt, erhalten wir eine algebraische
Gleichung vom Grad deg ¢ fiir die z-Koordinaten der Urbilder von P = (§,n), die
sich schreiben lisst als f(2#") = f1(a?") =& fo(2?") = 0, wo p* der inseparable Grad
von ¢ und deg, ¢ = deg f = max{deg f1,deg f>} ist. (Dabei ist p die Charakteristik
von K. Im Fall char(K) = 0 ist p* = deg; » = 1.) Dann ist f(x) fiir fast alle £
ein Polynom ohne mehrfache Nullstellen, also gibt es fiir fast alle £ genau deg, ¢
Losungen in K, die zu genau deg, ¢ Punkten @ fiihren mit ¢z (Q) = P. (Genau
einer der Punkte mit der jeweiligen z-Koordinate wird auf P abgebildet, der andere
(wenn es ihn gibt) auf —P.) Da die Mengen ¢'(P) fiir verschiedene P durch
Translation (Addition eines geeignetes Punktes in F(K)) auseinander hervorgehen,
miissen dann alle diese Mengen genau deg, ¢ Elemente haben. a

Fiir den Fall, dass wir in Charakteristik p sind, brauchen wir noch Informationen
dariiber, wann eine Isogenie (d.h. die von ihr induzierte Korpererweiterung der
Funktionenkorper) nicht separabel ist.

Sei dazu FE eine elliptische Kurve iiber einem Korper K der Charakteristik p,
und sei ¢ = p°® eine Potenz von p. Wenn wir in der Weierstraf-Gleichung von E
jeden Koeffizienten a; durch seine g-te Potenz ag ersetzen, bekommen wir eine
Gleichung, die eine elliptische Kurve £@ {iber K definiert (die Diskriminante der
neuen Gleichung ist die g-te Potenz der Diskriminante der alten Gleichung, also

von null verschieden). Aufterdem definiert dann
¢: B — BE@, (2,y) — (a7, y7)

eine Isogenie. Wenn K endlich und ¢ eine Potenz von #K ist, dann ist £ = F:
¢ heiftt im Fall ¢ = #K der Frobenius-Endomorphismus von E.

10.15. Lemma. Sei K =F, mit ¢ = p° und E eine elliptische Kurve tiber K.

(1) Sei ¢: E — E®  (x,y) — (2P,y?). Dann ist ¢ rein inseparabel:
deg ¢ = deg; ¢ = p.
(2) Sei m € Endg(FE) der Frobenius-Endomorphismus und seien m,n € Z. Der

Endomorphismus m + nrm ist genau dann separabel, wenn m mnicht durch p
teilbar ist.

Beweis. Siehe [Sil, Cor. I11.5.5 und Prop. I1.2.11]. Teil (1) ist klar, denn wir ad-
jungieren eine p-te Wurzel. Die Aussage iiber den Grad folgt aus Lemma 10.11.

Es gilt deg ¢ = p, also [p] = 6¢, und damit deg;[p] > deg; » = p > 1. Wir konnen
7 = ¢ zerlegen (mit : E®) — E, (x,y) — (xpﬁ_l,ypﬁ_l)). Ist m = pm/ durch p
teilbar, dann haben wir m +nm = (m'¢ +n1) o ¢; dieser Endomorphismus ist also
inseparabel. Dass die Multiplikation mit m im Fall p { m separabel ist, folgt aus
p t m? = deg[m| und der Tatsache, dass der inseparable Grad stets eine Potenz
von p ist. Fiir die andere Richtung von (2) (die fiir uns wichtiger ist), braucht man
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die Aussage, dass die Summe einer separablen und einer inseparablen Isogenie
separabel ist. Das kann man (wie in Silvermans Buch) mit Hilfe des invarianten
Differentials beweisen. a

10.16. Definition. Ist ¢: £ — FE’ eine Isogenie, dann schreiben wir E[¢] fiir
ihren Kern, d.h.

E[¢] = ker¢g = {P € E(K) | ¢x(P) = O}.
Fiir die K-rationalen Punkte im Kern schreiben wir E(K)[¢]. Ist ¢ = [m] eine

Multiplikationsabbildung, dann schreiben wir einfach E[m] fir den Kern (also die
Gruppe der Punkte, deren Ordnung ein Teiler von m ist). &

DEF
E[¢]
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11. TORSION UND WEIL-PAARUNG

In diesem Abschnitt wollen wir die Struktur der m-Torsionspunkte einer ellipti-
schen Kurve genauer untersuchen. Das sind die Punkte P mit m - P = O.

11.1. Satz. Sei E eine elliptische Kurve tiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper K und set m € Z~y.

(1) Wenn char(K) kein Teiler von m ist (2.B. char(K) =0), dann ist
E[m| =2 Z/mZ x Z/mZ.
(2) Wenn char(K) = p # 0 ist, dann gilt entweder
E[p?] = {0} fire=1,2,3,..., oder
Ep| =2 Z/p°Z fire=1,2,3,....

Im ersten Fall heifit E supersinguldr, im zweiten Fall gewéhnlich (engl. ordi-
nary).

Bewezs.

(1) In diesem Fall ist [m] separabel, also gilt #E[m] = deg([m|) = m?. Entspre-
chend gilt fiir alle Teiler d von m, dass #FE|[d| = d? ist. Daraus und aus dem
Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen folgt die Behauptung.

(2) Sei ¢: E — E®) | (x,y) — (a2, y?), und sei ¢: E® — E die duale Isogenie.
Dann gilt (unter Beachtung von deg, ¢ = 1; vgl. Lemma 10.15, (1))

#E[p°] = deg,[p] = (deg,[p])* = (deg, 9¢)° = (deg, §)°;
Auferdem ist degsgzg ein Teiler von deg(ﬁ = deg ¢ = p. Die beiden méglichen
Falle entsprechen den Moglichkeiten deg, ¢ = 1 und deg, ¢ = p. d

Wenn wir eine elliptische Kurve E iiber einem endlichen Koérper K haben, dann
ist F(K) endlich, sagen wir der Ordnung #F(K) = n und damit enthalten in
E[n]. Nach dem Struktursatz iiber endliche abelsche Gruppen und unserem Re-
sultat tiber die n-Torsionspunkte folgt dann E(K) = Z/d1Z x 7Z/doZ mit d; | ds
und didy; = n. Auferdem muss p 1 d; gelten, wenn p die Charakteristik von K
ist. Im Folgenden wollen wir eine Zusatzstruktur auf E[n| beschreiben, die die
Moéglichkeiten fiir d; noch weiter einschrankt.

11.2. Satz. Sei E eine elliptische Kurve tiber K. Dann gibt es fiir jede natiirliche
Zahl m, die kein Vielfaches der Charakteristik von K ist, eine Abbildung

em: E[m] x E[m] = pp,

(wobei pu,, die Gruppe der m-ten Einheitswurzeln in K ist) mit folgenden Eigen-
schaften.

(1) e, ist bilinear:
em(51 -+ SQ, T) = €m<Sl, T)em(Sg, T) s €m(S, T1 -+ TQ) = €m(S, Tl)em(S, TQ) .
(2) ey, ist alternierend: e, (T, T) = 1.

(3) ey, ist nicht-ausgeartet: Wenn e,(S,T) = 1 gilt fir alle T € Elm]|, dann ist
S = O. Insbesondere ist e,, surjektiv.
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(4) e ist vertrdglich mit der Operation der Galois-Gruppe von K dber K, d.h.
fir o € Gal(K/K) gilt

em(a(S),0(T)) = o(en(S,T)).
(5) em und ey sind miteinander kompatibel: Fir S € Elmm/] und T € E[m] gilt
Cmm' (S, T) = e, (m'S, T).

(6) Ist ¢p: E — E' eine Isogenie, dann sind ¢ und gg beziiglich e,, adjungiert, d.h.
fir S € Elm] und T € E'[m] gilt

en(S, $(T)) = em(4(S),T)

(wobei das linke e,, zu E und das rechte zu E' gehirt).
Diese Abbildung e,, heifst (m-)Weil-Paarung.

Beweis. Siehe [Sil, § IT1.8]. Wir kénnen hier nur einen Teil des Beweises andeuten.
Sei S € E[m|. Wir wissen (nach Bemerkung 9.3), dass es rationale Funktionen
l; in K(E) gibt, sodass [; einfache Nullstellen in S und jS und einfache Pole
in O und (j + 1)S hat (wenn von diesen vier Punkte welche zusammenfallen,
miissen die Nullstellen und Pole miteinander verrechnet werden). Fiir das Produkt
fs=Ully- 1,1 gilt dann, dass fg in S eine m-fache Nullstelle und in O einen
m-fachen Pol hat. Auf analoge Weise kann man zeigen, dass es eine rationale
Funktion auf £ gibt mit Nullstellen in Py, ..., P, und Polstellen in Q1, . .., @, (mit
Vielfachheit gerechnet), wenn Py + -+ + B, = Q1 + -+ + Q, gilt. Sei Q € F(K) A. Weil
mit m@) = S. Dann gibt es demnach eine Funktion gg mit einfachen Nullstellen 1906-1998
in allen @ + T und einfachen Polstellen in allen 7', wobei T' die Gruppe E[m|  Foto © MFO
durchlauft (die m? Elemente hat). Die Funktion g% hat dann dieselben Null- und

Polstellen wie fg o [m], woraus folgt, dass der Quotient dieser beiden Funktionen

konstant ist. Sei nun 7' € E[m]. Wir betrachten die Funktion

gs(P+1T)
g9s(P)
Wenn gg(P) und gs(P + T') beide definiert und # 0 sind, dann folgt
(gS(P + T))m _ gs(P+1T)™ _ fs(mP +mT) _ fs(mP) _
9s(P) gs(P)™ fs(mP) fs(mP)

(denn mT = O). Also ist obige Funktion konstant, und ihr Wert ist eine mte
Einheitswurzel. Wir setzen

E>P+—

_gs(P+1T)
en(5,T) = 9s(P)

fiir jeden Punkt P € FE, fiir den die rechte Seite definiert ist.

(1) Fiir 77, Ty € Em] gilt mit passendem P € E

_gs(P+T) gs((P+T)+1Ty)

en(S To)em (5, T2) = 9s(P) g9s(P +Th)
Cgs(P+(Th+Ty)) o
_ i = (S, T+ T).
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Fiir die andere Relation sei h eine Funktion mit Nullstellen in S; und Sy und

Polen in O und S + S;. Dann ist fs,15,h™ = cfs, fs, mit einer Konstanten

¢ # 0. Es folgt gg,+5, - (ho[m]) = gs,gs, und daraus

95, (P+T) gs,(P+T)

N 9s,(P) s, (P)

_ 9s,+5, (P + T)h(mP +mT) _
gs,+5,(P)h(mP)

em(Sl, T)Gm(SQ, T)

em(Sl + SQ) T) )

denn mT = O.
(2) Sei Q € E(K) mit m@Q = T. Das Produkt
fr(P) fr(P+T)fr(P+2T) - fr(P+ (m —1)T)

ist konstant (denn alle Nullstellen und Pole heben sich weg). Damit ist auch
die Funktion

P gr(P)gr(P + Q)gr(P +2Q) - gr(P + (m — 1)Q)

konstant (denn ihre mte Potenz ist im Wesentlichen das fr-Produkt). Wenn
wir P 4 () einsetzen, haben wir

gr(P)gr(P + Q)gr(P +2Q) - - - gr(P + (m — 1)Q)
= gr(P + Q)gr(P +2Q) - - - gr(P + (m — 1)Q)gr(P + mQ),
also gr(P) = gr(P +mQ) = gr(P + T) und damit e,,(T,T) = 1.

(3) Das konnen wir hier nicht beweisen. Die Surjektivitit von e,, folgt dann so:
Wenn e, nicht surjektiv wére, dann ware das Bild eine echte Untergruppe
VO [iy,, also von der Form gy mit einem echten Teiler d von m. Dann wiirde

fir alle S,T € E[m] gelten, dass e,,(dS,T) = e,,(S,T)¢ = 1 ist. Die Nicht-
Ausgeartetheit von e, impliziert dann dS = O, also S € E[d|. Damit ergébe
sich die absurde Inklusion F[m| C E[d], also muss die Annahme falsch sein.

(4) Wir kénnen die gg so wihlen, dass 0(gs) = go(s) ist (das erfordert etwas
Uberlegung). Dann folgt

9o(s)(0(P) +o(T)) _ <95(P+T)
9o(s)(a(P)) 9s(P)

(5) ist nicht allzu schwer (Ubung).

en((8),0(T)) = ) = olen(S,7)).

(6) beweisen wir hier nicht. Q

11.3. Folgerung. Sei E eine elliptische Kurve iber K. Sei pu(K) die aus allen FOLG
Einheitswurzeln in K bestehende Untergruppe von K*. Wir setzen voraus, dass Struktur
w(K) endlich ist. der Torsion

Dann gilt fiir jede endliche Untergruppe G von E(K): G = Z/d\Z x Z/d2Z mit
dy | dy und didy = #G, wobei dy ein Teiler von #u(K) ist und nicht von der
Charakteristik von K geteilt wird.

Beweis. Sei G eine endliche Untergruppe von E(K) und #G = n. Dann ist
G C Eln] und E[n] C Z/nZ x Z/nZ, also hat G jedenfalls die angegebene Form,
und es sind nur noch die Teilbarkeitsaussagen an d; zu zeigen. Wére d; ein Viel-
faches der Charakteristik p (die dann nicht null ist), dann hétten wir

Z/pZ x Z/pZ C G N Ep] C E[p],



§11. Torsion und Weil-Paarung 42

im Widerspruch zu Satz 11.1. Fiir die andere Aussage (d; teilt #u(K)) beachten
wir, dass F[d;] C G C E(K) ist. Da die Weil-Paarung ey, surjektiv ist, gibt es
S, T € E(K)[d] = Eld;] mit e4,(S,T) = ¢, wo ¢ € K eine primitive d;-te Ein-
heitswurzel ist. Wenn wir ein Element o der Galois-Gruppe Gal(K /K ) anwenden,
bleibt die linke Seite unverdndert (da S und T fest bleiben), also liegt ¢ schon
in K. Es folgt ¢ € p(K) und damit d; = ord(() | #u(K). a

Die Aussage der Folgerung ist analog zu der bekannten Aussage, dass eine endliche
Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers stets zyklisch ist.

Fiir eine elliptische Kurve E iiber Q gilt, dass die Gruppe E(Q) endlich erzeugt
ist (Satz von Mordell). Sie hat also die Form F(Q) = T' & Z" mit einer endlichen
abelschen Gruppe T. Da u(Q) = {£1} ist, erhalten wir die Aussage, dass T
entweder zyklisch oder von der Form Z/27 x Z/2dZ ist. Ein beriihmtes Resultat
von Mazur sagt dann, dass es fiir zyklisches T" genau die Moglichkeiten #7° < 10
oder = 12 gibt. Im anderen Fall muss d < 4 sein.
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12. ELLIPTISCHE KURVEN UBER ENDLICHEN KORPERN

Einige Spezifika im Zusammenhang mit endlichen Grundkorpern (oder jedenfalls
im Fall von null verschiedener Charakteristik) sind schon angedeutet worden. Wir
wollen uns jetzt griindlicher mit dieser Situation beschéftigen. Dies geschieht vor
allem im Hinblick darauf, dass gerade elliptische Kurven iiber endlichen Kérpern
interessante Anwendungen gefunden haben.

Zur Erinnerung folgt hier eine Zusammenstellung der wichtigsten Tatsachen iiber
endliche Korper.

12.1. Satz.

(1) Die Anzahl der Elemente eines endlichen Kirpers ist eine Primzahlpotenz p’
(mit f>1).

(2) Umgekehrt gibt es zu jeder Primzahlpotenz q = p’ bis auf Isomorphie genau
einen endlichen Kérper IF,.

(3) Die Erweiterungen endlicher Korper haben die FormF, C Fn; so eine Kdrper-
erweiterung ist galoissch mit zyklischer Galois-Gruppe der Ordnung n. Die
Galois-Gruppe wird erzeugt vom Frobenius-Automorphismus x — 9.

(4) Der algebraische Abschluss von By ist die (aufsteigend filtrierte) Vereinigung
F, =, Fyn. Es gilt _
F,={zeF,|2?=uzx}.

(5) Es gilt )
Fg ={reF,| 217 =1} = p1g1(Fy) -
(1n (K) bezeichnet die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in K .)

Elliptische Kurven tiber endlichen Kérpern haben (mindestens) zwei hervorste-
chende Eigenschaften. Zum einen ist die Gruppe der rationalen Punkte zwangs-
laufig endlich; ihre Ordnung ist daher ein wichtiges Datum. Zum anderen hat
eine solche Kurve stets aufser den Multiplikationsendomorphismen auch noch den
Frobenius-Endomorphismus. Wie wir gleich sehen werden, gibt es einen Zusam-
menhang zwischen diesen beiden Dingen.

Eine heuristische Uberlegung lésst einen vermuten, dass eine elliptische Kurve
iiber dem endlichen Korper F, ungefahr ¢ + 1 rationale Punkte haben sollte: Die
durchschnittliche Zahl von Lésungen der Gleichung y? = a, wenn a den Kérper F,
durchlauft, ist 1 (fiir ungerade Charakteristik). Wenn wir annehmen, dass die
Werte eines Polynoms f(z) = 23+ ay2? 4+ a4z + ag anniihernd zufillig verteilt sind,
dann sollte die Anzahl der Losungen von y? = f(z) etwa ¢ sein; also erwarten wir
#E(F,) ~ g+ 1, wenn E die durch diese Gleichung definierte Kurve ist.

Das stimmt tatséchlich, und man kann die Abweichung sogar sehr genau beschréan-
ken. Der folgende Satz wurde zuerst von Hasse bewiesen.

12.2. Satz. Sei E eine elliptische Kurve tiber dem endlichen Korper Fy, und sei
¢ € Endg, (E) der Frobenius-Endomorphismus (z,y) — (z7,y9).

(1) Seit = ¢+ ¢ € Z die Spur des Frobenius. Dann gilt in Endr, (E) die Relation
¢2 - t¢ + q= 0 )
und [t| < 2,/q.
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(2) Es gilt #E(F,) = deg(¢ — 1) = ¢ + 1 — t. Insbesondere haben wir
[#EF,) — (¢ +1)] <274,

Beweis.
(1) In Endg, (£) gilt
0=(6-9)(6—9) ="~ (0 + )+ b =0 —td+q,

denn ¢¢ = deg(¢) = q.
Fiir eine rationale Zahl r/s € Q gilt

2 1 1
(g) —tg +q= ?02 —trs+qs?) = ?deg(r—&b) >0,
also hat das Polynom X? — t X + ¢ nicht-positive Diskriminante: t2 — 4¢q < 0,
d.h. [t] < 2,/q.

(2) Es gilt

EF,) ={(&n) € E(F,) [ §=¢&%n=n"}U{0}
={P € E(F,) | ¢(P) = P}
=ker(¢p —1).
Da ¢—1 separabel ist (Lemma 10.15), gilt #E(F,) = #ker(¢—1) = deg(p—1)
(Satz 10.14). Auferdem ist

deg(p—1)=(¢—1)(¢—1)=¢d— (p+ @) +1=qg—t+1. 0

Unter Beriicksichtigung von Folgerung 11.3 kénnen wir iiber die Struktur der
Gruppe E(F,) also folgende Aussagen machen:

E(F,) = Z/dZ x Z)dd'Z
mit d | ¢ — 1 und |d*d’ — (¢ + 1)| < 2,/q.

Es folgt noch ein Ergebnis iiber den Zusammenhang zwischen Isogenien und der
Anzahl der rationalen Punkte.

12.3. Satz. Seien E und E' zwei elliptische Kurven dber F,. Dann sind die beiden SATZ
folgenden Aussagen dquivalent: isogene

o ) ell. Kurven
(1) E und E' sind isogen tber F,,.

(2) #E(F,) = #E(F,).

Beweis. Wir werden hier nur die Richtung ,,(1) = (2)* beweisen. Der Beweis der
anderen Richtung erfordert sehr tief liegende Hilfsmittel.

Wir setzen also voraus, es gebe eine (nicht-konstante) iiber [F, definierte Isoge-
nie ¢: E — E’. Wir bezeichnen mit ¢ und ¢’ die Frobenius-Endomorphismen
von FE und von E’ und mit ¢ bzw. ¢’ ihre Spuren. Da die Abbildung z — x? mit
den vier Grundrechenarten kommutiert und die Elemente von F, fest ldsst, folgt
o ¢ = ¢ o). Ebenso gilt d)oqﬂ = 1$0¢’ , woraus wir durch Dualisieren bekommen
o qAS = gﬁ’ o . Zusammen implizieren diese Relationen

Yol =top+podp=¢ o+dop=[t]op=1olt].
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(Die letzte Gleichung folgt, weil ¢ ein Homomorphismus ist.) Wir verkniipfen von
links mit ¢ und erhalten die Gleichung

deg (1)t = deg(y)t'

in End(E). Da deg(¢)) # 0 und End(F) ein Integritétsbereich der Charakteristik 0
ist (Satz 10.8), folgt t = #/, also nach Satz 12.2 auch #E(F,) = #E'(F,). a

Abschliefsend mochte ich hier noch bemerken, dass es einen schnellen Algorithmus
gibt (polynomial in logq), der die Anzahl der rationalen Punkte bestimmt. Er
wurde theoretisch von Schoof entwickelt und von Atkin und Elkies praktikabel
gemacht. Seine Grundidee besteht darin, fiir geeignete Primzahlen ¢ die Restklas-
se von t mod ¢ zu bestimmen und daraus auf den Wert von ¢ (und damit von
#E(F,) = g+ 1 —t) zu schliefen.

Die Zetafunktion.

Wir haben gesehen, dass die Anzahl der rationalen Punkte einer elliptischen Kur-
ve F iiber F, in engem Zusammenhang steht mit dem Verhalten des Frobenius-
Endomorphismus ¢. Nun kénnen wir £ aber auch auffassen als eine elliptische
Kurve tiber Fy» fiir n = 2,3,4,.... In diesem Abschnitt wollen wir uns damit
beschéftigen, wie die Zahlen

#EW,), #EWFz), #EWgp),

miteinander zusammenhéngen. Dazu fithren wir ein Objekt ein, das die Informa-
tion iiber diese Zahlen in geeigneter Weise kodiert.

12.4. Definition. Sei C eine glatte projektive Kurve iiber F,. Die Zetafunktion
von C' ist folgende Potenzreihe mit rationalen Koeffizienten:
#C(F ) #C(Fs)

Z(C,T) = exp (#C(Fq)T+TT2+TT3+...)

- (Z wT> | 5

n

Der Zusammenhang mit der vielleicht naheliegenderen Variante ) . #C(Fg)T
ist durch die logarithmische Ableitung gegeben: -

4 7(C,T) d

> HCF )T =TL =T

—log Z(C,T).
- Z(C.T) dT

Der Grund fiir die etwas umsténdlich erscheinende Definition der Zetafunktion
liegt darin, dass sie in dieser Form eine natiirliche Produktentwicklung hat. Dazu
betrachten wir die Menge der algebraischen Punkte C(F,) = |-, C(Fy). Sie
zerfallt in Bahnen unter der Operation des Frobenius-Endomorphismus ¢. Sei aq
die Anzahl der Bahnen der Linge d. Dann gilt #C(Fs») = >°,, dag, und die

Zetafunktion schreibt sich als
Z(C,T) = [ — 1)
d=1

(Ubung.) AuRerdem stellt sich heraus, dass die Zetafunktion in der definierten
Form eine besonders einfache Gestalt erhilt, wie der folgende Satz zeigt.
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12.5. Satz. Sei C eine glatte projektive Kurve tiber F,. Dann gilt: SATZ
Weil-
(1) Z(C,T) € Q(T) (d.h., Z(C,T) ist die Potenzreihe einer rationalen Funktion). Vermutungen

(2) Z(C,1/(qT)) = ¢*9T?29Z(C,T) (Funktionalgleichung). Dabei ist g das Ge- fiir Kurven
schlecht von C (g =1 fir elliptische Kurven).
(3) Z(C,T) = P(T)/((1 = T)(1 — ¢T)) mit einem Polynom P(T) € Z[T]| vom
Grad 2g, das tiber C faktorisiert als
g
P(T)=[[(1=o; T)(1-a;T))
j=1

mit |a;| = \/q. (,Riemannsche Vermutung®)

12.6. Bemerkungen. BEM
Weil-

(1) Weil hat seine Vermutungen allgemeiner auch fiir h6herdimensionale projek- Vermutungen

tive Varietéten formuliert. Fiir Kurven (und abelsche Varietdten) hat er sie
selbst auch bewiesen (1949). Die verschiedenen Teile der allgemeinen Vermu-
tung wurden zwischen 1960 und 1973 durch Deligne erledigt.

(2) Das Geschlecht g ist eine wichtige Invariante der Kurve C; es ist aber nicht
einfach zu definieren. Fiir eine glatte ebene projektive Kurve vom Grad d gilt
g= %(d —1)(d —2); fiir elliptische Kurven (die glatte ebene projektive Kurven
vom Grad 3 sind) gilt also g = 1.

(3) Die Bezeichnung ,Riemannsche Vermutung® fiir Teil (3) des Satzes kommt von
folgender Analogie. Wir setzen ((C, s) = Z(C, ¢—*); dann hat diese Funktion ¢
einfache Pole bei s = 0 und bei s = 1, und alle ihre Nullstellen haben Realteil %
(Auferdem sagt die Funktionalgleichung, dass ((C,1 —s) = ¢9=D@s=1¢(C, s)
ist, was an die Funktionalgleichung der Riemannschen Zetafunktion erinnert.)

[ )

Wir wollen den Satz jetzt fiir elliptische Kurven beweisen.

Beweis. Sei also E eine elliptische Kurve iiber F, und ¢ € End(E) der Frobenius-
Endomorphismus. Wir hatten gesehen, dass ¢ die Gleichung X2 —t X 4+ ¢ = 0 16st
(Satz 12.2), wobei t = ¢ + ¢ die Spur des Frobenius ist. Weiterhin gilt |¢| < 2,/4,
woraus folgt, dass

X?—tX+qg=(X-0a)(X-a)
ist mit o € C, |a| = \/q. Aukerdem ist

~

X2 —tX +q=(X-¢)(X -9),
das heifst, dass wir einen Isomorphismus
Zla) — Z[¢] C End(FE), a— ¢

haben. (Im Falle o = £,/q verwenden wir dabei, dass End(E) ein Integritétsbe-
reich ist, siehe Satz 10.8.) Nun gilt

#EF)=q+1—-¢p—¢p=q+1—a—a,
und dann entsprechend (denn ¢™ ist der Frobenius-Endomorphismus von E iiber F )

H#EF ) =¢"+1—¢"— " =¢"+1—a" —a".
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Es folgt

Z(E,T) = exp (i @T")

n=1

:exp<
n=1 n

R SRR
= X — 10 — 10
P T T -7 ®1_ar ®1_ar
(1—aT)1—aT) 1—tT+qT?

3
=
=

3

+ +
[ 3
g ile
=3
|

3
)

S|
=

|
)¢
o
S|4
=
~_

,_‘
Q
o

1-T)A—qT) (A-T)A—qT)
Damit ist Teil (1) bewiesen. Teil (2) folgt durch Nachrechnen, und Teil (3) folgt
aus der obigen Aussage iiber a. a

Die vielleicht erstaunlichste Folgerung aus diesem Satz ist, dass die Anzahl der ra-
tionalen Punkte iiber F, einer elliptischen Kurve E bereits alle Anzahlen #E(F ;)
festlegt.
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13. FAKTORISIERUNG UND PRIMZAHLTEST: GRUNDLAGEN

Nachdem wir nun elliptische Kurven kennen gelernt haben und auch ein wenig
iiber die speziellen Eigenschaften elliptischer Kurven iiber endlichen Kérpern Be-
scheid wissen, konnen wir uns einige praktische Anwendungen ansehen. Die erste
Anwendung wird die Faktorisierung grofter Zahlen sein und damit verbunden der
Beweis, dass eine grofse Zahl prim ist. Die Hauptquelle fiir diesen und die folgenden
Abschnitte ist [Col|. Zuerst miissen wir aber das Problem genauer betrachten.

Eine Vorbemerkung zur praktischen Faktorisierung. Sie ist ein rekursiver Prozess,
der sich aus folgenden Teilalgorithmen zusammensetzt.

e Stelle fest, ob eine natiirliche Zahl N zusammengesetzt oder hochstwahr-
scheinlich prim ist.

e Wenn N hochstwahrscheinlich prim ist, beweise, dass N tatséchlich prim
(oder aber doch zusammengesetzt) ist.

e Wenn N zusammengesetzt ist, finde einen nicht trivialen Faktor d und
mache rekursiv mit d und N/d weiter.

Ublicherweise wird man zunichst durch Probedivision alle hinreichend kleinen
Teiler von N finden.

Primzahltest.

Um zu zeigen, dass eine Zahl zusammengesetzt ist, kann man priifen, ob sie Be-
dingungen erfiillt, die fiir alle Primzahlen gelten. Eine Moglichkeit ist der kleine
Satz von Fermat, dem zufolge fiir jede Primzahl p und jede ganze Zahl a mit a L p
gilt:

a*t=1modp.
Wir schreiben a L b fiir die Aussage, dass a und b teilerfremd sind. Das fiihrt zu
folgender Definition.

13.1. Definition. Eine ganze Zahl N > 1 heilt Pseudoprimzahl zur Basis a,
wenn a¥~! = 1 mod N ist (das impliziert a L N).

N heilkt Carmichael-Zahl, wenn N keine Primzahl, aber Pseudoprimzahl zur Ba-
sis a ist fur alle a L V. O

Es ist klar, dass eine Primzahl Pseudoprimzahl zur Basis a ist fiir alle a mit
p 1 a. Wir kénnen also eine Zahl N als zusammengesetzt erkennen, wenn wir
1 < a < N finden mit a”~! # 1 mod N. Hierbei ist wichtig, dass sich der Rest
a1 mod N effizient berechnen lisst (durch sukzessives Quadrieren und Reduk-
tion mod N; bei Verwendung der Standard-Methode fiir die Multiplikation ist die
Laufzeit O((log N)?)). Leider funktioniert dieser Test nicht immer:

13.2. Satz. (Alford, Granville, Pomerance 1994")
Es gibt unendlich viele Carmichael-Zahlen.

Wenn N eine Carmichael-Zahl ist, dann gilt stets ™ ~' = 1 mod N, auker wenn

ggT(a, N) > 1, was aber bei zufilliger Wahl von a fiir grofes N extrem unwahr-
scheinlich ist.

Es gibt allerdings eine Variante, die besser funktioniert. Dazu verscharfen wir die
Bedingung in Definition 13.1.

IW. R. Alford, A. Granville, and C. Pomerance: There are infinitely many Carmichael num-
bers, Annals of Mathematics 139 (1994) 703-722.

DEF
Pseudo-
primzahl

Carmichael-
Zahl

SATZ
unendlich
viele

Carmichael-
Zahlen
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13.3. Definition. Sei N eine ungerade natiirliche Zahl. Wir schreiben N —1 = 2!q
mit ¢ ungerade. Sei weiter a eine ganze Zahl. Dann heifst N starke Pseudoprimzahl
zur Basis a, wenn gilt:

a?=1mod N oder a*1= —1mod N fiir ein 0 < e < t. &

Dass wir N als ungerade voraussetzen, ist keine wesentliche Einschrankung, da
wir ja sehr einfach feststellen kénnen, ob N durch 2 teilbar ist.

13.4. Satz.
(1) Ist N prim, so ist N starke Pseudoprimzahl zur Basis a fir alle N 1 a.

(2) Ist N zusammengesetzt, so ist N starke Pseudoprimzahl zur Basis a fir we-
niger als N/4 Zahlen a mit 1 < a < N.

Bewezs.

(1) Wenn N = p eine Primzahl ist, dann folgt aus 22 = 1 mod p, dass z = +1 mod
p ist (denn das Polynom X?—1 kann im Kérper F,, hochstens zwei Nullstellen
haben). Der kleine Satz von Fermat sagt, dass a?~! = a2'4 = 1 mod p ist.
Es folgt, dass entweder a? = 1 mod p ist oder a*Y = —1 mod p ist fiir ein
0<ex<t.

(2) Wir betrachten zunichst den Homomorphismus
(Z/NZ)* — (Z/NZ)*,  ar—a” .
Sei G C (Z/NZ)* sein Kern. Dann gilt #G < #(Z/NZ)* < N. (N ist genau
dann Carmichael-Zahl, wenn G = (Z/NZ)* ist.) Sei weiter N = p{* - - - pi* die
Primfaktorzerlegung von N. Dann sind die Primzahlen p; ungerade, und
(Z/NZ)* = (Z[p{' L) x - - X (Z/py* L)
ist ein Produkt zyklischer Gruppen gerader Ordnung (p; — l)pjj e zerlegt
sich entsprechend als G = G X - - - X G, wobei G zyklisch ist und die Ordnung
ggT(N -1, (p; — 1)p§j_1) hat. Sei G; C G; die Untergruppe vom Index 2. Fiir
a € Zmit a € G; gilt dann: Ist a mod p7’ in G}, dann ist a™N-1/2 =1 mod Py,
andernfalls ist a1/ = —1 mod p}’. Fiir a € G setzen wir ¢;(a) = 1, falls
das Bild von a in G in G liegt, sonst €;(a) = —1. Dann ist
e: G — {£1}F, ar— (e1(a),...,ex(a))

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Es gilt

a2 =+1mod N <= e(a) =%(1,...,1).
Es folgt

#{aeG|a™V?2=+1mod N} = 2'7F4G.
Wenn N keine Carmichael-Zahl und keine Primzahlpotenz ist, dann ist #G <
N/2 und k > 2, und es folgt, dass weniger als 27*N < N/4 Zahlen a die
notwendige Bedingung
a2 = 41 mod N

erfiillen. Falls N eine Carmichael-Zahl ist, dann gilt & > 3 (Ubungsaufgabe),
und wir haben das gleiche Resultat. Falls schlietlich N = p° eine Primzahlpo-
tenz ist (mit e > 2), dann ist

#G =gegT(p*—1,(p—Vp ") =p—1<p/4,

DEF
starke
Pseudo-
primzahl

SATZ
Miller-Rabin-
Test
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sodass die Behauptung ebenfalls gilt. a

Dieses Ergebnis fiithrt auf den Miller-Rabin- Test.

13.5. Algorithmus. (Miller-Rabin-Test)

Eingabe: N > 1 ungerade; m > 1 (Anzahl der Tests)

Schreibe N — 1 = 2%q mit ¢ ungerade
Firj=1,..., m:
Wihle 1 < a < N zufillig und berechne b := a? mod N
Falls b = £1: nimm das néachste j
Fire=1,...,t—1:
Setze b := b* mod N.
Falls b = —1: nimm das néchste j
/] (N ist keine starke Pseudoprimzahl zur Basis a)
Ausgabe , N ist zusammengesetzt“ und Ende
// (N hat alle Tests tiberstanden)
Ausgabe ,,N ist wahrscheinlich prim* und Ende

Das Ergebnis aus Satz 13.4, Teil (2), sagt uns, dass die Wahrscheinlichkeit, dass
eine zusammengesetzte Zahl N als ,wahrscheinlich prim* erkannt wird, kleiner
als 47 ist.

Auf der anderen Seite kann man mit diesem Verfahren niemals beweisen, dass N
tatsachlich prim ist. Eine Moglichkeit dies zu tun besteht darin, eine geeignete
Umkehrung des kleinen Satzes von Fermat zu verwenden.

13.6. Lemma. Sei N > 0 eine ganze Zahl und sei p ein Primteiler von N — 1.
Sei weiter a, € Z mit

(13.1) af,v_l = 1mod N und (al(,N_l)/p —1)LN.

Sei aufSerdem p° die hochste Potenz von p, die N — 1 teilt. Dann gilt fiir jeden
(positiven) Teiler d von N
d =1 mod p°r .

Beweis. Wir kénnen uns auf Primteiler d beschrénken. Aus a, L N folgt d 1 a,

und damit a?~' =1 mod d. Andererseits ist alNI’P = 1 mod d, da nach Voraus-

setzung aéN_l)/ P— 1 zu N teilerfremd ist. Sei n die Ordnung von a, mod d; dann
folgt n | d—1,n | N —1 (denn a)~" = 1 mod d), aber n { (N —1)/p. Aus den
letzten beiden Eigenschaften folgt p®» | n, aus der ersten dann p® | d — 1. a

Wenn wir iiber die Faktorisierung von N — 1 gut genug kennen, dann konnen wir
dieses Ergebnis nutzen, um zu beweisen, dass N prim ist.

13.7. Folgerung. Sei N > 0 eine ganze Zahl, N —1=F -U mit F > /N, und
alle Primteiler von F seien bekannt.

N st genau dann prim, wenn es fir jeden Primteiler p von F' eine Zahl a, € Z
gibt, die (13.1) erfullt.

LEMMA
Umkehrung
kl. Fermat

FOLG
Pocklington-
Lehmer-Test
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Beweis. Sei zunéchst N prim, und sei g eine Primitivwurzel mod N (d.h. sodass
(das Bild von) g die Gruppe (Z/NZ)* erzeugt). Dann hat a, = ¢ die Eigen-
schaft (13.1).

Seien nun umgekehrt fiir alle p | F' Zahlen a, mit (13.1) gegeben. Aus Prop. 13.6
folgt dann, dass jeder Teiler d von N die Kongruenz d = 1 mod F erfiillt. Insbe-
sondere ist d = 1 oder d > F > v/N. Wenn N zusammengesetzt wére, hitte N
einen nichttrivialen Teiler < /N, was wir gerade ausgeschlossen haben. Also ist
N prim. a

Aus diesem Ergebnis lasst sich direkt ein Primzahltest ableiten, der Pocklington-
Lehmer-Test. Er basiert auf der Verwendung der zyklischen Gruppe (Z/NZ)* der
Ordnung N — 1. Sein Nachteil ist, dass er eine gute Kenntnis der Faktorisierung
von N — 1 erfordert, was in der Praxis ein grofes Hindernis sein kann. Man sieht
daran aber iibrigens auch, dass es oft notwendig ist, Zahlen zu faktorisieren, wenn
man beweisen will, dass eine gegebene Zahl prim ist, was die rekursive Natur des
Faktorisierungsproblems noch verstarkt.

Man kann diesen Ansatz variieren, indem man statt Fy, die Untergruppe der Ord-
nung N + 1 von F3, benutzt. Dabei braucht man dann Informationen iiber die
Faktorisierung von N + 1. Das fiihrt zum Beispiel zum bekannten Lucas-Lehmer-
Test fiir Mersennesche Primzahlen 27 — 1.

Elliptische Kurven sind hier hilfreich, da sie Gruppen der Ordnung ungefdhr N
zur Verfligung stellen, aber dabei eine hinreichend grofe Variationsbreite haben,
sodass man gute Chancen hat, eine Gruppe mit geniigend faktorisierbarer Ordnung
zu finden. Wir werden das im néchsten Abschnitt genauer diskutieren.

Eine Diskussion von Primzahltests wére nicht vollstdndig ohne den determini-
stischen Polynomzeit-Algorithmus von Agrawal, Kayal und Saxena? zu erwithnen.
Dieses Resultat 16st ein altes Problem, denn bis dahin war kein Verfahren bekannt,
dass fiir eine beliebige natiirliche Zahl deterministisch (d.h. ohne Zufallszahlen zu
verwenden wie etwa der Miller-Rabin-Test) und in polynomialer Laufzeit feststellt,
ob sie prim ist oder zusammengesetzt. Dieser Durchbruch hat sich aus einem Ba-
chelorprojekt der beiden Studenten Kayal und Saxena entwickelt.

Die zu Grunde liegende Idee ist eine Verallgemeinerung des kleinen Satzes von
Fermat auf Polynome, die zu einer Charakterisierung von Primzahlen fiihrt: Fiir
jede ganze Zahl a 1. N gilt

N ist prim <= (X —a)¥ = X" —amod N

im Polynomring Z[X]| (d.h., die Kongruenz mod N gilt koeffizientenweise). Die
Berechnung der linken Seite ist allerdings viel zu aufwendig. Deshalb betrachtet
man statt dessen die Kongruenz

(X —a)¥ = XY —amod (N, X" — 1)

fiir geeignete » > 1. Die drei Autoren konnten zeigen, dass die Giiltigkeit der
Kongruenz fiir » und a wie im folgenden Algorithmus hinreichend dafiir ist, dass
N eine Primzahlpotenz ist.

2Manindra Agrawal, Neeraj Kayal, Nitin Saxena. PRIMES is in P, Annals of Mathematics
160 (2004), no. 2, 781-793.
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13.8. Algorithmus. (AKS-Primzahltest)
Eingabe: N > 1.

Wenn N eine echte Potenz ist, gib aus ,zusammengesetzt'; Stop.
Finde das kleinste 7 > 1 mit ord,(N) > (log, V).
Wenn 1 < ggT(a, N) < N fiir ein 1 < a < r, gib aus ,zusammengesetzt*; Stop.
Wenn N < r, gib aus ,prim®; Stop.
Fira=1,...,[y/e(r)log, N|:

Wenn (X —a)¥ £ XY —amod (N, X" —1):

gib aus ,zusammengesetzt’; Stop.

Gib aus ,,prim‘; Stop.

Hier bezeichnet ord,. (V) die Ordnung von N in der multiplikativen Gruppe (Z/rZ)*,
und ¢(r) ist die Eulersche ¢-Funktion, also die Ordnung dieser Gruppe.

Aufserdem konnten sie zeigen, dass die Zahl r geniigend klein ist, damit die Laufzeit
durch ein Polynom in log N beschriinkt werden kann (urspriinglich O((log N)'?);
diese Abschétzung wurde zwischenzeitlich aber verbessert).

Allerdings sind probabilistische Algorithmen wie der, den wir im néchsten Ab-
schnitt beschreiben werden, in der Praxis immer noch schneller.

Faktorisierung.

Nach der Frage, wie man feststellen kann, ob eine Zahl prim ist, betrachten wir
jetzt die Faktorisierung. Hier haben wir eine Zahl N gegeben, von der wir wissen,
dass sie zusammengesetzt ist (zum Beispiel weil sie den Miller-Rabin-Test nicht
bestanden hat). Das Ziel ist, einen nichttrivialen Teiler d von N zu finden.

13.9. Definition. Wir nennen eine ganze Zahl B-glatt, wenn alle ihre Primteiler DEF
< B sind. Die Zahl heifst B-potenzglatt, wenn alle Primzahlpotenzen, die sie teilen, B-glatt
< B sind. < B-potenzglatt

Wir haben beim Pocklington-Lehmer-Test gesehen, dass er eine Art Glattheits-
voraussetzung an N — 1 bendtigt. Der nun folgende Faktorisierungsalgorithmus
hat eine dhnliche Einschrankung: Er findet nur Teiler, wenn es Primteiler p von N
gibt, sodass p — 1 B-potenzglatt ist.

Die Idee ist wie folgt. Wir wihlen eine Schranke B und eine ganze Zahl a. Wenn N
einen Primteiler p hat, sodass p—1 B-potenzglatt ist, dann ist p— 1 ein Teiler von

L(B) =kgV(1,2,...,B). Aus dem kleinen Satz von Fermat folgt a*¥) = 1 mod p,
also ist

geT(a®® —1,N) > 1.

Dieser ggT ist also ein Teiler > 1 von N, und mit etwas Gliick ist der Teiler
auch < N. In der Praxis wird man der Reihe nach ™ mod N, a®®® mod N, ...,
a®) mod N berechnen (durch sukzessives Potenzieren mod N mit L(n+1)/L(n),
was entweder 1 ist oder eine Primzahl ¢; letzteres, wenn n + 1 = ¢° eine Potenz
von ¢ ist) und jeweils den ggT iiberpriifen.

Dieser Algorithmus stammt von Pollard (dem wir auch noch einige andere Fakto-
risierungsalgorithmen verdanken). Wie wir die Schranke B wéhlen, hangt haupt-
sichlich davon ab, wie viel Zeit wir zu investieren gewillt sind.
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13.10. Beispiel. Wir betrachten N = 119. Erst einmal stellen wir fest, dass N
zusammengesetzt ist: N —1 = 118 = 2 59, und mit a = 2 im Miller-Rabin-Test
finden wir ¢® = 25 mod 119 und a'*®* = 30 mod 119, sodass N den Test nicht
besteht.

Jetzt wollen wir einen Teiler von N finden. Wir nehmen wieder a = 2. Dann
erhalten wir:

a"® = ¢? = 4 mod 119, geT(3,119) =1,
a"® = ¢% = 64 mod 119, ggT(63,119) = 7,
und wir haben einen Teiler gefunden: 119 =7 - 17. &

Man kann auch diesen Algorithmus modifizieren, sodass er eine Gruppe der Ord-
nung p + 1 verwendet; dann findet man Teiler p, sodass p + 1 B-potenzglatt ist.
Wenn man mit der multiplikativen Gruppe eines endlichen Korpers arbeiten will,
ist man aber auf diese beiden Moglichkeiten eingeschrankt, wenn man nicht we-
sentlich grofere Gruppen (mit etwa p*? oder noch mehr Elementen) verwenden
mochte, was aber selten etwas bringt.

An dieser Stelle kommen nun elliptische Kurven ins Spiel, denn eine elliptische
Kurve tiber F, stellt einem ebenfalls eine abelsche Gruppe der Ordnung ungeféhr p
zur Verfiigung; der genaue Wert der Gruppenordnung variiert aber in einem In-
tervall um p + 1 herum, und die Chancen stehen gut, dass sich in diesem Bereich
eine B-potenzglatte Zahl findet.

Bevor wir uns aber der Verwendung von elliptischen Kurven zuwenden, mochte
ich noch etwas auf andere Faktorisierungsmethoden eingehen.

Eine davon basiert auf dem Geburtstagsparadox. Die Idee ist wie folgt. Sei N
die zu faktorisierende Zahl. Wir betrachten eine einfach auszuwertende Funktion
f:Z/NZ — Z/NZ, zum Beispiel f(z) = 2? + 1. Wir nehmen an, dass sich f
beziiglich Iteration im Wesentlichen wie eine zuféllige Abbildung verhéalt. Wir
wihlen zg € Z/NZ und berechnen x; = f(xg), za = f(z1), usw. Wenn p ein
Primteiler von N ist, dann wird die Folge (x, mod p) irgendwann periodisch; es
gibt also n und m > 1 mit z,4,, = z, mod p. Mit etwas Gliick gilt diese Relation
nicht fiir alle Primteiler von /N, und wir erhalten einen nichttrivialen Teiler von N
mittels ggT(p1m — Tp, V).

Um die Anzahl der Vergleiche in einem verniinftigen Rahmen zu halten, kann
man parallel zu (x,,) die Folge (z9,) berechnen und dann jeweils ggT(zo, — x,, N)
berechnen. (Verbesserungen sind hier méglich.) Man kann erwarten (aber es ist
nicht sicher), einen Teiler in Zeit O(y/p(log N)?) zu finden, wenn p der kleinste
Primteiler von N ist.

13.11. Beispiel. Sei wieder N = 119. Wir nehmen f(z) = 2% + 1 und zy = 1.
Wir berechnen

n 012 3 4
T 1 2 5 26 82
z,mod7 |1 2 5 5 5
r,mod 171 2 5 9 14
und finden ggT(zy — 21,119) = 1, ggT(24 — x5,119) = 7. Y

Die meisten modernen Faktorisierungsmethoden (aber zum Beispiel nicht die Me-
thode, die mit elliptischen Kurven arbeitet) basieren auf der folgenden Idee: Sei

BSP
Pollard

p—1

BSP
Pollard p
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N eine ungerade zusammengesetzte natiirliche Zahl mit wenigstens zwei verschie-
denen Primteilern. (Wir kénnen schnell feststellen, ob N eine Potenz ist, also
ist das keine Einschrinkung.) Wenn wir zwei ganze Zahlen x und y finden mit
r? = y? mod N, dann ist mit Wahrscheinlichkeit > 1/2 (unter der Annahme,
dass z und y zufillig aus den Restklassen mod N gewihlt sind) ggT(z —y, N) ein
nichttrivialer Teiler von N. Der Grund dafiir ist, dass fiir jeden Primteiler p von N
T = gpy mod p*() gilt mit ep = £1. Diese Vorzeichen sind voneinander unabhan-
gig, und wir bekommen einen nichttrivialen Teiler, sobald nicht alle Vorzeichen
iibereinstimmen.

Man versucht also, Kongruenzen der Form 2% = y? mod N zu generieren. Dazu

legt man eine Schranke B fest und betrachtet die Primzahlen ¢y, qo, ..., qx, die
kleiner als B sind. Die Menge {—1, ¢, ..., qx} heifst die Faktorbasis. Man versucht
dann, Relationen der Form

2% = (—=1)°g}" - - ¢* mod N

zu bekommen. Hat man gentigend viele davon gesammelt, kann man (durch lineare
Algebra tiber Fy) Teilmengen dieser Relationen finden, sodass das Produkt der
rechten Seiten ein Quadrat wird. Das Produkt der linken Seiten ist in jedem Fall
ein Quadrat, und man hat eine Kongruenz der gewiinschten Art. Die verschiedenen
Methoden unterscheiden sich in der Art und Weise, wie sie die urspriinglichen
Relationen erzeugen.

Eine Methode verwendet Kettenbriiche. Fiir K = 1,2, ... berechnet man den An-
fang der Kettenbruchentwicklung von vkN und daraus die ersten Niherungsbrii-
che r/s. Man weik, dass dann t = r? — s kN vergleichsweise klein ist, sodass man
hoffen kann, dass sich ¢ iiber der Faktorbasis faktorisieren ldsst. Beachte, dass
r? =t mod N ist.

13.12. Beispiel. Sei wieder N = 119. Die ersten Niherungsbriiche fiir /119 sind
10 11 109
17 17 107
Wir erhalten die Relationen
10°=-19=(-1)-19 mod 119
11’=2=2 mod 119

(die folgenden liefern keine neue Information). Fiir v/2 - 119 finden wir die Ndhe-
rungen 15 und 31/2 und daraus

152=-13=(-1)-13 mod 119
312=9 =32 mod 119,
und diese letzte Relation fithrt zum Teiler ggT(31 — 3,119) = 7. &

Beim Quadratischen Sieb benutzt man Polynome wie
Q) = ([VNJ +2)* =N,

um relativ kleine Zahlen zu erzeugen, die mod N zu Quadraten kongruent sind.
Fiir die (ansonsten recht aufwendige) Faktorisierung dieser Zahlen kann man ver-
wenden, dass die Teilbarkeit von @)(a) durch p nur von der Restklasse von a mod p
abhéngt. Dadurch lassen sich die Primfaktoren aus der Faktorbasis sehr schnell
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Faktorisierung
mit Ketten-
briichen



§ 13. Faktorisierung und Primzahltest: Grundlagen 55

aus allen Werten Q)(a), —B < a < B, entfernen, und man kann die bestimmen,
die vollstandig faktorisieren.

Diese Methode hat, wenn man sie optimiert, eine erwartete Laufzeit der Grofen-
ordnung O(ecvioeVloglos V). gje ist mit die beste Methode, die verfiighar ist. Das
Zahlkorpersieb, das auf ahnlichen Ideen beruht, aber in einem algebraischen Zahl-

korper rechnet, hat sogar eine (vermutete) Komplexitat von O(e¢ V/log N(loglog N Y,
wird aber wegen der komplizierteren Rechnungen erst in einem Bereich schneller,
der schon an der Grenze des Machbaren liegt.
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14. FAKTORISIERUNG UND PRIMZAHLTEST MIT ELLIPTISCHEN KURVEN

Um die nachfolgenden Resultate ordentlich formulieren zu kénnen, brauchen wir
den Begriff einer elliptischen Kurve iiber Z/NZ. Ganz allgemein kénnen wir el-
liptische Kurven tiber einem (kommutativen) Ring R (mit 1) betrachten. Sie sind
genau so definiert, wie iiber einem Korper; die einzige Schwierigkeit ist, sich zu
iiberlegen, wie die projektive Ebene iiber R aussieht. Die richtige Definition ist

PY(R)={(¢n Q) €R|R-¢+R-n+R-(=R}Y/ ~,
wobei die Aquivalenz ~ wieder gegeben ist durch

&n. Q) ~ (&0, () <= INe R (.0, ) =X (&n.Q).
Der wesentliche Punkt ist also, dass ,, 0 ersetzt wird durch ,invertierbar bzw.
jrelativ prim“. Mit dieser Definition der projektiven Ebene lassen sich alle Be-
griffe {ibertragen. Eine elliptische Kurve E iiber R ist dann gegeben durch eine

Weierstrafs-Gleichung mit Koefizienten in R (sodass die Diskriminante invertier-
bar ist).

Wir bemerken noch, dass ein Ringhomomorphismus ¢: R — S eine Abbildung
P%(R) — P2(S) induziert, die mit allen Konstruktionen vertriiglich ist. Wenn wir
eine elliptische Kurve E iiber R haben, dann liefert Anwenden von ¢ auf die Ko-
effizienten der Gleichung fiir E eine elliptische Kurve E’ {iber S, und wir erhalten
eine Abbildung E(R) — E’(S). (Wir haben das im Grunde schon gesehen in dem
Fall, dass R C S eine Korpererweiterung ist.)

Wir werden das anwenden fiir R = Z/NZ. Da wir in jedem Fall kleine Prim-
faktoren durch Probedivision abspalten kénnen, kénnen wir voraussetzen, dass
N 1 6, d.h. dass 6 in Z/NZ invertierbar ist. In diesem Fall ldsst sich eine lange
Weierstrall-Gleichung wieder transformieren in eine kurze Weierstral-Gleichung
(affin geschrieben)

E:y* =2 +tar+b
mit a,b € Z/NZ, sodass 4a® + 27b* € (Z/NZ)* ist.

Es ist allerdings nicht mehr so klar, ob E(Z/NZ) eine Gruppe ist. Wir kdnnen aber
so tun als ob und fiir die Addition und die Berechnung von Vielfachen in E(Z/NZ)
mit denselben Formeln wie liber einem Koérper arbeiten. Dabei werden lediglich die
vier Grundrechenarten verwendet. Das einzige, was dann schief gehen kann, ist,
dass einmal durch ein Element a geteilt werden soll, das zwar # 0, aber trotzdem
nicht invertierbar ist. In diesem Fall liefert die dabei nétige Berechnung des ggT
von a und N einen nichttrivialen Teiler von N, und wir sind fertig. Deswegen
kénnen wir annehmen, dass die Berechnungen alle durchfiihrbar sind.

Primzahltest.

Wir betrachten zuerst wieder das Problem, zu beweisen, dass N prim ist. Das
folgende Resultat steht in Analogie zu Lemma 13.6.

14.1. Lemma. Sei N > 1 eine ganze Zahl mit N L 6 und E eine elliptische
Kurve dber Z/NZ. Seien weiter P € E(Z/NZ) ein Punkt, m eine ganze Zahl,
und q > (VN +1)? ein Primteiler von m, sodass gilt
(14.1) m-P=0 und m-P:(f:n:{“) mit ¢ € (Z/NZ)*.

q

Dann ist N prim.
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Beweis. Angenommen, N ist nicht prim; dann gibt es einen Primteiler p von N
mit p < v/N. Der kanonische Homomorphismus Z/NZ — Z/pZ = F, fihrt E
in eine elliptische Kurve E’ {iber I, {iber; P’ sei das Bild von P. Dann ist die
Ordnung n von P’ (in E'(FF,)) ein Teiler von m, aber kein Teiler von m/q (denn
(m/q)- P # O, da ( mod N invertierbar ist, also auch mod p nicht verschwindet).
Es folgt, dass ¢ diese Ordnung n teilt. Andererseits gilt aber

qln|#E'F,) <p+1+2/p=(1+vp)’ <1+ VN <q,
ein Widerspruch. Q

Um zu sehen, dass ein darauf gegriindeter Algorithmus auch tatséchlich fiir jede
Primzahl funktioniert, brauchen wir noch eine Umkehrung.

14.2. Lemma. Sei N > 3 eine Primzahl und E eine elliptische Kurve tber
ZJNZ. Seim = #E(Z/NZ) und sei q ein Primteiler von m mit ¢ > (VN +1)2.
Dann gibt es einen Punkt P € E(Z/NZ), der (14.1) erfillt.

Beweis. Zunichst gilt natiirlich fiir jeden Punkt P € E(Z/NZ), dass m - P = O
ist. Da N prim ist, bedeutet die zweite Bedingung einfach (m/q) - P # O. Wir
nehmen an, kein Punkt erfiille die zweite Bedingung, d.h., (m/q) - E(Z/NZ) = 0.
Wir wissen, dass E(Z/N7) = Z/dZ x Z/dd'Z ist; es folgt dann dd’' | m/q, also
m=#E(Z/NZ) = d*d < (dd')* < (m/q)?,
daher
N+6VN+1<(VN+1) <@ <m<(VN+1)2=N+2/N+1,

ein Widerspruch. Q

Daraus ergibt sich folgender Algorithmus von Goldwasser und Kilian.

14.3. Algorithmus.

0. Gegeben sei eine (grofse) natiirliche Zahl N, die sehr wahrscheinlich prim ist
(insbesondere ist N prim zu 6).

1. Wir wihlen zufillige Zahlen a und b in Z/NZ mit 4a® + 270* € (Z/NZ)*. Sei
E die durch y* = 23 + ax + b gegebene elliptische Kurve iiber Z/NZ.

2. Wir berechnen m = #E(Z/NZ) mit dem Polynomzeit-Algorithmus von Schoof-
Elkies-Atkin. (Wenn dabei etwas schief geht, dann wissen wir, dass N nicht prim
ist.)

3. Wir faktorisieren m = u-q durch Probedivision (mit einer verniinftigen Schran-
ke), wobei u das Produkt der kleinen Primteiler ist.

Dann priifen wir, ob (VN + 1)? < ¢ < m/2 ist und ob ¢ den Miller-Rabin-
Test besteht. Ist dies nicht der Fall, dann versuchen wir es mit einer neuen
elliptischen Kurve (Schritt 1.).

4. Wir wihlen zufillig Zahlen z € Z/NZ, bis das Jacobi-Symbol (%“’) den

Wert 0 oder 1 hat. Dann finden wir y € Z/NZ mit y* = 2*+ax+b. (Wenn der
Algorithmus zum Wurzelziehen versagt, beweist das, dass N nicht prim ist.)
Sei P=(x:y:1)€ E(Z/NZ).

5. Wir testen, dass m-P = O ist. Ist das nicht der Fall (oder tritt bei der Rechnung
ein Fehler auf), dann ist N nicht prim.

LEMMA
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6. Wenn u- P = O ist, dann suchen wir einen neuen Punkt auf £ (Schritt 4.). An-
sonsten ist u- P = (£ : m: ¢) mit ¢ # 0. Entweder ist ¢ nicht invertierbar; dann
ist V nicht prim, oder ( ist invertierbar, dann ist N prim nach Lemma 14.1,
falls g prim ist.

7. Um den Beweis abzuschliefsen, wenden wir den Algorithmus rekursiv auf ¢ an
(bis g klein genug ist, um direkt als prim erkannt zu werden). Stellt sich dabei
q als zusammengesetzt heraus, beginnen wir mit einer neuen Kurve von vorn

(Schritt 1.).

Man kann zeigen, dass dieser Algorithmus eine erwartete Laufzeit von O((log N)'?)
hat (unter verniinftigen Annahmen iiber die Verteilung von Primzahlen in kurzen
Intervallen). Fiir praktische Zwecke ist der Exponent allerdings noch zu grofs. Der
wesentliche Flaschenhals ist die Bestimmung von #E(Z/NZ).

Es gibt eine Variante des Algorithmus (von Atkin und Morain), die im Wesentli-
chen spezielle elliptische Kurven konstruiert (solche, deren Endomorphismenring
bekannt ist), fiir die die Zahl m vorher bekannt ist. Dieser Algorithmus ist im-
plementiert worden und ist in der Lage, routineméfig 1000-stellige Zahlen auf
Primalitét zu testen (allerdings sind meine Erfahrungen mit Magma in diesem
Punkt etwas gemischt). Die schnellsten Varianten dieser Art von Test haben eine
heuristische Laufzeit von O((log N)**¢) fiir beliebig kleines ¢ > 0. In der Praxis
sind sie mindestens so gut wie ein anderer schneller Primzahltest (der mit so-
genannten Jacobi-Summen arbeitet und ziemlich viel algebraische Zahlentheorie
benutzt; seine Komplexitit ist O((log N)cleloeloe Ny und damit etwas schlechter
als polynomial).

Bemerkt werden sollte auch noch, dass der Goldwasser-Kilian- oder Atkin-Morain-
Test gegeniiber dem Jacobi-Summen-Test den Vorteil hat, dass er ein Zertifikat
fiir die Primalitdt von N liefert: Mit den Daten E, P, m, ¢ (und dem Zertifikat
dafiir, dass ¢ prim ist) kann man sich mit Hilfe von Lemma 14.1 sehr schnell davon
iiberzeugen, dass N tatsdchlich prim ist.

Adleman und Huang haben mit dhnlichen Ideen (unter Verwendung von Kur-
ven vom Geschlecht 2) einen Algorithmus konstruiert, dessen Laufzeit beweisbar
polynomial ist; er ist aber (bisher) nicht praktikabel. Dieser Algorithmus ist pro-
babilistisch (wie der von Goldwasser und Kilian); das theoretische Ergebnis, dass
es einen (probabilistischen) Polynomzeit-Algorithmus fiir den Primzahltest gibt,
ist inzwischen durch das bessere Resultat von Agrawal, Kayal und Saxena ersetzt
worden.

Faktorisierung.

Zur Faktorisierung einer Zahl N (von der wir bereits wissen, dass sie zusammen-
gesetzt ist, z.B. weil sie den Miller-Rabin-Test nicht bestanden hat) kann man
genauso vorgehen wie beim p — 1-Algorithmus. Statt der multiplikativen Gruppe
verwendet man dabei aber die Gruppe der rationalen Punkte einer elliptischen
Kurve.

Sei also E eine elliptische Kurve tiber Z/NZ und P € E(Z/NZ) ein Punkt. Sei
weiter p ein Primteiler von N. Dann haben wir die elliptische Kurve E' iiber F,
(durch Reduktion mod p der Gleichung von F) und die kanonische Abbildung
E(Z/NZ) — E'(F,). Sei m die Ordnung des Bildes P’ von P in E’. Wir nehmen
an, m sei B-potenzglatt. Dann ist L(B) - P’ = O auf E’. Normalerweise wird die
Ordnung des Bildes von P auf den Reduktionen von £ modulo anderer Primteiler
von N nicht B-potenzglatt sein, und das heiftt, dass L(B) - P einerseits nicht der
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Punkt O ist, andererseits aber in projektiven Koordinaten die Form (£ : 7 : ()
hat, wo ¢ nicht invertierbar ist (denn ¢ mod p verschwindet). In diesem Fall ist
entweder der gg'T von ¢ mit N oder der gg'T von £ mit N ein nicht-trivialer Faktor
von N.

In der Praxis wird bereits vorher im Verlauf der Rechnung die Situation eintreten,
dass eine Division nicht durchfiihrbar ist, weil der Divisor zwar # 0, aber trotzdem
nicht invertierbar ist. In diesem Fall hat man einen nicht-trivialen Faktor gefunden;
er wird von der erweiterten gg'T-Berechnung geliefert, die versucht, das Inverse des
Divisors zu finden.

Auflerdem wird man die Kurve so wihlen, dass sie einen bekannten Punkt P
enthélt, denn man kann modulo N keine Quadratwurzeln berechnen (ohne dass
man die Faktorisierung von N schon kennt). Man setzt also etwa P = (1,1) und
wahlt eine Gleichung der Form

vy’ =2+ Az — A oder y®=21°+ Az*+ Bxr — (A+ B).

Man kann auch parallel mit mehreren Kurven arbeiten und abbrechen, sobald eine
der Rechnungen erfolgreich ist.

Wir erhalten folgenden Algorithmus.

14.4. Algorithmus.

Eingabe: N (die zu faktorisierende Zahl mit N L 6)
B (Parameter wie oben), m (Anzahl Kurven)

1. Fiir s = 1, ..., m wiederhole Schritte 2 bis 5.
2. Wéhle A € {1,..., N — 1} zufillig
und setze d; = ggT(A, N), dy = ggT(4A + 27, N).
3. (Diskriminante invertierbar?)
Wenn d; > 1, gib d; als Faktor aus; Stop.
Wenn 1 < dy < N, gib ds als Faktor aus; Stop.
Wenn dy = N, gehe zu Schritt 2.
4. Setze E: y? = 2 + Ax — A iiber Z/NZ und P = (1,1) € E(Z/NZ).
5. (Berechnung von L(B) - P)
Fiir p € {Primzahlen < B}, setze P = ple: 51 . p.
Dabei verwenden wir die fiir elliptische Kurven iiber einem Korper geltenden

Formeln. Wenn im Verlauf der Rechnung ein von null verschiedenes, aber nicht
invertierbares Element d € Z/NZ auftaucht, gib ggT(d, N) als Faktor aus; Stop.

6. Gib aus ,Kein Faktor gefunden®; Stop.

Die Effizienz des Verfahrens hiangt davon ab, wie viele B-potenzglatte Zahlen es
in der Gegend von p gibt. Wenn wir

U(z) = eViogzloglogz

setzen, dann gilt Folgendes.

14.5. Satz. (Canfield, Erdés, Pomerance)®  Die Dichte von {(x)%-potenzglatten
Zahlen in der Nihe von x betrigt etwa (x)~1/ (),

3E.R. Canfield, P. Erdss, C. Pomerance: On a problem of Oppenheim concerning “factorisatio
numerorum”, J. Number Theory 17 (1983), no. 1, 1-28.

SATZ
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potenzglatter
Zahlen
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Wenn wir also Primfaktoren bis zu einer Groke von etwa M finden wollen, dann
setzen wir B = ((M)®. Wir miissen dann etwa ¢(M)'/(?) Kurven ausprobieren,
bis wir eine passende gefunden haben. Fiir jede dieser Kurven miissen wir die
Multiplikation L(B)- P durchfiihren. Dafiir brauchen wir O(log L(B)) Operationen
(Additionen oder Verdopplungen) auf der Kurve, von der jede einen Aufwand von
hochstens O((log N)?) erfordert; wir werden diesen Faktor jedoch vernachléssigen.
Wir brauchen also eine Abschétzung von log L(B).

14.6. Satz. Fir B — oo gilt log L(B) ~ B.

Diese Aussage ist dquivalent zum Primzahlsatz, der sagt, dass fiir die Anzahl 7(x)
der Primzahlen < x die asymptotische Beziehung 7(x) ~ x/log z gilt.

Die Rechenzeit fiir jede Kurve ist also O(B) = O(¢(M)*). Insgesamt ergibt sich
eine Grékenordnung von (M )2+ (2% Das wird minimal fiir a = 1/v/2 bei einer
(erwarteten) Rechenzeit von ungefahr O(¢(M)V?). Hier zeigt sich eine schéne Ei-
genschaft dieser Methode: Die Rechenzeit hédngt hauptséchlich von der Grofe der
Primfaktoren ab, die man finden moéchte. Man kann sie also gut verwenden, um
kleine bis mittelgrofse Primfaktoren zu finden (und wenn man Gliick hat, ist das,
was iibrigbleibt, schon prim, was man schnell feststellen kann). Im schlimmsten
Fall hat man M = +/N, und die Rechenzeit ist etwa O(£(N)). Insbesondere ist
die Rechenzeit subexponentiell in log N, d.h., sie wichst langsamer als jede Funk-
tion el6N = N¢ (mit ¢ > 0). Sie ist im schlimmsten Fall vergleichbar mit dem
Quadratischen Sieb, das aber um einen grofsen konstanten Faktor schneller ist.

Im Vergleich zu anderen Methoden wie etwa dem Quadratischen Sieb hat die hier
vorgestellte auch den Vorteil, nur wenig Speicherplatz zu benotigen. Auf der ande-
ren Seite sind andere Verfahren in der Praxis schneller, wenn N ein Produkt zweier
etwa gleich grofter Primzahlen ist (bei vergleichbarer theoretischer Komplexitét),
oder auch von besserer theoretischer Komplexitiit wie exp(C'{/log N (loglog N)?)
beim Zahlkorpersieb.

Hier ist ein Vergleich der verschiedenen Komplexitéatsklassen:

N | VN N eViosNloglogN o {/logNloglogN)® (155 )5 (log N)'2
1000 | 10 32 38,6 19,2 1,6-10° 1,2-10%
105 | 1000 31,6 413 96,3 5,0-10° 4,8-10%
10 | 10° 316 4910 444 6,5-10° 2,210
102 | 10 10° 6-10° 6460 21-10° 9-10"
10° | 10% 3-10%  14-109 9-10° 2,010 5.10%
10 | 10 10%  2,3-10% 1,7-10°  6,4-10" 2,2-10%
1020 [10'0 10 1,2-10% 1,7-10"  2,1-10%  9.10%
10°° | 100 1025 1,3-10% 5-10  2,0-10®  5-10%
101900 | 100 1020 10 28102 6,510 22.10%

Faktorisierungsalgorithmen, die in Computeralgebrasystemen implementiert sind,
verwenden in der Regel verschiedene Methoden nacheinander. Ublicherweise be-
ginnt man mit Probedivision durch Primzahlen aus einer gegebenen Liste. Dann
priift man, ob der verbleibende Faktor prim ist. Wenn nicht, kann man die p — 1-
und die p + 1-Methode verwenden (mit nicht zu grofem B). Anschlieffend bietet
sich die Elliptische-Kurven-Methode an, um méfig grofte Faktoren zu finden (20—
30 Stellen oder so). Wenn noch zerlegbare Zahlen {ibrig sind, kommt eine Version

SATZ
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des Quadratischen Siebs (MPQS: Multiple Polynomial Quadratic Sieve) zum Ein-
satz. Das Zahlkorpersieb ist fiir die Verwendung ,im Alltag“ noch nicht effizient
und robust genug implementiert.
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15. KRYPTOGRAPHIE: GRUNDLAGEN

Die Grundaufgabe der Kryptographie besteht darin, eine geheime Nachricht (,Klar-
text) sicher vom Sender (,,Alice”) zum Empfanger (,Bob“) zu bringen, obwohl der
Ubertragungskanal (von ,Eve) abgehort werden kann. Die Nachricht muss also so
verschliisselt werden (in einen ,Schliisseltext®), dass sie von moglichen Lauschern
nicht rekonstruiert werden kann. Klassischerweise verwendet man Verfahren, die
einen geheimzuhaltenden Schliissel verwenden, und zwar sowohl zum Verschliisseln
als auch zum Entschliisseln der Nachricht. Man spricht auch von symmetrischen
Verschliisselungsverfahren:

o OB
Schlussel Schlussel
Verschliisselungs- phiw dw plgglj k. .. Entschliisselungs-
- ——®Schlusseltext——————»] .
Algorithmus Algorithmus
Klartext Klartext
neet at midnight... neet at midnight...
Alice Bob
Eve

Der Vorteil dieser Methoden ist, dass sie iiblicherweise sehr effizient sind, man
also grofe Mengen an Information schnell {ibertragen kann. Aktuell gibt es zum
Beispiel als Standard ein AES genanntes Verfahren.

Der Nachteil ist, dass Alice und Bob sich vorher auf einen gemeinsamen Schliissel
geeinigt haben miissen, was im Fall, dass sie bisher noch nicht miteinander kom-
muniziert haben, auf Schwierigkeiten stoft, denn die dafiir nétige Kommunikation
muss ja ebenfalls geheim bleiben. Diese Situation tritt zum Beispiel regelméfig ein,
wenn Geschifte iiber das Internet abgewickelt werden sollen. Ein weiterer Nach-
teil der symmetrischen Verfahren ist, dass fiir jedes Paar von Teilnehmern ein
eigener Schliissel generiert werden muss, was bei einer zentralen Erzeugung und
Verteilung der Schliissel (etwa in einem militdrischen Kontext) bei wachsender
Teilnehmerzahl zu einem nicht mehr beherrschbaren Aufwand fiihrt.

Es sind also neue Ideen gefragt. Ein moglicher Ansatz besteht darin, fiir Ver- und
Entschliisselung verschiedene Schliissel zu verwenden. Dabei kann der Schliissel
zur Verschliisselung der Nachrichten an einen bestimmten Teilnehmer o6ffentlich
bekannt sein und heiftt dementsprechend dffentlicher Schliissel, wahrend der zur
Entschliisselung benétigte Schliissel nur dem Empfanger bekannt ist: sein privater
Schliissel. Solche Verfahren heifen asymmetrisch oder auch Public-Key- Verfahren.

oo
O oo

Bobs offentlicher Schlussel

y

Verschlisselungs-| Schliisseltext Entschlisselungs-
. > —> -
Algorithmus Algorithmus

f T N
Klartext Klartext
Alice Bob

Eve
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Dies stellt allerdings hohere Anforderungen an die Ver- und Entschliisselungs-
methoden. Es darf ja nicht (jedenfalls nicht ohne unvertretbar hohen Aufwand)
moglich sein, aus dem Schliisseltext und dem zum Verschliisseln benutzten 6ffent-
lichen Schliissel den Klartext zu rekonstruieren. Mathematisch braucht man, was
man eine ,one-way trapdoor function® nennt, also eine Funktion, die sich leicht
berechnen, aber nur sehr schwer invertieren lisst (one-way), wobei letzteres aber
wiederum unter Zuhilfenahme einer Zusatzinformation (trapdoor) ebenfalls leicht
moglich ist. Das bekannteste dieser Verfahren ist RSA (nach den Initialen der
Erfinder Rivest, Shamir und Adleman). Es beruht darauf, dass das Faktorisieren
hinreichend grofer ganzer Zahlen offenbar sehr schwierig ist. Es funktioniert wie
folgt.

15.1. Beispiel. Das RSA-Kryptosystem:

1. Wahle zwei grofe Primzahlen p # ¢ und setze N = pq.
2. Wihle 1 < e < (p—1)(q — 1) zufillig und teilerfremd zu kgV(p — 1,¢ — 1).
3. Berechne d mit de = 1 mod kgV(p —1,¢ — 1).
4. Offentlicher Schliissel: (N, e),
Privater Schliissel: d.
5. Verschliisselung:
{0,1,...,.N =1} >5mr—c=(mmod N) € {0,1,...,N — 1}.
6. Entschliisselung:
{0,1,...,N -1} 3c—m=(cmod N) € {0,1,...,N — 1}. )

Dass das Verfahren funktioniert, liegt am kleinen Satz von Fermat:
m® =m - (mP~")* = m mod p

und ebenso
m® =m - (m? ')’ = m mod ¢,
wobei wir de = 1+a(p—1) = 1+b(q—1) gesetzt haben. Es folgt m® = m mod N.

Die Sicherheit des RSA-Verfahrens beruht auf der Schwierigkeit, d aus e und N
zu berechnen, wenn die Primteiler p und ¢ nicht bekannt sind. Dies ist etwa so
schwer, wie diese Primteiler zu finden, wie das folgende Lemma zeigt.

b:

15.2. Lemma. Seien p,q > 2 zwei Primzahlen, N = pq und weiter d,e € Z mit
de =1 mod kgV(p — 1,q — 1). Wir schreiben de — 1 = 2'u mit u ungerade. Dann
ist fiir mindestens 50% der ganzen Zahlen 1 < a < N mit a L N eine der Zahlen

ggT(a" —1,N), ggT(a®—1,N), ..., ggT(a® ™ —1,N)

ein nichttrivialer Teiler von N.

Beweis. Es ist 2'u ein Vielfaches von p — 1 und von ¢ — 1, und u ist ungerade und
daher kein Vielfaches von p — 1. Also ist

e, :=min{e >0:p—1]|2%} € {1,2,...,t}
und ebenso fiir das entsprechend definierte e,. Es folgt, dass a*”* = 1 mod p ist

fiir alle @ L N; also ist a2? % = +1 mod p, und beide Méoglichkeiten kommen
gleich haufig vor. Die entsprechende Aussage gilt fiir ¢ und e,

Ist e, > ¢4, dann gilt fiir die Halfte aller a:

""" =—1modp und " “=1modq = ggT(a®" “—1,N)=q.

BSP
RSA

LEMMA
RSA und
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Analog erhalten wir den Teiler p als ggT in der Hélfte aller Falle, wenn e, < e,
ist. Im Fall e, = e, =: e gilt fiir je ein Viertel der moglichen a

a* " =¢,modp und a* " =g, modq
mit jeder moglichen Kombination von Vorzeichen ¢,,¢, = £1. (Nach dem Chine-
sischen Restsatz sind die Restklassen von a modulo p und modulo ¢ unabhéingig
voneinander.) Fiir die Hélfte der Restklassen bekommen wir unterschiedliche Vor-
zeichen; damit ist ggT (a2 ™ — 1, N) entweder p oder g. Qa

Kennen wir also sowohl den Verschliisselungsexponenten e als auch den Entschliis-
selungsexponenten d, dann finden wir nach im Schnitt héchstens zwei Versuchen
die beiden Primfaktoren von N mit einer Rechnung, deren Komplexitat mit der
Ver-/Entschliisselung vergleichbar ist.

Wie wir gesehen haben, gibt es inzwischen Faktorisierungsalgorithmen subexpo-
nentieller Komplexitéit. Das bedeutet in der Praxis, dass man relativ lange Schliis-
sel benutzen muss, um ein sicheres Verfahren zu erhalten. Das wirkt sich natiirlich
negativ auf die Effizienz aus.

Ein anderes Verfahren beruht auf der Schwierigkeit, diskrete Logarithmen in mul-
tiplikativen Gruppen zu berechnen.

15.3. Definition. Sei G = (g) eine (multiplikativ geschriebene) endliche zykli-
sche Gruppe mit gegebenem Erzeuger g. Dann ldsst sich jedes Element h € G
schreiben als h = ¢, und wir nennen die Zahl a (die modulo der Ordnung von G
eindeutig bestimmt ist) den diskreten Logarithmus von h zur Basis g. &

Eine Anwendung ist der Diffie-Hellman-Schliisselaustausch. Hierbei wird nicht ei-
ne Nachricht verschliisselt, sondern die beiden beteiligten Parteien erzeugen ein
gemeinsames Geheimnis, das dann zum Beispiel als Schliissel fiir ein symmetrisches
Verfahren dienen kann.

15.4. Beispiel. Der Schliisselaustausch nach Diffie und Hellman:

1. Man einigt sich auf eine endliche zyklische Gruppe G mit Erzeuger g.
Das urspriingliche Verfahren verwendet G = I/ fiir eine grofke Primzahl p.

2. Alice wahlt eine zuféllige Zahl a und berechnet A = ¢°.
Bob wihlt eine zufillige Zahl b und berechnet B = ¢°.

3. Alice sendet A an Bob. Bob sendet B an Alice.
4. Alice berechnet s = B®. Bob berechnet s = A°. &

Wegen A’ = (g%) = g% = ¢** = (¢°)* = B® berechnen beide tatsichlich dasselbe
Element s € GG. Um aus der abgehérten Kommunikation, also den Daten G, g, A, B,
das Geheimnis s zu bestimmen, muss man das sogenannte Diffie-Hellman-Problem
l16sen. Das ist sicher dann moglich, wenn man diskrete Logarithmen in GG berechnen
kann, denn dann bekommt man zum Beispiel a als Logarithmus von A und kann
dann wie Alice s = B® berechnen. Es wird vermutet, dass beide Probleme (Diffie-
Hellman und diskreter Logarithmus) vergleichbar schwer sind.

Man kann die dem Schliisselaustausch zugrunde liegende Idee auch direkt zum
Verschliisseln benutzen.
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15.5. Beispiel. Das Kryptosystem nach El Gamal:

1. Alice und Bob einigen sich auf eine Gruppe G der Ordnung n mit Erzeuger g.
2. Bob wihlt eine zufillige Zahl b € Z/nZ.

3. Privater Schliissel: b,
Offentlicher Schliissel: h = ¢.

4. Verschliisselung:
Alice wahlt ein zufilliges a € Z/nZ und berechnet aus dem Klartext m € G
das Paar (r,s) = (¢%, h® - m).

5. Entschliisselung: Bob berechnet m =7 - s. &

Urspriinglich wurden diese Verfahren fiir G = F, vorgeschlagen. Es sind dann
aber im Lauf der Zeit Algorithmen fiir diskrete Logarithmen in multiplikativen
Gruppen von endlichen Korpern entwickelt worden, die eine mit den besten Fak-
torisierungsalgorithmen vergleichbare Komplexitdt haben. Das Sicherheitsniveau
bei gegebener Schliissellange ist demnach mit dem des RSA-Verfahrens vergleich-
bar.

Bevor wir uns ansehen, wie man hier elliptische Kurven gewinnbringend einset-
zen kann, mochte ich noch ein wenig auf Algorithmen fiir diskrete Logarithmen
eingehen.

Wir haben also eine (endliche) zyklische Gruppe G mit Erzeuger g und bekannter
Ordnung n = #G gegeben, dazu ein Element h € G, und wir wollen a € Z/nZ
bestimmen mit h = g°.

1. Setze x := 14.

2. Fira=0,1,...,n — 1 fithre Schritte 3 und 4 aus.
3. Wenn h = z, dann gib a aus; Stop.

4. Setze x :=x - g.

Es ist klar, dass die erwartete Laufzeit (ausgedriickt in der Anzahl der Operationen
in G) hier von der Ordnung n und damit exponentiell in der Groke O(logn) der
Eingabedaten ist.

Es ist auch klar, dass jeder andere (verniinftige) Algorithmus besser ist als dieser.

Eine Verbesserungsmoglichkeit besteht darin, dass man nicht ein Element mit allen
Elementen von G vergleicht, sondern eine Ubereinstimmung in zwei etwa gleich
grofen Mengen sucht. Diese Idee ist verwandt mit dem Geburtstagsparadox; sie
fithrt auf den folgenden Algorithmus.

Sei m := [y/n] und v := g™.

Berechne 7Y, 41, ... 4™~ und speichere die Paare (j,77) in einer Tabelle T'.
Firr=0,1,...,m — 1 fithre Schritte 4 und 5 aus.

Berechne k := hg™" und priife, ob es einen Eintrag (j, k) in T gibt.

AR

Falls der Eintrag existiert, gib jm + r aus; Stop.
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Dieser Ansatz basiert auf folgender Uberlegung: Es gilt n < m?, also ist a <
n — 1 < m?; wir kénnen also schreiben

a=qgm-+r
mit g <m —1und 0 <r <m — 1. Wir haben h = g* genau dann, wenn gilt
hg™ = (g™)".
Wir berechnen also zuerst alle moglichen Werte der rechten Seite (in Schritt 2)
und dann alle méglichen Werte der linken Seite (in Schritt 4), bis wir eine Uberein-
stimmung finden. Die Tabelle T' muss so organisiert sein, dass man einen Eintrag

leicht {iber seine zweite Komponente finden kann. Dafiir eignen sich zum Beispiel
Hashtabellen sehr gut.

Die Komplexitét ist O(y/n) Operationen in G. Das ist immer noch exponentiell in
log n, aber schon wesentlich besser als das einfache Durchprobieren. Der Nachteil
dieses Verfahrens ist, dass es auch O(y/n) Speicherplatz braucht, um die Tabelle T'
abzulegen. Das kann fiir grofses n zu Problemen fiihren.

Das folgende Verfahren beruht auf einer @hnlichen Idee, kommt aber mit recht
wenig Speicherplatz aus. Wir benétigen eine Funktion

f=(f):G=ZXZ,

die ,hinreichend zuféllig” ist. Zum Beispiel kann man einige Bits aus der internen
Darstellung der Gruppenelemente extrahieren und den verschiedenen Bitmustern
vorher zuféllig gewdhlte ganze Zahlen als Werte von f; und f; zuordnen. Vier oder
fiinf Bits sind normalerweise ausreichend. Wir definieren dann (abhéngig von den
Eingabedaten G, g, h)

F.-G— G, z;_>z.gf1(z),hf2(z)‘

Wenn z = ¢ - h? ist, dann ist F(z) = ¢g¢71() . pp+2() Wir wihlen noch eine
(relativ grofe) Zahl M.

1. Wihle 2, yo, ), v € Z zufillig und setze zy := ¢* - h¥ und z}) := ¢*0 - h¥%.
Initialisiere eine leere Tabelle T'.

2. Fiir m =1,2,... fiithre Schritte 3 bis 6 aus.
3. Setze zy = F(zm-1), (@m,Ym) = (X1, Ym-1) + [(Zm_1)-
4. Wenn T einen Eintrag (z,y, z,,) enthélt und y — v, modulo n invertierbar ist,
dann berechne eine Losung a von
a(y — Ym) = Ty —x mod n
und gib a aus; Stop.
Wenn y — y,,, nicht modulo n invertierbar ist, gehe zu Schritt 1.
5. Setze Z;n = F(’z;n—l)a (x;my;n) = (x;n—lay;n—l) + f(Z;n—l)

6. Wenn m durch M teilbar ist, dann speichere (2),, /., 2,,) in T

Wir berechnen hier also zwei Folgen z,, = ¢ - h¥" und 2], = ¢“m - h¥= in G und
versuchen eine Kollision z,, = 2/, zu finden. In diesem Fall haben wir die Relation

gwm . h¥m = gx;ﬂ/ . hy?lﬂ' —— ga(y;n/*ym) — hy;n/*ym — gzm*ff:n/

Y
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und wenn y, , — y,, modulo der Gruppenordnung n invertierbar ist, kénnen wir
nach dem diskreten Logarithmus a auflésen. Wenn wir die Kongruenz nicht ein-
deutig l6sen kénnen, kénnen wir neue Anfangswerte nehmen (und eventuell auch
die Funktion f &ndern). Falls y/ , # v, mod n, bekommen wir immerhin partielle
Information iiber a, die wir im weiteren Verlauf nutzen konnen. In kryptogra-
phischen Anwendungen ist die Gruppenordnung n aber meistens eine Primzahl,
sodass dieser Fall nicht eintreten kann.

Dieser Algorithmus wird auch die ,Methode der zahmen und wilden Kéngurus®“
genannt. Das zahme Kénguru hiipft durch die Gruppe (Folge (z/,,)) und griabt nach
jeweils M Spriingen ein Loch. Das wilde Kénguru hiipft ebenfalls durch G (Folge
(2m)). Irgendwann wird es auf die Spur des zahmen Kéngurus treffen und dann
spatestens nach M — 1 weiteren Spriingen in einem Loch gefangen werden.

Ahnlich wie bei der Pollard-Rho-Methode zur Faktorisierung kann man zeigen,
dass (bei zufallig gewdhlter Funktion f) man nach erwarteten O(y/n) Schritten
eine Kollision erhélt. Die zeitliche Komplexitat ist demnach O(y/n+ M), und der
Speicherplatzbedarf ist O(y/n/M). Man kann den Speicherplatz also fast konstant
halten, ohne die Grofenordnung der Laufzeit zu verschlechtern. Insbesondere kann
man den Parameter M an den verfiigbharen Speicherplatz anpassen.

Pohlig-Hellman-Reduktion.

Wenn die Gruppenordnung n keine Primzahl ist und ihre Primfaktorzerlegung
bekannt ist, dann lasst sich die Berechnung von diskreten Logarithmen in G redu-
zieren auf die Berechnung von diskreten Logarithmen in Gruppen der Ordnung p,
wo p die Primteiler von n durchlduft. Dieser Ansatz geht auf Pohlig und Hellman*
zuriick.

Sei n = pi* -+ - pi¥. Im ersten Schritt reduzieren wir das Problem auf die Berech-
nung von diskreten Logarithmen in Untergruppen von G der Ordnung pjj (fiir
j=1,...,k). Dazu beachten wir, dass G fiir jedes j eine eindeutige solche Unter-
gruppe besitzt, namlich

< o
Gi={reCGly" =le} ={1" [y € G}
mit ¢; = n/p;. Wir haben h%, g% € G; und h% = (g%)*. Wenn wir den diskreten
Logarithmus von h% zur Basis g% in G; berechnen, erhalten wir also a mod pjj .
Mit dem Chinesischen Restsatz konnen wir aus diesen Informationen a berechnen.

Jetzt nehmen wir an, G habe Primzahlpotenzordnung n = p°. Wir bestimmen
zunéchst a mod p. Dazu beachten wir wie oben, dass

G'={y"""|yeG}

die Untergruppe der Ordnung p von G ist. Wir berechnen den diskreten Logarith-
mus von AP zur Basis ¢*" ' in G’; das liefert @ mod p. Sei etwa a = ag mod p.
Dann liegt hg=® in der Untergruppe

G'={?|yeCG={reG |y =1g}

der Ordnung p®~!, die von g? erzeugt wird. Wir berechnen rekursiv den diskreten
Logarithmus a’ von hg=® zur Basis ¢?. Dann gilt

hg= % = ga/p - h = gao—&—a’p’

4G.C. Pohlig, M.E. Hellman: An improved algorithm for computing logarithms over GF(p)
and its cryptographic significance, IEEE Trans. Information Theory IT-24, 106-110 (1978).
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also ist a = ag + d'p.

Kombiniert man die Pohlig-Hellman-Reduktion mit Pollard-Rho oder Baby-Step-
Giant-Step, dann reduziert sich die Komplexitédt im Wesentlichen auf O(,/p), wo-
bei p der grofte Primteiler von n = #G ist.

Fiir kryptographische Anwendungen ist man natiirlich daran interessiert, dass dis-
krete Logarithmen nur schwer zu bestimmen sind. Daher wird man hierfiir Grup-
pen verwenden, deren Ordnung eine Primzahl (oder jedenfalls bis auf einen kleinen
Faktor prim) ist.

Die bisher beschriebenen Algorithmen sind generisch, d.h. auf jede beliebige Grup-
pe G anwendbar (solange wir in der Gruppe rechnen koénnen, also Produkte und
Inverse berechnen und Elemente vergleichen). Ich méchte jetzt noch ein Verfahren
beschreiben, das speziell auf G = F zugeschnitten ist. Dafiir wihlen wir eine
Schranke B und setzen Fp = {p | p Primzahl,p < B}; diese Menge Fp heift
wieder die Faktorbasis. g ist in diesem Fall eine Primitivwurzel mod p.

Initialisiere eine leere Liste L.

Wiederhole Schritte 3 und 4 solange, bis #L > #Fg + 10 ist.
Wihle z € {1,...,p — 2} zufillig und berechne y = ¢* mod p.
Falls y B-glatt ist, schreibe y = [[
Lose das folgende lineare Gleichungssystem tiber Z/(p—1)Z in den Unbekannten
aq, q € Fp:

Fiir jeden Eintrag (z, (eq)4ery;) in L haben wir die Gleichung

r = E €qlyq -

gE€rlp

¢® und speichere (z, (e;)4er,) in L.

ARl e

6. (Hier gilt ¢ = g™ mod p fiir alle q¢ € Fp)

Wiederhole Schritte 7 und 8 bis zum Erfolg.
7. Wihle zufillig x € {0,...,p — 2} und berechne y = ¢*h mod p.
8. Falls y B-glatt ist, schreibe y =[], ., ¢

und gib > . €40, — 2 als Losung aus.

Hier werden (&hnlich wie beim Quadratischen Sieb) erst einmal Relationen zwi-
schen g und den Primzahlen in der Faktorbasis produziert. Diese werden dann
dazu benutzt, die diskreten Logarithmen dieser Primzahlen zu bestimmen. An-
schlieflend wird diese Information dazu genutzt, das urspriingliche Problem zu
16sen. Wenn man haufiger diskrete Logarithmen in derselben Gruppe F berech-
nen muss, dann kann man natiirlich das Ergebnis von Schritt 5 abspeichern und
dann jeweils gleich mit Schritt 6 beginnen.

Die Komplexitatsanalyse beruht wieder auf dem Satz 14.5 von Canfield, Erd&s und

Pomerance. Bei optimaler Wahl von B ergibt sich eine Laufzeit von O(e¢V!oerloglosp),

vergleichbar mit dem Quadratischen Sieb. Man kann auch das Zahlkorpersieb auf
die Berechnung diskreter Logarithmen anpassen und bekommt dann wieder eine

Komplexitit von O(eCW ).
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16. KRYPTOGRAPHIE: ELLIPTISCHE KURVEN

Ahnlich wie die Verwendung von elliptischen Kurven es uns erlaubt, die (p — 1)-
Methode zum Faktorisieren wesentlich flexibler zu machen, indem wir die multi-
plikative Gruppe F; durch eine Gruppe £ (FF,) ersetzen, konnen wir auch in den
kryptographischen Anwendungen statt einer multiplikativen Gruppe die Gruppe
der [F -rationalen Punkte auf einer elliptischen Kurve benutzen. Die Verfahren
bleiben die gleichen, wie sie oben fiir allgemeine zyklische Gruppen beschrieben
wurden. Der einzige Unterschied ist, dass die Gruppe additiv geschrieben wird.
Wir erhalten demnach folgende Versionen.

Zunachst muss eine elliptische Kurve £ {iber einem endlichen Korper F, fixiert
werden, zusammen mit einem Punkt P € E(F,), dessen Ordnung eine hinreichend
grofe Primzahl n ist. Wir arbeiten mit der Gruppe G = (P).

16.1. Beispiel. Diffie-Hellman-Schliisselaustausch mit elliptischen Kurven:

(1) Alice wahlt eine zuféllige Zahl @ und berechnet A =a - P.
Bob wihlt eine zufillige Zahl b und berechnet B =b - P.

(2) Alice sendet A an Bob. Bob sendet B an Alice.
(3) Alice berechnet S = a - B. Bob berechnet S =b- A. &

16.2. Beispiel. El Gamal-Verschliisselung mit elliptischen Kurven:

(1) Bob wihlt eine zuféllige Zahl b € Z/nZ.

(2) Privater Schliissel: b,
Offentlicher Schliissel: B = b - P.

(3) Verschliisselung:
Alice wihlt ein zufilliges a € Z/nZ
und berechnet aus dem Klartext M € G das Paar (R,S) = (a- P,a- B+ M).

(4) Entschliisselung: Bob berechnet M =S —b- R. )

Es gibt noch weitere Verfahren, etwa zur digitalen Unterschrift oder Authentifi-
zierung.

Warum ist es vorteilhaft, statt mit multiplikativen Gruppen mit elliptischen Kur-
ven zu arbeiten? Wir haben gesehen, dass diskrete Logarithmen in multiplikati-
ven Gruppen in subexponentieller Zeit berechnet werden kénnen. Das bedeutet in
der Praxis, dass man relativ grofe Schliissellingen (mehrere 1000 Bit) verwenden
muss, um ausreichende Sicherheit zu erreichen. Das hat natiirlich Auswirkungen
auf die Effizienz der Ver- und Entschliisselung und fithrt dazu, dass das System we-
sentlich langsamer arbeitet als symmetrische Verfahren. Auferdem ist es schwer,
solche Systeme auf Hardware mit sehr beschrinkten Ressourcen, wie zum Beispiel
Smartcards, zu implementieren.

Der grofe Vorteil von elliptischen Kurven ist nun, dass (jedenfalls bisher) kein
Algorithmus zur Berechnung von diskreten Logarithmen auf elliptischen Kurven
bekannt ist, der auf beliebige elliptische Kurven anwendbar ist und schneller als
die generischen Algorithmen (mit Komplexitdt O(y/n)) wére. Das bedeutet, dass
man bei Verwendung von elliptischen Kurven mit wesentlich kiirzeren Schliissel-
langen auskommt (wenige 100 Bit). Dadurch ist die Ver- und Entschliisselung
einerseits schneller als bei vergleichbar sicheren Verfahren, die auf Faktorisierung
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oder diskreten Logarithmen in multiplikativen Gruppen beruhen (obwohl die ein-
zelne Gruppenoperation aufwendiger ist als etwa eine Multiplikation). Auferdem
wird weniger Speicherplatz benétigt, sodass sich diese Verfahren gut fiir Smart-
cards oder dhnliche Anwendungen eignen. Es ist gut moglich, dass Sie in Ihrem
Geldbeutel eine (oder mehrere) elliptische Kurve(n) mit sich herumtragen!

Es gibt allerdings Angriffsmoglichkeiten in bestimmten Situationen. Wir haben
bereits gesehen, dass Pohlig-Hellman-Reduktion die Berechnung von diskreten Lo-
garithmen vereinfacht, wenn die Ordnung von G nicht prim ist.

Ein Angriff, die sogenannte Frey-Riick-Attacke® beruht auf der (mit der Weil-
Paarung verwandten) Tate-Paarung. Sei dazu E eine elliptische Kurve iiber einem
endlichen Kérper [F, und n eine zu ¢ teilerfremde Zahl. Die Tate-Paarung ist eine
Abbildung
(s )1ate: E(Fq)/nE(Fy) x E(Fg)n] — Fy/F™.

Um (P + nE(F,), Q)Tate zu berechnen, sei Fy € F,(E) eine rationale Funktion
auf F, die in () eine n-fache Nullstelle und in O einen n-fachen Pol hat. Wir
schreiben P = P, — P, mit {Py, P} N {Q,0} = . Dann ist

F Q(P 1) xn

<P7 Q>Tate — <P + nE(]Fq)v Q)Tate - FQ(PQ) q

Man kann zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl von F, (das ist leicht,
denn die moglichen Wahlen unterscheiden sich nur durch Skalierung), der Wahl des
Reprasentanten P oder der Darstellung von P als Differenz von P; und P, abhéngt.
Die Tate-Paarung ist bilinear (im gleichen Sinne wie bei der Weil-Paarung). Wenn
g = 1 mod n ist, dann ist die Tate-Paarung auch nicht-ausgeartet. (Im anderen
Fall ¢ # 1 mod n hat F /Fx" Ordnung kleiner als n, sodass die Paarung ausgeartet
sein muss.)

Wir brauchen noch ein Lemma:

16.3. Lemma. Sei E eine elliptische Kurve dber F, und P € E(F,) ein Punkt
der primen Ordnung n L q. Seil > 1 die kleinste Zahl, sodass ¢ = 1 mod n ist.
Wenn 1 > 1 ist, dann gilt E[n] C E(F,).

Beweis. Da n L g ist, ist nach Satz 11.1 (1) E[n] = E(F,)[n] & Z/nZ x Z/nZ.
Wir kénnen P zu einer Basis (P, Q) von E[n| ergénzen. Sei M € GL(2,Z/nZ)
die Matrix von ¢|gp, beziiglich dieser Basis, wo ¢ der Frobenius-Endomorphismus
von E iiber F, ist. Da P € E(F,) ist, gilt ¢(P) = P, also hat M die Form

u=(0 %)

Es ist ¢ = e,(P,Q) eine primitive n-te Einheitswurzel in F, (nach Satz 11.2 (3)
ist e, nicht-ausgeartet). Aus der Vertrédglichkeit von e, mit der Operation der
absoluten Galois-Gruppe von F, (Satz 11.2 (4)) folgt

¢" = en(P,aP +bQ) = en((P), $(Q)) = 6(C) = ¢,
also ist b = ¢ in Z/nZ. Die Matrix von ¢'| gy, ist dann

M= 1 a _ (1 a
0 ¢ 0 1)/’
5G. Frey, H.-G. Riick: A remark concerning m-divisibility and the discrete logarithm in the
divisor class group of curves, Math. Comp. 62, 865-874 (1994)
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denn ¢! = 1 in Z/nZ nach Definition von [. Ist [ > 1, dann ist b = q # 1 in Z/nZ,
also hat M die beiden verschiedenen Eigenwerte 1 und ¢; es folgt, dass M und
damit auch M' diagonalisierbar ist. Das impliziert aber a’ = 0; damit ist ¢' die
Identitét auf £[n]. Das bedeutet aber gerade, dass die Elemente von E[n] in E(FF,)
liegen. a

Sei jetzt also E eine elliptische Kurve tber F, und P € E(F,) ein Punkt der
(primen) Ordnung n mit n L ¢. Sei [ wie im Lemma. Falls [ > 1 ist, dann gibt es
nach dem Lemma einen Punkt P’ € E(F)[n], der nicht in (P) liegt. Unter diesen
Umstanden gilt

(P, P ) ate # 1.
Wir haben den Isomorphismus

a: BN JE — pn(Fy),  a-F§" e a0/,
Um jetzt den diskreten Logarithmus von @) € (P) zu berechnen, bestimmen wir

r=a((P,P)rue) und s =a((Q P)1ue) -

Aus Q = aP und der Bilinearitdt der Tate-Paarung folgt s = r*. Die Bestim-
mung von a entspricht also der Berechnung eines diskreten Logarithmus in (der
Untergruppe der Ordnung n von) IF;Z. Wenn [ nicht zu grof ist, sind die dafiir ver-
fiigharen subexponentiellen Algorithmen schneller als die generischen Algorithmen
fir (P). In der Praxis sollte man E und P so wihlen, dass [ > 20 ist.

Falls [ = 1 ist, dann kénnen wir direkt in E(FF,) arbeiten. In diesem Fall ist (unter
der Voraussetzung n? { #E(F,)) (P, P)tate nicht trivial, und wir kénnen wie oben
verfahren, aber mit P’ = P. Wir reduzieren dann auf einen diskreten Logarithmus
in F, der wesentlich leichter zu berechnen ist, als mit den generischen Methoden.
Der Fall ¢ = 1 mod n ist also unbedingt zu vermeiden.

Es wurde vorgeschlagen, Kurven E iiber F, mit #E(F,) = p zu verwenden, da
diese gegen den eben beschriebenen Angriff immun sind. Es hat sich aber bald
herausgestellt, dass sich diskrete Logarithmen auf diesen Kurven noch viel einfa-
cher berechnen lassen. Dazu wihlt man eine elliptische Kurve E iiber Q, (dem
Korper der p-adischen Zahlen), sodass sich ihre Gleichung mod p auf die von E
reduziert. Nach dem Henselschen Lemma kann man auch die Punkte P und @
zu Punkten P,Q € E(Qp) hochheben. Die Punkte pP und p@Q liegen im ,Kern
der Reduktion®, das ist die Untergruppe El(Qp) von F (Qp), deren Elemente die
Punkte sind, deren Reduktion mod p gerade der Ursprung O € E(F)) ist. Das sind
genau O € E(Qp) und die Punkte (§,7n), fir die v,(£/n) positiv und v,(£) negativ
ist. Wir schreiben noch Ey(Q,) fiir die Untergruppe der Punkte mit v,(£/n) > 2
(zusammen mit O). Dann gibt es Isomorphismen

E(F,) — El(@P>/~E~'2(@P) — Z[pZL

Q PQ
R —  Z(R) mod p
Py

falls pP ¢ F5(Q,) ist. Falls diese Bedingung nicht erfiillt ist, wihle man eine

andere Kurve F.

Die Berechnung des diskreten Logarithmus in E(F,) wird auf diese Weise zuriick-
gefithrt auf die Berechnung des diskreten Logarithmus in der additiven Gruppe
Z./pZ. Diese ist aber vollig trivial mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus
zu bewerkstelligen.
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Es gibt weitere Angriffsmoglichkeiten, wenn der Korper die Ordnung g = p™ hat,
wobei m eine zusammengesetzte Zahl ist. Deshalb wird empfohlen, entweder eine
Kurve iiber einem Korper F, zu verwenden, oder eine Kurve iiber einem Korper
Far, wobei jeweils p eine Primzahl ist. Dabei ist in jedem Fall sicherzustellen, dass
die Kurve nicht mit einer der oben beschriebenen Methoden angreifbar ist.

Zur Berechnung der Ordnung #FE(F,) wird (fiir ¢ = p) der Algorithmus von
Schoof-Elkies-Atkin verwendet; fiir ¢ = 2P gibt es einen sehr effizienten Algorith-
mus von Satoh. Alternativ kann man die Gruppenordnung vorgeben und elliptische
Kurven konstruieren, die diese vorgegebene Ordnung haben. Dazu verwendet man
Kurven mit komplexer Multiplikation, die iiber einem geeigneten algebraischen
Zahlkorper definiert sind, und reduziert sie modulo einer geeigneten Primzahl.
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17. ELLIPTISCHE FUNKTIONEN

Wir betrachten jetzt elliptische Kurven iiber dem Korper C der komplexen Zahlen.
Fiir das Folgende orientieren wir uns an Kapitel VI im Buch [Sil| von Silverman.

Sei E eine elliptische Kurve iiber C. Die Menge E(C) ihrer Punkte wird beschrie-
ben durch eine Gleichung in zwei Variablen. Wenn wir uns fiir einen Moment auf
den affinen Teil beschrinken, dann haben wir eine Teilmenge von C?, die durch
eine Gleichung beschrieben wird. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kon-
nen wir lokal die Gleichung nach einer der beiden Variablen holomorph auflosen
(die zu erfiillende Bedingung bedeutet gerade, dass E glatt ist), sodass E(C) lo-
kal aussieht wie ein Stiick der komplexen Ebene C. Das gilt fiir jeden affinen
Teil von E(C) C P?*(C), sodass E(C) insgesamt zu einer eindimensionalen kom-
plexen Mannigfaltigkeit, einer sogenannten Riemannschen Fldche wird, d&hnlich
wie die Losungsmenge einer oder mehrerer Gleichungen im R™ unter geeigneten
Voraussetzungen eine (differenzierbare) reelle Mannigfaltigkeit bildet. Ebenso wie
man auf differenzierbaren reellen Mannigfaltigkeiten Analysis treiben kann, kann
man Funktionentheorie auf Riemannschen Flichen betreiben. Fiir eine anschau-
liche Kurzeinfithrung in diese Materie seien die letzten Kapitel des Buches von
Jénich [Jae| empfohlen.

Diese Flache E(C) ist topologisch ein Torus. Da man einen Torus auch bekommt,
wenn man in der Ebene Punkte identifiziert, deren Differenz in einem gegebenen
Gitter (das ist eine additive Untergruppe, die von zwei linear unabhéngigen Ele-
menten erzeugt wird) liegt, ist das Hauptresultat dieses Kapitels vielleicht nicht
mehr ganz so iiberraschend. Es sagt namlich Folgendes.

17.1. Satz. Zu jeder elliptischen Kurve E idiber C gibt es ein Gitter A C C und
einen Isomorphismus C/A = E(C) als Gruppen und als Riemannsche Flichen.
Umgekehrt gibt es zu jedem Gitter A C C eine elliptische Kurve E tber C mit
dieser Eigenschaft.

Dabei ist C/A eine Gruppe als Faktorgruppe der additiven Gruppe von C nach
dem Normalteiler A. Gleichzeitig ist C/A aber auch eine Riemannsche Fléche, da
eine kleine Umgebung von z4+A € C/A genauso aussieht wie eine kleine Umgebung
von z € C. (Die Topologie auf C/A ist die sogenannte Quotiententopologie. Sei
m: C — C/A die kanonische Abbildung; dann ist U C C/A genau dann offen,
wenn das Urbild 7#=!(U) C C offen ist. Diese Topologie ist die feinste, die 7 stetig
macht.)

Wir beginnen mit dem zweiten Teil des obigen Satzes; wir gehen also aus von
einem gegebenen Gitter A. Zunéchst die fallige Definition.

17.2. Definition. Ein Gitter A C C ist eine additive Untergruppe der Form
A= Zw1 + Z(.UQ s

wobei wy,ws € C iiber R linear unabhéngig sind (also eine Basis des R-Vektorraums
C bilden).

Ein Fundamentalparallelogramm fir A ist eine Menge der Form
F= {CL + t1wq + towo | ti1,to € [0, 1]}

mit a,wi,ws € C, wo wy,wy eine Basis fiir A bilden. &

SATZ
C/A = E(C)

DEF

Gitter
Fundamental-
parallelogramm
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®, @,

Beachte, dass so ein Gitter viele Basen hat: mit wy,ws ist zum Beispiel auch
2w1 + 3w, wy + 2wo eine Basis.

17.3. Lemma. Sei A C C ein Gitter, m: C — C/A die kanonische Abbildung LEMMA
und F ein Fundamentalparallelogramm fir A. Dann ist 7: F — C/A surjektiv. C/A ist
Insbesondere ist C/A kompakt. kompakt

Beweis. Sei F' durch a,w;,ws gegeben wie in der Definition, und sei z + A € C/A
ein Element. Wir miissen zeigen, dass es ein w € F gibt mit z + A = w + A, d.h.,
z —w € A. Dazu schreiben wir alles in der R-Basis wq,ws von C: z = z1wq 4 29w,
a = ajwy + aswy mit 21, 29, a1, a2 € R. Seing = |21 —ay ], ng = |22 — az|; dann gilt
z = (a + tiwy + tows) + (nqwy + nows) mit 0 < 9,19 < 1, also z € F + A, was zu
zeigen war.

Da F' (als abgeschlossene und beschrinkte Menge oder als Bild des kompakten
Einheitsquadrats unter der stetigen Abbildung (¢1,t2) — a+tiw; + taws) kompakt
ist, ist auch C/A als Bild von F' unter der stetigen Abbildung = kompakt. a

Da (wie man sich dhnlich wie in obigem Beweis leicht tiberlegt) die einzigen Paare
von Elementen eines Fundamentalparallelogramms F', die modulo A kongruent
sind, auf gegeniiberliegenden Seiten von F' liegen, kann man den topologischen
Raum C/A erhalten, indem man so ein F' an den zwei Paaren gegentiberliegender
Seiten zusammenklebt. Bei der ersten Verklebung entsteht ein Zylinder, bei der
zweiten dann ein Torus.

Wir interessieren uns nun fiir meromorphe Funktionen auf der kompakten Rie-
mannschen Flache C/A. Wir brauchen dafiir aber nicht die Funktionentheorie auf
Riemannschen Flachen zu entwickeln, denn es ldasst sich alles auf die bekannte
Funktionentheorie auf C zuriickfiihren. Dass das so ist, liegt an der folgenden
Bemerkung.

17.4. Bemerkung. Sei A C C ein Gitter und 7: C — C/A die kanonische Pro- BEM
jektion. Dann liefert f — for eine Bijektion zwischen Abbildungen f: C/A — X  Abbildungen
und Abbildungen f: C — X mit der Eigenschaft, dass f(z + w) = f(z) gilt fir auf C/A
alle z € Cund w € A.

C
l 7
c/A L x
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Obiger Bemerkung folgend, betrachten wir statt meromorpher Funktionen auf
C/A meromorphe Funktionen auf C, die beztiglich A (doppelt-)periodisch sind.
Fiir die verwendeten Satze aus der Funktionentheorie sei wiederum auf das Buch
von Jénich [Jae| verwiesen.

17.5. Definition. Sei A C C ein Gitter. Eine elliptische Funktion fiir A ist eine DEF
meromorphe Funktion f: C — C mit f(z +w) = f(z) fir alle z € C,w € A. < elliptische
Funktion

17.6. Bemerkung. BEM

ell. Funktionen
(1) Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier elliptischer Funktionen fiir A Hnx

sind wieder elliptische Funktionen fiir A. Die Menge der elliptischen Funktio-
nen fiir A bildet also einen Koérper M(A). Dieser Korper enthélt C als die
konstanten Funktionen.

(2) Wenn wy, wy eine Basis von A ist, dann ist die Periodizitdtsbedingung dquiva-
lent zu

flz4+w) = f(z4+w2) = f(z) fiiralle z € C.

(3) Ist 0 # f € M(A), dann gibt es ein Fundamentalparallelogramm F fiir A,
sodass f auf dem Rand OF keine Nullstellen oder Pole hat. (Zum Beweis
betrachte ein Fjy mit a = 0. In der kompakten Menge 2F hat f nur endlich viele
Nullstellen und Pole (sie kénnen sich wegen des Identitétssatzes nicht hiufen),
also sind von allen F' = a+ Fy mit a € Fy nur endlich viele ausgeschlossen.) &

Nun koénnte man fragen, warum wir nicht erst einmal holomorphe Funktionen
betrachten. Die Antwort ist, dass es keine (interessanten) gibt.

17.7. Lemma. Fine holomorphe elliptische Funktion ist konstant. LEMMA
holomorphe
ell. Fkt.

Beweis. Sei f € M(A) holomorph und F' ein Fundamentalparallelogramm von A. €
sind konstant

Dann ist f als stetige Funktion auf der kompakten Menge F' beschriankt. Nach
Lemma 17.3 gilt aber f(C) = f(F), also ist f tiberhaupt beschrankt und damit
nach dem Satz von Liouville konstant. a

Eine nicht-konstante elliptische Funktion muss also mindestens einen Pol (modu-
lo A) haben. Das ist aber nicht die einzige Einschrankung.

17.8. Satz. Seien A C C ein Gitter und 0 # f € M(A) eine elliptische Funktion. SATZ
Sei weiter F ein Fundamentalparallelogramm fir A, sodass f auf dem Rand OF Nullstellen
keine Nullstellen oder Pole hat (siehe Bemerkung 17.6 (3)). Dann gilt: und Pole

von ell. Fkt.
1) Y resa(f) = 0; en el e

Dabei ist res,(f) das Residuum von f in z und ord,(f) die Ordnung (d.h. Viel-
fachheit der Nullstelle oder negativ genommene Vielfachheit des Pols) von f in z.
Da f in F nur endlich viele Nullstellen und Pole hat, sind die Summen endlich.
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Beweis. Der Beweis besteht jeweils in der Anwendung des Residuensatzes auf ein
Integral |, o 9(2) dz mit einer geeigneten Funktion g. Der Integrationsweg ist dabei
der entgegen dem Uhrzeigersinn orientierte Rand von F'. Wenn F' durch a, wy, ws
gegeben ist und (wq,ws) eine orientierte Basis ist (d.h., es ist Im(wy/wq) > 0),
dann gilt also

/ )dz = 7W1 a+7+w z)dz — 7WQ— a+7+w2> g(z)dz
atws a atw
(17.1) = 7M(g(z) —g(z+ws)) dz — 7w2(g(z) —g(z4w))dz.

(1) Wir setzen g = f in (17.1). Es folgt

2m resz / f(z

zeF

wegen der Periodizitat von f.

(2) Wir setzen g = f'/f € M(A). Dann gilt res,(g) = ord.(f), und wie eben folgt
> epord.(f) =0.

(3) Hier nehmen wir g(z) = 2z f’(2)/f(#); dann ist res,(g) = z-ord,(f). Allerdings
ist g nicht mehr A-periodisch, sondern es gilt

9(z) —9(z +w) = —w f'(2)/ f(2)
fir z € C, w € A. Mit (17.1) haben wir also

a+w1 a+wso

QWiZz-ordz(f):—wg / %dz—f—wl / %dz.

zeF a

Da f auf OF keine Pole oder Nullstellen hat, gibt es eine holomorphe Funk-
tion h auf einer Umgebung der Strecke [a,a + w;] mit exp(h(z)) = f(z) auf
dieser Umgebung. Es gilt dann b’ = f’/f, also haben wir

a-+wi
f’ (2)

Z

h(a +wy) — h(a),

und das muss 27t mal eine ganze Zahl sein, weil
exp(h(a +wi) — h(a)) = fla+wi)/f(a) =
ist. Das andere Integral behandelt man ebenso. Insgesamt folgt

2mi Z z-ord,(f) = —2miwong + 2miwiny
zeF

mit ny,ny € Z, was zur Behauptung dquivalent ist. a

Teil (2) von Satz 17.8 zeigt, dass die folgende Definition sinnvoll ist.
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17.9. Definition. Sei0 # f € M(A). Dann heift die Anzahl der Pole von f (mit
Vielfachheit gezahlt) in einem (jedem) Fundamentalparallelogramm, auf dessen
Rand keine Pole oder Nullstellen von f liegen, die Ordnung von f. Die Ordnung
ist auch gleich der Anzahl der Nullstellen (mit Vielfachheit gezahlt). &

Aus Satz 17.8 folgt, dass es keine elliptischen Funktionen der Ordnung 1 gibt, denn
ein einfacher Pol hat immer ein nicht-verschwindendes Residuum. Die einfachsten
elliptischen Funktionen werden also Ordnung 2 haben und entweder einen zweifa-
chen Pol mit Residuum 0 in z+ A mit 2z € A oder zwei einfache Pole bei z+ A und
—z+ A mit entgegengesetzten Residuen haben. Wir werden bald so eine Funktion
der Ordnung 2 konstruieren.

Man kann sich allgemeiner die Frage stellen, wann es zu vorgegebenen Ordnungen
ord,(f), z € F, eine elliptische Funktion gibt. Die Teile (2) und (3) von Satz 17.8
geben notwendige Bedingungen. Wir werden sehen, dass diese Bedingungen auch
hinreichend sind.

Wir haben gesehen, dass ein moglicher Kandidat fiir eine einfachste nicht-konstante
elliptische Funktion einen Pol zweiter Ordnung mit Residuum null in jedem Gitter-
punkt hat. So eine Funktion sollte also zum Beispiel in jedem w € A den Hauptteil
(z — w)~? haben.

Man wiére jetzt vielleicht versucht,

1
(17.2) fe =3 ——
weA (Z B w)
zu setzen; diese Funktion ware offensichtlich A-periodisch. Dummerweise konver-
giert aber die Reihe fiir kein z € C absolut, denn fiir festes z ist der Term, iiber
den summiert wird, von der GroBenordnung w™?, und 3, s\ 1y |w| 2 ist divergent

(Ubung). Also muss man etwas tun, um die Konvergenz zu erzwingen: Man zieht
einfach w™2 vom Term unter der Summe ab und setzt

@(Z):KJA(Z):%—{— 3 (ﬁ—é)

weA\{0}

Das ist die sogenannte Weierstrafische o-Funktion. Der Term in der Summe ist
jetzt
1 1 w—(z—w)? 22w — 22

- T = = O(‘w‘ig)a

(z —w)? w2 Wz —w)? w2z —w)?

gleichmiifig fiir z in einem Kompaktum in C\ A. Da 35y (o lw|™ < oo ist

(Ubung), konvergiert die Reihe gegen eine in C meromorphe Funktion mit Polen
nur in den Gitterpunkten von A mit Hauptteil (z —w) 2. (Diese Methode mit den
,Konvergenz erzeugenden Summanden® funktioniert iibrigens in &hnlicher Weise
immer: Zu einem Gebiet U C C gibt es stets eine auf U meromorphe Funktion mit
vorgeschriebenen Hauptteilen in U, solange sich die vorgeschriebenen Pole in U
nicht hdufen. Das ist der Inhalt des Satzes von Mittag-Leffler.)

Nun haben wir also eine meromorphe Funktion p mit den richtigen Polen. Ist p
auch elliptisch? Heuristisch wiirde man das vielleicht erwarten, denn wir haben
zu unserem A-periodischen Ansatz (17.2) nur eine Konstante addiert. Allerdings
verhalten sich unendliche Reihen ja oft kontra-intuitiv; deswegen sollten wir uns
nach einem ordentlichen Beweis umsehen. Man kann das relativ einfach anhand
der Reihe sehen — fiir A € A ergibt die Differenz p(z + \) — p(z) eine absolut
konvergente Reihe, die nicht von z abhingt und deren Summe null ist. Eleganter

DEF
Ordnung
einer ell. Fkt.

DEF
Weierstrallsche
©-Funktion
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ist aber der folgende iiblicherweise angewandte Trick. Da die Reihe fiir p kompakt
konvergent ist, diirfen wir gliedweise differenzieren und erhalten

o) =23

woraus man sofort sieht, dass g’ elliptisch ist. Da die Ableitung der Differenz
o(z + w) — p(2) also verschwindet, muss die Differenz konstant sein. Nun verwen-
det man, dass g eine gerade Funktion ist (d.h., p(—2) = p(2); das ist aus der
Definition offensichtlich) und wertet obige Differenz bei —w/2 aus:

const. = p(—w/2 +w) — p(—w/2) = p(w/2) — p(w/2) =0.
Wir bezeichnen den Teilkérper der geraden Funktionen im Kérper M(A) der el-
liptischen Funktionen mit M(A)* und die Teilmenge der ungeraden Funktionen

mit M(A)~. Wir haben mit den obigen Uberlegungen bereits den ersten Teil des
folgenden Satzes gezeigt.

17.10. Satz.
(1) pa € M(A)T ist eine gerade elliptische Funktion der Ordnung 2;
o\ € M(AN)~ ist eine ungerade elliptische Funktion der Ordnung 3.

(2) M(A)T =C(pa), d.h., jede gerade elliptische Funktion ist eine rationale Funk-
tion von px. Hat f € M(A)* Pole nurin A, so ist f sogar ein Polynom in o, .

(3) M(A) = M(AN)*(p)) ist eine quadratische Korpererweiterung, und es gilt
(Ph)* =4} — 60 G4(A) pa — 140 Go(A) .
Insbesondere ist M(A) = C(pa, ©))-
Dabei sei fiir k > 3 definiert

G(M) = ) wh

weA\{0}

Es ist leicht zu sehen, dass G (A) = 0 ist fiir £ ungerade. Interessant sind also nur
G4(A), GG(A), Gg(A) usw.

Beweis.

(1) Siehe oben. Da g (modulo A) nur einen Pol der Ordnung 2 hat, hat p Ord-
nung 2 als elliptische Funktion. Als Ableitung einer geraden Funktion ist g’
ungerade. Dass @ Ordnung 3 hat, sieht man wie fiir p.

(2) Die Hauptteile einer Funktion in M(A)™ haben (modulo A) die Gestalt

N

1 (—1)"
ZG”((Z —w)" i (z—i—w)”) ’

n=1

falls 2w ¢ A, bzw.

N

I e
"z —w)’

n=1
falls 2w € A (d.h. w = —w mod A). Auf der anderen Seite gilt, dass der einzige
Hauptteil mod A von ¢'(w)/(p(z) — p(w)) (fir 2w ¢ A) gerade

1 1

Z— W zZ+w

SATZ
Eigenschaften
von ©a
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ist. Fiir 2w € A, w ¢ A hat man
1
(z — w)?

als Hauptteil von ¢"(w)/(2(p(z) — p(w))); fiir w € A hat g selbst den rich-
tigen Hauptteil. Man sieht, dass man durch eine endliche Linearkombination
von Termen 1/(p(2) — p(w))™ bzw. p(z)" eine gerade elliptische Funktion g
bekommen kann, die dieselben Hauptteile wie eine gegebene gerade elliptische
Funktion f hat. Die Differenz f — g ist dann holomorph, also konstant. Damit
ist die erste Aussage bewiesen. Die zweite folgt ebenfalls, da fiir den Hauptteil
bei 0 nur Potenzen von g selbst benotigt werden.

Sei f € M(A); dann kann man f = f, + f_ schreiben als Summe der geraden
Funktion f,(z) = (f(z) + f(—2))/2 € M(A)" und der ungeraden Funktion
f-(2)=(f(2)—f(—2))/2 € M(A)~". Da g ungerade ist, ist f_ /¢’ gerade. Nach
Teil (2) gibt es also rationale Funktionen r; und rq, sodass f = 1 (p) +72(p) ¢’
ist. Folglich ist 1, ¢ eine Basis von M(A) iiber M(A)* = C(p), was die erste
Aussage beweist.

Da ¢’ ungerade ist, ist (p')? gerade; auferdem hat (g')? Pole nur in A. Daher
muss (p')? ein Polynom in g sein. Um die genaue Relation herauszufinden,
brauchen wir die Laurent-Reihe von g bei 0.

17.11. Lemma. Die Laurent-Reihe von py(z) bei z = 0 ist gegeben durch

pa(z) =272+ ) (204 1)Gansa(A) 22"

n=1

Beweis. Fiir |z| < |w| haben wir
z-—w) P —w?l=w?((l-z/w)?-1)= Z(n + Dw™ (4D n
n=1
In die definierende Gleichung fiir p eingesetzt und aufsummiert, ergibt das das
Ergebnis. (Beachte, dass Ga,41(A) = 0 ist!) Q

Die angegebene Gleichung fiir (p/)? ergibt sich nun durch Abgleichen des
Hauptteils und des konstanten Terms der Laurent-Reihe von (¢')? wie oben.
Q

LEMMA
Laurent-Reihe
von
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18. GITTER UND ELLIPTISCHE KURVEN

In Satz 17.8 haben wir Einschrdnkungen an die Null- und Polstellen (mit ihren
Vielfachheiten) einer elliptischen Funktion kennengelernt: Die Summe der Null-
und Polstellenordnungen (letztere negativ gerechnet), erstreckt iiber ein Funda-
mentalparallelogramm, muss verschwinden, und die Summe der Null- und Pol-
stellen selbst (mit den entsprechenden Vielfachheiten) muss in C/A ebenfalls ver-
schwinden. In diesem Abschnitt wollen wir nun zeigen, dass das die einzigen Ein-
schrinkungen sind. Dazu fithren wir eine weitere Funktion ein, die uns als multi-
plikativer Baustein fiir elliptische Funktionen dienen kann.

18.1. Definition. Die Weierstrafische Sigma-Funktion (zum Gitter A) ist defi-

niert als
2

ot=aier== 1 (-S)on(i55)

weA\{0}
ihre logarithmische Ableitung

w2
weA\{0}

heifst Weierstrafische Zeta-Funktion. &

Die Weierstralische Zeta-Funktion ist etwas anderes als die Riemannsche Zeta-
Funktion ((s) => "7 n*!

Hier sind die wichtigsten Eigenschaften der Sigma-Funktion.

18.2. Lemma. o ist eine ganze Funktion mit einfachen Nullstellen genau in den
Gitterpunkten von A. Zu w € A gibt es Konstanten ay,, b, € C, sodass

o(z 4+ w) = ™7 5 (2)

gilt fir alle z € C.

Beweis. Es ist
2 2

(1-5) (G +50) = (1=5) 1+ S+ Z o)
=1+0w™);

also konvergiert das Produkt absolut und gleichmafig auf kompakten Mengen
(die O-Konstante héngt stetig von z ab). Damit ist ¢ eine ganze Funktion mit
einfachen Nullstellen genau da, wo einer der Faktoren verschwindet, also genau in
den Punkten von A.

Fiir die zweite Aussage beachten wir, dass das Glied in der Reihe fiir {(z) von der
Grofenordnung O(w™3) ist; also konvergiert die Reihe absolut und gleichmiifig in
kompakten Teilmengen von C\ A. Wir diirfen also gliedweise differenzieren und
sehen, dass (' = —p ist. Da g elliptisch ist, gibt es also ein b,, € C mit

((z4+w) =((2) + by fir alle z € C.
Wir betrachten jetzt
o(z+w)
eboro(z)

fz) =

DEF
Weierstrallsche
o- und (-Fkt.

LEMMA
Eigenschaften
von o
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Es gilt
f'z) _dztw) d'(2) , _ —C(2) — by =
PO T T b - ) - - 00,
also ist f(z) = e konstant. Qa

18.3. Bemerkungen.

(1) Die Faktoren exp(z/w + 3(z/w)?) in der Produktformel fiir o(z) heifen (aus
naheliegenden Griinden) Konvergenz erzeugende Faktoren. Sie dienen dazu,
den Faktor auf die Form 1 + O(w™®) zu bringen. Derselbe Trick funktioniert
auch ganz allgemein und liefert den Beweis des Weierstrafischen Produktsatzes:
Ist in einem Gebiet D C C eine Folge von paarweise verschiedenen Punkten
a, € D mit Vielfachheiten v, € N gegeben, sodass sich (a,) nirgends in D
héduft, so gibt es eine auf D holomorphe Funktion, deren Nullstellen genau
die a, mit Vielfachheit v, sind. Als Konvergenz erzeugende Faktoren muss
man dabei

exp(z/an + 1(2/an)? + -+ 2 (2/an))
mit geeigneten k, nehmen. (Der Term in der Exponentialfunktion ist der An-
fang der Potenzreihe von log(1 — z/a,)™".)

(2) Eine Funktion, die ein Transformationsverhalten wie o aufweist, heift auch
eine Thetafunktion beziiglich A. Dieser Begriff ldsst sich auf Gitter in C" ver-
allgemeinern und spielt eine wichtige Rolle in der Theorie der abelschen Varie-
titen, das sind hoherdimensionale Analoga von elliptischen Kurven, namlich
projektive Varietéten, die eine Gruppenstruktur haben.

(3) Aus 0(z 4 (w1 +w2)) = 0((z + w1) + wa) bekommt man
b, 4wy = buy + bw, und
Aoy sy = Ay, + boyywa + ay, mod 2miZ .

b definiert also einen Homomorphismus A — C, wihrend das Paar (a,b) einen
sogenannten 1-Kozykel A — C/27iZ x C definiert, wobei A auf C/2miZ x C
operiert durch (a, 8)¥ = (a + Pw, 5). [

Die Sigma-Funktion stellt uns das notige Material zur Verfiigung, um den Satz
von Abel-Jacobi zu beweisen.

18.4. Satz. Sei A C C ein Gitter, sei F' ein Fundamentalparallelogramm fiir A,
seien wy, . .., w, € F paarweise verschieden und mq, ..., m, € Z mit

imj =0 und imjwj =leA.
j=1 j=1

Dann gibt es [ € M(A) mit ord,,(f) = m; fir alle j und ord.(f) = 0 fiir alle
z€ F\{wy,...,w,}.

Das liefert eine Umkehrung zu Satz 17.8.

Beweis. Da o genau eine einfache Nullstelle modulo A hat, liegt folgender Ansatz

nahe:
n

fo(z) = Ha(z —w;)™ .

j=1

BEM

SATZ
Satz von
Abel-Jacobi
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Diese Funktion f; hat dann jedenfalls die richtigen Null- und Polstellen. Ist fy
auch elliptisch? Dazu sei w € A. Es gilt

z+w Haz—l—w wj

= exp(ay, Z m; + b, ij(z — w;)) fo(2)

= exp(—buA) fo(2) -

fo ist also nur fast elliptisch. Auf der anderen Seite ist aber o(z)/o(z — \) eine
ganze Funktion ohne Nullstellen, und es gilt

o(z+w) o(2)
e Py Vi U popy v
also leistet
£2) = folz) =22

o(z—A)
das Gewiinschte. (Der Korrekturfaktor o(z)/o(z — \) ist von der Form ae®*.) Q

Wir kénnen jetzt die eine Hélfte des Uniformisierungssatzes beweisen.

18.5. Satz. Sei A C C ein Gitter und E die durch die affine Gleichung SATZ
2_ .3 . Ell. Kurve
(18.1) y® =12° — 15G4(A) z — 35Gs(A) Ju Gitter

definierte projektive ebene Kurve. Dann ist E eine elliptische Kurve, und die Ab-
bildung

¢: C/A >z (p(2) : 5¢/(2) 1 1) € E(C)
liefert einen Isomorphismus von C/A und E((C) als Gruppen und Riemannschen
Fldchen.

Beweis. Nach Satz 17.10, Teil (3), ist ¢ jedenfalls eine wohldefinierte Abbildung
(in der Nihe von 0 muss man die projektiven Koordinaten mit 2* multiplizieren,
um den Pol von ¢’ zu eliminieren; dann sieht man, dass ¢(0) = O ist).

Wir fixieren eine Basis wq,ws von A und setzen w3 = w; + ws. Da @ eine gerade
elliptische Funktion der Ordnung 2 ist, sind die Werte

er = p(wi/2), ex=p(w/2), e3=p(ws/2)

paarweise verschieden (denn p(z —w;/2) ist ebenfalls gerade, also hat o — e; eine
doppelte Nullstelle in w;/2 und keine weiteren Nullstellen mod A). Weiterhin gilt

o (w;/2)=0  furj=1,23,

da @' ungerade ist. Es folgt

Y’ = (z—er)(z — e2)(x — e3);

also verschwindet die Diskriminante von (18.1) nicht, und es liegt eine elliptische
Kurve vor.

Wir zeigen als néchstes, dass ¢ bijektiv ist. Zur Injektivitét: Sei ¢(21) = ¢(2z2). Wir
betrachten f(z) = p(z) — p(21), eine gerade elliptische Funktion der Ordnung 2.
Wenn z; und z; modulo A verschieden sind, dann sind z; und 2z, genau die beiden
einfachen Nullstellen von f. Es folgt zo = —z; mod A, also @'(z2) = —¢'(21), und
das ist ungleich null, da 2z; = z; — 25 ¢ A. Es folgt ¢(21) # ¢(22), Widerspruch.
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Also muss z; = 2z mod A gelten. Dass 0 der einzige Wert mit Bild O ist, ist
klar. Zur Surjektivitdt: Sei (z,y) € E(C) (O liegt natiirlich im Bild). Die Funk-
tion f(z) = p(z) — x hat Ordnung 2, also mindestens eine Nullstelle z;. Wegen
Gleichung (18.1) gilt dann $¢'(z0) = %y, also (z,y) = ¢(z0) oder (z,y) = ¢(—2).

Da p und ¢ meromorph sind, ist ¢ eine holomorphe Abbildung zwischen Rie-
mannschen Fliachen. Genauer: Eine Abbildung zwischen Riemannschen Fléchen
ist holomorph, wenn sie ,holomorph beziiglich Karten®“ ist. Die Karten fiir C/A
kommen von der kanonischen Projektion 7: C — C/A. Die Karten fir F(C) sind
gegeben durch Projektion auf eine Koordinate in einem passenden affinen Teil der
Kurve. Im iiblichen affinen Teil bekommt man als Funktion beziiglich der Karten
entweder @ oder %p’ auf einem Gebiet in C\ A; diese Funktionen sind holomorph.
In einer Umgebung von O liefert x/y eine Karte; die zugehorige Funktion beziig-
lich Karten ist dann 2p/¢’, und diese Funktion ist holomorph in einer Umgebung
von 0, weil der dreifache Pol von ¢’ den doppelten Pol von g  kiirzt* (und tat-
sachlich in eine Nullstelle verwandelt). Da ¢ bijektiv ist, ist ¢ sogar biholomorph,
also ein Isomorphismus Riemannscher Fléachen.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ auch mit den Gruppenstrukturen vertréglich ist. Da

wir bereits gesehen haben, dass ¢ bijektiv ist, reicht es aus zu zeigen, dass fiir alle
Punkte Py, P, P3 € E(C) gilt

P+PR+P=0 = ¢ (P)+¢ ' (P)+¢ ' (Ps)=0.
Im Fall P, = O (2z.B.) ist das klar, denn

d(—2) = (p(2), —3¢'(2)) = —(p(2), 36'(2)) = —0(2) .

Seien also 0.B.d.A. alle P; = (z;,y;) von O verschieden. Dann liegen sie auf einer
Geraden, die nicht parallel zur y-Achse ist:

yj =ax;+b fir j =1,2,3

mit geeigneten a,b € C. Sei f(z) = 3¢/(z) — ap(z) — b. Dann ist f eine elliptische

Funktion der Ordnung 3 (einziger Pol ist bei 0, mit Polordnung 3); ihre drei
Nullstellen sind also (mit Vielfachheit) gerade die ¢! (P;). Nach Satz 17.8, Teil (3),
haben wir also

¢ (P) + ¢ (Py) + ¢ 1(Ps) =3-0=0¢€ C/A;
das ist die Behauptung. a

Wir wollen jetzt sehen, wie man Isogenien zwischen elliptischen Kurven, die durch
Gitter gegeben sind, beschreiben kann. Dazu brauchen wir folgende Aussage.

18.6. Lemma. Seien A, A\’ C C zwei Gitter. Fine Abbildung f: C/A — C/A’ ist

genau dann holomorph, wenn es eine holomorphe Funktion f: C — C gibt, sodass
fom=m"of ist; dabei sind m: C — C/A und «': C — C/A’ die kanonischen

Projektionen:

C C

c/A —L-c/n

LEMMA
holomorphe
Abbildung
C/A— C/N
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Beweis. Die Richtung ,,<* ist klar: Wenn f wie angegeben existiert, dann liefert
das tiberall die holomorphe Funktion beziiglich der Karten von C/A und C/A’.

Fiir die Richtung ,,=“ sei f: C/A — C/A’ holomorph. Dann ist for: C — C/A’
holomorph; fiir jeden Punkt z € C als Représentant eines Punktes in C/A und
jedes 2/ € C mit f(w(z)) = n'(2’) gibt es dann eine holomorphe Funktion f;z/,
die eine Umgebung U von z in eine Umgebung U’ von 2’ abbildet und fiir die
' o f,» = fomauf U gilt. Da C/A kompakt ist, konnen wir die Umgebung U
stets so wihlen, dass sie die offene Kreisscheibe B(z,r) mit Radius r um z enthélt;
hierbei ist r > 0 unabhéngig von z. Wir fixieren jetzt ein z’ mit f(7(0)) = #'(2)
und betrachten die Menge

M ={R>0|3fg: B(0,R) — C: fr holomorph, ' o fr = fom|po,r}-

Nach unserer obigen Uberlegung ist » € M. Sind R, R € M mit R < R, dann
stimmen fr und fr auf einer Umgebung der Null iiberein; nach dem Identitétssatz
folgt fR/| B(O,R) = fR. Wir zeigen jetzt, dass M unbeschrankt ist; dann kénnen wir
f definieren als f(z) = fr(2) fiir alle z mit |z| < R.

Sei R € M. Wir zeigen, dass R+ r/2 € M ist; daraus folgt die Behauptung. Wir
kénnen B(0, R + r/2) iiberdecken durch B(0, R) und endlich viele Kreisscheiben
B; = B(zj,r) vom Radius r, die Mittelpunkte z; € B(0, R) haben. Wir haben
dann die Funktion fzﬁ Fa(z;) auf Bj, die auf B(0, R) N B; mit fr iibereinstimmt.
Wir kénnen also fr auf U; = (B(0,R) U B;) N B(0, R + r/2) fortsetzen. Die
Vereinigung der U; ist B(0, R+7/2), und je zwei dieser Fortsetzungen stimmen auf
ihrem gemeinsamen Definitionsbereich iiberein. Daher erhalten wir die gewiinschte

Funktion auf B(0, R + r/2) als Vereinigung (der Graphen) dieser Fortsetzungen.
u

Der entscheidende Punkt ist hier, dass C einfach zusammenhéngend ist. Daraus folgt,
dass jede holomorphe Abbildung h: C — C/A’ sich zu einer holomorphen Abbildung

h: C — C ,hochheben® lisst; d.h., sodass h = 7’ o h gilt.

Wir kénnen diese Abbildungen recht genau beschreiben.

18.7. Satz. Seien A, A C C zwei Gitter. Dann haben wir die folgende Bijektion:
{aeClah C N} +— {f: C/AN— C/N| f holomorph, f(0) =0}
ar— (farz+A—az+A)

Beweis. Die Abbildung ist jedenfalls wohldefiniert, denn wir kénnen f,(z) = az
nehmen; das induziert eine wohldefinierte Abbildung C/A — C/A’, denn aus
2 =z+ Amit A € A folgt az’ = az + aX mit a\ € aA C A.

Die Abbildung ist injektiv: Seien a, 8 in der linken Menge mit f, = f3. Fiir 2 € C
gilt dann az — Bz € A’. Da A’ diskret und z — (a — )z stetig ist, muss (a — )z
konstant sein. Einsetzen von z = 0 und z = 1 zeigt a = 3.

Die Abbildung ist surjektiv: Sei f: C/A — C/A” holomorph mit f(0) = 0. Dann
gibt es f: C — C mit for = 7’0 f; wir konnen f( ) = 0 annehmen. Sei jetzt A € A.
Dann gilt fiir alle z € C, dass f (z4+A)— f(z) € A ist. Weil die Funktion links stetig
und A’ diskret ist, muss f(z 4+ A) — f(z) konstant sein. Es folgt f'(z + \) = f'(2),
d.h. f’ ist eine holomorphe elliptische Funktion beziiglich A. Nach Lemma 17.7
ist f’ konstant, also ist f(z) = az mit @ € C (denn f(0) = 0). Fiir A € A gilt
al = f(\) € N, also ist f = f, mit & aus der Menge links. Qa

SATZ
hol. Abb.
C/A — C/N’
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Das néchste Resultat bringt den Zusammenhang mit Isogenien.

18.8. Satz. Seien A, C C zwei Gitter und seien E, E' die zugehorigen ellip-
tische Kurven tber C wie in Satz 18.5. Jede Isogenie ¢: E — E' induziert eine
holomorphe Abbildung f,: C/A = E(C) — E'(C) = C/A mit f,(0) = 0. Die so
definierte Abbildung
{¢: E — FE' Isogenie} — {f: C/A — C/A" | f holomorph, f(0) = 0}
o — fo

st bijektiv.

Beweis. Als Morphismus zwischen projektiven ebenen Kurven ist ¢ durch ratio-
nale Funktionen der Koordinaten gegeben; diese sind offensichtlich holomorph
auf F(C). Die Isomorphismen zwischen C/A und F(C) und analog fiir E’ sind
biholomorph, also ist f, eine holomorphe Abbildung, und die Abbildung im Satz
ist wohldefiniert. Sie ist injektiv, weil rationale Abbildungen auf Kurven durch ihre

Werte auf den Punkten iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper eindeutig
bestimmt sind.

Wir zeigen noch die Surjektivitdt. Sei f: C/A — C/A’ holomorph mit f(0) = 0.
Nach Satz 18.7 ist f = f, fiir ein @« € C mit aA C A’. In projektiven Koordinaten
ist dann die von f induzierte Abbildung E(C) — E'(C) gegeben durch

(pa(2) = 504(2) 1 1) = (pw(az) : 3l (@2) 1 1)
Wir miissen daher zeigen, dass pp(az) und @, (az) als rationale Funktionen in
o und @), geschrieben werden kénnen. Fiir A € A ist aX € A’ und daher

pa(a(z + X)) = pa(az + ad) = pa(az)
und analog fiir ¢/, (az). Nach Satz 17.10 sind also
pn(az), i (az) € M(A) = C(pa, p))
wie gewiinscht. a

18.9. Folgerung. Scien E,E' elliptische Kurven tber C assoziiert zu Gittern

A N. E und E' sind genau dann isomorph (iber C), wenn es o € C gibt mit
alNk =N

Beweis. Das folgt unmittelbar aus den Sdtzen 18.7 und 18.8. u

18.10. Definition. Wir schreiben E fiir die elliptische Kurve
Ey: y? = 2% — 15G4(A)z — 35Gg(A),
die zu einem Gitter A C C gehort.

Sei L die Menge aller Gitter in C. Auf £ operiert die multiplikative Gruppe C*
durch - A = aA. Wir schreiben [A] fiir die Bahn von A unter dieser Operation.

Sei £ die Menge aller Isomorphieklassen von elliptischen Kurven tiber C. &

Die obige Folgerung kann so interpretiert werden, dass wir eine injektive Abbildung
L/C* — &, [A] — (Isomorphieklasse von E})

bekommen. Der Uniformisierungssatz 17.1 sagt, dass das sogar eine Bijektion ist,
dass es also zu jeder elliptischen Kurve ein passendes Gitter gibt. Das werden wir
im néchsten Abschnitt beweisen.

SATZ
Isogenien

C/A — C/N’

FOLG
Isomorphie
iber C

DEF
En, L, &
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19. MODULFORMEN UND MODULFUNKTIONEN

Die grobe Idee fiir den Beweis der anderen Richtung des Uniformisierungssatzes
besteht darin, dass wir zeigen wollen, dass j(E,) jede komplexe Zahl als Wert fiir
ein geeignetes Gitter A annimmt. Dazu miissen wir aber ein wenig ausholen.

Wir fithren zunachst die obere Halbebene ein.

19.1. Definition. Wir setzen H := {z € C | Im(z) > 0} und nennen H die obere
Halbebene. ¢

Ist 7 € H, dann sind 1 und 7 R-linear unabhéngig, also ist Z + Z7 ein Gitter.

19.2. Lemma. Die Abbildung
H— L£L— L£/C*, Tv+— L+ L1 — [Z + Z7|

15t surjektiv.

Beweis. Sei A C C ein Gitter. Wir miissen zeigen, dass es &« € C* und 7 € H gibt
mit A = a(Z + Z1). Dazu sei w, w, eine Basis von A. Nach eventuellem Ersetzen
von wy durch —ws kénnen wir annehmen, dass Im(wy/w;) > 0 ist (da w; und wy
R-linear unabhéngig sind, ist der Imaginérteil nicht null). Dann tun es o = w;
und 7 = wq/w;. Q

Die obige Abbildung ist allerdings nicht injektiv, denn die Wahl einer anderen
Basis von A im Beweis wird in der Regel zu einem anderen 7 € H fithren. Genauer
gilt Folgendes:

19.3. Lemma. Seien 7,7 € H. Es gilt genau dann [Z + Z1| = [Z + Z7'], wenn
es a,b,c,d € Z gibt mit ad — bc = 1, sodass
, _ar+b
cT +d

15t.

Beweis. Die Aussage ,,|Z + Z7)| = [Z+ Z7']* bedeutet, dass es o € C* gibt, sodass
o, a7’ eine Basis von Z+Z ist. Die Basen von Z+Z7 haben die Form at+b, ct+d
mit (¢%) € GL(2,Z), also a,b,¢,d € Z und ad — be = £1.

»=" Aus der obigen Uberlegung ergibt sich 7/ = (at + b)/(cT + d). Es bleibt zu
zeigen, dass ad — bc = 1 ist und nicht —1. Dazu betrachten wir den Imaginarteil
von 7’

0 < Im(+) :Im<a7+b) Im((a7+b)(c7_'+d))

cT +d leT + d|?
~ Im(ac|7|* + adr + beT +bd)  (ad — be) Im(7)
N leT + d|? N leT + d|?

wegen Im(7) > 0 folgt ad — be > 0.
,<=" Mit @ = 7 4+ d ist a, a7’ eine Basis von Z + Zr. Qa
Die Rechnung zum Imaginérteil zeigt, dass fiir 7 € H und (¢ %) € SL(2,Z) auch

(aT+b)/(cT+d) € H. ist. Wie man leicht nachpriift, erhélt man so eine Operation
von SL(2, Z) von links auf H. Dabei operiert —I = (' %) trivial.

DEF
obere
Halbebene

LEMMA
Parametri-
sierung

der Gitter

LEMMA
aquivalente
Gitter
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19.4. Definition. Wir definieren die Modulgruppe I" als
B SL(2,Z)
(=1I)
Wir schreiben die Elemente von I' als Matrizen, miissen dabei aber beachten,

dass zwei Elemente von I' auch dann gleich sind, wenn sich die Matrizen durch
Multiplikation mit —1 voneinander unterscheiden.

r

Wir setzen aullerdem
0 -1 1 1
S_(l O)EF und T—<O 1>€F. &

Es gilt dann S? = (ST)> = —I=1inT.

Die Aussagen von Lemma 19.2 und Lemma 19.3 kann man dann wie folgt zusam-
menfassen:

19.5. Folgerung. Die Abbildung aus Lemma 19.2 induziert eine Bijektion
MNH— £/C*.

Wir betrachten jetzt Funktionen £ — C, die ,homogen® sind.

19.6. Definition. Sei k € Z. Eine Funktion f: £ — C heifst eine Gitterfunktion
vom Gewicht k, wenn fiir alle A € £ und alle « € C* gilt f(aA) =a " f(A). <

Eine Gitterfunktion von ungeradem Gewicht muss die Nullfunktion sein, da f(A) =

f(=A) = (D) f(A) ist.

19.7. Beispiel. Fiir £ > 4 gerade ist G}, eine Gitterfunktion vom Gewicht £k,
denn

Gr(al) = Z wk = Z (aw) ™ =a" Z w ™ =a""GL(A). &

0#weaA 0#weA 0#weA

Jede Gitterfunktion f vom Gewicht k£ induziert eine Funktion f auf der oberen
Halbebene mittels f(7) = f(Z + Z7).

19.8. Lemma. Fir jedes k € Z ist die Abbildung f — f eine Bijektion
{Gitterfunktionen vom Gewicht k}
— {¢p: H—C|V(24) e Vr € H: ¢(Z2) = (e7 + d)fp(7)} .

cTt+d

Beweis. Sei zunéchst f eine Gitterfunktion vom Gewicht k. Fir (¢%) € T' und
7 € H ist dann

f(oa) —1(eveisg) = o

= /(@ +20) = (e + @+ 20) = (er + (7).

o d (Z(cr + d) + Z(aT + b)))

DEF
Modulgruppe
r

FOLG
£/C* =T\H

DEF
Gitterfunktion

BSP
Gitter-
funktionen

LEMMA
Gitter-
funktionen
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Sei jetzt umgekehrt ¢ ein Element der rechten Menge. Sei wq,ws eine Basis eines
Gitters A mit Im(wy/wy) > 0. Wir zeigen, dass es eine eindeutige Gitterfunktion f
vom Gewicht k gibt mit f = ¢. Fiir ein solches f muss gelten

FA) = f(Zen + ) = f<w1 (Z+ Z‘wi?)) _ W“f(i—j) _ w1k¢<i_i> .

Wir miissen also nachweisen, dass diese Definition sinnvoll ist, also nur von A und
nicht von der Wahl der Basis abhéngt. Sei also w/,w) eine weitere Basis von A mit
Im(w)/wi) > 0. Dann gibt es (¢ %) € SL(2,Z) mit

Wi = dwy + cws, wy = bwy + aws .

Es ist dann
_ w
W "f¢<—?) = (dw) + cwz)*%(
Wi

bwy + aw2>
dwi + cwo

Also ist f wohldefiniert. a

Ist f eine Gitterfunktion (egal welchen Gewichts), dann gilt

f(r+1)=f(T-7)=f(r) fiir alle 7 € H.

Sei D = B(0,1) C C die offene Einheitskreisscheibe und D' = B(0,1) \ {0}. Wir
schreiben ¢(7) = €2™". Dann bildet ¢ die obere Halbebene H auf I’ ab.

19.9. Lemma. Wir haben die folgende Bijektion:

{p: D - C} —{: H—=>C|VreH: ¥(r+1)=v(7)}
pr—rgoq

Wir erhalten ebenfalls eine Bijektion, wenn wir beide Mengen auf holomorphe
Funktionen einschrinken.

Beweis. Wegen q(7 + 1) = e¥™e?™ = ¢(7) hat ¢ o q die geforderte Periodizitiit;
die Abbildung ist also wohldefiniert, und da ¢ holomorph ist, bildet sie holomor-
phe Funktionen auf holomorphe Funktionen ab. Sei umgekehrt 1 aus der rechten
Menge. Wir wollen zeigen, dass v ein eindeutiges Urbild ¢ hat. Fiir so ein ¢ muss
gelten ¢(e?™7) = 1)(7), also kann es héchstens ein Urbild geben. Wie oben zeigen
wir, dass ¢ durch diese Relation sinnvoll definiert werden kann. Seien also 7,7/ € H
mit ¢(7) = ¢(7’). Dann ist 7" — 7 € Z, woraus ¢(7') = (1) folgt. Ist zy € IV,
dann gibt es in einer Umgebung von z; einen holomorphen Logarithmus log. In
dieser Umgebung gilt dann ¢(z) = 1((27¢) ' log z). Das zeigt, dass ¢ holomorph
ist, wenn v holomorph ist. a

Insbesondere gibt es also zu jeder Gitterfunktion f eine Funktion ¢: D' — C,
sodass f = ¢ o q ist.

LEMMA
periodische
Funktionen
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19.10. Definition. Sei k € Z. Eine Modulform vom Gewicht k ist eine Funktion DEF

¢: H — C, sodass ¢ = f ist fiir eine Gitterfunktion f vom Gewicht k& und sodass Modulform
die Funktion ¢: D' — C mit ¢ = ¢ o ¢ zu einer holomorphen Funktion auf D Spitzenform
fortgesetzt werden kann. v heifst eine Spitzenform, wenn die Fortsetzung von ¢

in 0 verschwindet.

Wir schreiben M(k) fir den C-Vektorraum der Modulformen vom Gewicht k
und S(k) fiir den Untervektorraum der Spitzenformen vom Gewicht k. &

19.11. Bemerkungen. BEM

(1) Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz ist die Bedingung an ¢ dazu dquiva-
lent, dass ¢ holomorph ist und ¢ (7) fiir Im(7) — oo beschréankt bleibt (bzw.
hmIm =00 ¥(7) = 0 ist fiir Spitzenformen).

(2) Eine auf D holomorphe Funktion hat eine auf ganz D konvergente Taylorreihe

in 0. Es ist also
o

¢(T) = Z ang"

2TI"LT

mit a, € C, wobei ¢ = ¢(7) = ist. Diese Reihenentwicklung heifst die

q-Entwicklung von 1. Die zusétzliche Bedingung fiir eine Spitzenform ist dann DEF

ap = 0. Wir schreiben auch v (400) fiir den ,Wert“ ay von ¢ im Grenziibergang g-Entwicklung
Im(7) — oo. (o)

(3) Das Produkt einer Modulform vom Gewicht k& und einer Modulform vom Ge-
wicht £’ ist eine Modulform vom Gewicht k + &’. Ist eine der beiden Formen
eine Spitzenform, dann gilt das auch fiir das Produkt. [ )

19.12. Beispiele. Sei k > 4 gerade. Die Funktion G ist eine Modulform vom BSP
Gewicht k; sie heifst die k-te Eisenstein-Reihe. Um das zu sehen, miissen wir noch  Eisenstein-
zeigen, dass Gy holomorph ist und fiir Im(7) — oo beschrinkt bleibt. Es ist Reihen

G =Guz+zr = Y !

k
m,nez, (m n)#(0,0) (m + TlT)

oo
1
:22_:1 +22 Z (m + nT)*

n=1 m=—o0

Es ist [m + n7]? = (m 4+ nRe(r))? + n? Im(7)2. Fiir Im(7) > & > 0 gilt dann
G. Eisenstein

1
Z P —— e m’k Z Z o 1823-1852

n=1 meZ n=1 meZ m+nRe(T))2+n IS

<2ZZ m’2+52n2 k/2 < 0,

nlmO

und wir sehen, dass die Reihe absolut und gleichméfig fiir Im(7) > ¢ konvergiert.
(Dabei ist m’ = |m + nRe(7)] fir m +nRe(r) > 0 und m’' = |—(m + nRe(7))]
sonst.) Es folgt

1

n=1 m=—o0
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denn die Terme der zweiten Summe konvergieren gegen null. Hier ist ((s) =
S>>, n~% die Riemannsche Zetafunktion. Insbesondere ist

Gufioo) = 2(4) = T2 wnd Gfioo) = 2((6) = o
4100) = —45 un 6l200) = —945
Da ((k) > 1 ist, ist G keine Spitzenform. Es folgt (fiir k > 4 gerade)
M(k) = CGr @ S(k). &

19.13. Beispiel. Die Diskriminante von Ey. 7, ist
A(T) = —16(4(—=15G4(71))* + 27(—35G6(7))?) = 10800(20G4(7)* — 49G(7)?) .

A ist eine Spitzenform vom Gewicht 12, denn G3 und G2 sind Modulformen vom
Gewicht 12, und

20 49 .22
A(i -1 m(____ >:
(i00) = 108007 TR YT
Da FEy. 7, eine elliptische Kurve ist, verschwindet A auf H nicht. &

Wir wollen jetzt die ¢-Entwicklung von Gy bestimmen. Dazu brauchen wir das
folgende Resultat aus der Funktionentheorie:

19.14. Lemma. Fir z € C\ Z konvergiert die Reihe

R — 1 1
;+mzzl<z—m+z+m)

absolut und lokal gleichmdf$ig gegen mcot mz.

Beweis. Der Term unter der Summe ist (2z)/(z* — m?); fiir z in einer kompakten
Teilmenge von C \ Z wird die Reihe also von ¢ > °_, m~? majorisiert. Das zeigt
die absolute und lokal gleichméfige Konvergenz. Die Grenzfunktion ist somit ei-
ne meromorphe Funktion auf C mit einfachen Polen mit Residuum 1 genau bei
allen ganzen Zahlen. Die Funktion z + 7 cot mz hat dieselben Eigenschaften. Die
Differenz ist also eine ganze Funktion. Man priift nach, dass beide Funktionen fiir
| Im(z)| — oo beschrénkt bleiben; das gilt dann auch fiir die Differenz. Nach dem
Satz von Liouville muss die Differenz konstant sein. Da beide Funktionen ungerade
sind, ist die Differenz null. a

19.15. Folgerung. Fir k > 2 ist die q-Entwicklung der periodischen Funktion

auf H gegeben durch

BSP

LEMMA

mecotmz

FOLG
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Beweis. Wegen der lokal gleichméfigen Konvergenz diirfen wir die Reihe fiir 7 cot 7z
beliebig oft termweise differenzieren. Nach dem ersten Ableiten konnen wir die Ter-
me —(z — m)~? und —(z + m)~? beliebig umordnen, da die resultierende Reihe

absolut konvergiert. Das ergibt mit dq = 27iqdz

i ( 1 _ (—1)+1 <i>k17'rcot L (—1)knmi (i)klﬂ

= z—m)*  (k—=1)!\dz (k—1)! \dz 1—gq
(—=1)*me p d \*1 > (—2mi)F /1 d\F1 &
= — 1425 ¢") = il n
) a3 - G Y S
(_27”)k = k—1
= n Q
(k — 1) 2 '
n=1
19.16. Folgerung. Fir k > 4 gerade ist FOLG
o0 g-Entwicklung
Gi(T) =20k (1+C oe_1(n)q") , der Eisenstein-
k(T) = 2¢( )( k; j—1( )q> o
wobet
(-1 (2n)
Cp=-——~—""
C(k)(k —1)!
und
:de
dn

die Summe der m-ten Potenzen der Teiler von n ist.

Beweis. Wir rechnen unter Verwendung von Folgerung 19.15:

G (7) +2Z Z ErnT

n=1 m=—oo

_ I ")k k—1 In
—ZC(k)(lJr@(k 1),;lzlz q>

=20ty (1+ > (S)r)
k) (1 + Cy Z Jk_l(n)q”) . a

19.17. Bemerkung. Die Zahlen C} sind von null verschiedene rationale Zahlen. BEM

Fiir k£ > 2 gerade ist namlich Bernoulli-
) (27r) Zahlen
k)= —(=)"* =B,
wobei By die Bernoulli-Zahlen sind, die durch d1e Potenzreihenentwicklung

z B, ,
ez—lzzﬁz
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definiert werden kénnen. Es ergibt sich

Cp=——. [

Die Aussage iiber die Werte der Riemannschen Zetafunktion an positiven geraden ganzen
Zahlen lésst sich ebenfalls mithilfe der Funktion 7 cot 7z beweisen. Fiir k > 2 gerade sei
fi(2) = (wcotmz)/zF. Fiir n € Z\ {0} ist dann res.—, fr(z) = |n|~". Sei 0 < e < 1.
Dann ist |7 cot mz| < ¢(¢) fur alle z € C mit min{|z —n| |n € Z} > ¢; dabei ist ¢(¢) eine
nur von € abhéngige Konstante. Es folgt, dass fi auf dem Kreis vy mit Radius NV + %
um 0 (mit N € Z~g) durch ¢(N + %)7]“ beschréankt ist. Daraus bekommen wir

al 1
2((k) + res.=o fr(z) = lim res,—, fr(z) = lim ./fk(z) dz=0,

N—o0 N—oo 271
n N

denn

TN

Es folgt ((k) = —3 res.—o(m cot 72)/2*. Das Residuum ist gerade der Koeffizient von 2*~!

k k—1

in der Laurent-Reihe von wcot7z um 0, also 7% mal der Koeffizient von z in der

Laurent-Reihe von cot. Nun ist
cosz  g(etF4e ™) 24 1 24z - Z B,
= - — = — = =1
sinz L (eir — et) etz — 1 z etz 1

Es folgt

19.18. Beispiele. Aus dem Obigen erhalten wir: BSP
q-Entwicklung

N 4 0 4
Gu(T) = 2—5 (1 +240) Jg(n)q") = 2—5(1 +240(q + 9¢° + 28¢> + ..)) vorc;| i4, G
n=1 un

~ 276 - n 270 9 3
Go(7) = 21 (1504 o3(n)g" ) = o (1 504(g +33¢" + 2440 +...)
n=1

Daraus ergibt sich
A(T) = 10800(20G4(7)% — 49G4(7)?)
1 1
- (27r)12(—(1 4+ 240g+ .. — —(1 - 504q — .. .)2)

123 123
= (2m)%(q—24¢* +...). &

19.19. Bemerkung. Fiir die ¢-Entwicklung von A gilt die folgende schéne Pro- BEM

duktformel: Produktformel
A1) = (2n)%%q H(l LTS fir A
n=1
Wir werden sie allerdings hier nicht beweisen. [

Wir konnen die j-Invariante der elliptischen Kurve E7,z, betrachten. Sie liefert
uns eine holomorphe Funktion
j-H—=C,
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fir die j(v-7) = j(7) gilt fiir alle v € I" und 7 € H. Sie erfiillt die Bedingungen fiir
eine ,Modulform vom Gewicht null“ mit einer Ausnahme: Die induzierte Funktion
auf D ist nicht holomorph, sonder nur meromorph mit einem einfachen Pol in 0.
Fiir die ¢-Entwicklung ergibt sich nédmlich

(720G4(7))® (1 4 240q + 2160¢> 4 ... )?

(r) — _ — 744 +196884g + ... .
i) A(T) I Yo v S ¢t

19.20. Definition. FEine Modulfunktion ist eine meromorphe Funktion f auf H, DEF

die unter der Operation von I' invariant ist, also f(y-7) = f(7) fiir alle v € I', Modulfunktion
7 € H erfiillt, und zusétzlich die Eigenschaft hat, dass die entsprechende Funktion

auf I héchstens einen Pol in 0 hat (also auf D meromorph ist). &

Sind etwa f und g # 0 Modulformen von selben Gewicht, dann ist f/g eine
Modulfunktion.

19.21. Beispiel. Wie wir gerade gesehen haben, ist j eine Modulfunktion. & BSP
Modulfunktion

Wir zeigen nun, dass j auf H jeden Wert aus C annimmt. Daraus folgt dann der

zweite Teil des Uniformisierungssatzes 17.1.

19.22. Satz. Sei jo € C. Dann gibt es ein 7 € H mit j(1) = jo. SATZ
j ist surjektiv

Beweis. Sei X eine grofse reelle Zahl. Wir werden spater X — oo gehen lassen.
Sei p = 1(1++/34). Sei weiter 7(X) die geschlossene Kurve, die aus den folgenden
Stiicken besteht:

Nn(X): [p 5+ X He®
Y(X): 3+ Xi,—3 + Xi]

25(X): =4+ Xi,p— 1

v4(X): Einheitskreis im Uhrzeigersinn von p — 1 bis ¢ L

v5(X): Einheitskreis im Uhrzeigersinn von ¢ bis p T5(X) 7, (X)

Falls j(7) — jo irgendwo auf v verschwindet, dann
sind wir fertig. Wir kénnen also annehmen, dass

das nicht der Fall ist. Dann ist die Anzahl der s
Jo-Stellen von j (mit Vielfachheit) im von v(X) f _
umschlossenen Gebiet gegeben durch 700 [
1 ’
. / g,
2mi ) (7)) = Jo
70 T+ 0 1 i

Wir werden jetzt den Wert dieses Integrals im Limes X — oo berechnen. Aus
Jj(r+1) = j(7) und daraus, dass 71 (X) und v3(X) entgegengesetzt orientiert sind,

folgt
G
/j(T)—jod * / im ==

v1(X) 73(X)
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Auferdem gilt j(—1/7) = j(7). Es folgt j/(—1/7) = 725'(7). S: 7 — —1/7 bildet
v4(X) auf die entgegengesetzt orientierte Kurve v5(X) ab. Daraus ergibt sich:

A R
/j(T)—jod /j(—l/r)—jod( 1)

74(X) 75 (X)
y
— / T.]() 2d7_:_/ ](7—) dT
i) = Jo J(T) = Jo
75 (X) 75 (X)

damit heben sich die Integrale iiber ~4(X) und 75(X) ebenfalls weg. Es bleibt das
Integral iiber 7,(X). Wir schreiben J fiir die meromorphe Funktion auf D mit
j = Jogq. Dann ist

1 /
; / - J(7) —dr
2mi (1) = Jo

72(X)
_ / 2miqt'(q) dq 1 / T
- 2mi J(q) — jo 2miq  2mi J(q) — jo ?

9B(0,e~27X) OB(0,e=27X)

= #{Pole von J in B(0,e ?™¥)} — #{Nullstellen von .J — jo in B(0,e 2"*)}.

Wir wissen, dass J einen einfachen Pol in 0 hat. Ist X hinreichend grofs, dann liegen
keine jo-Stellen von J in B(0, e 2™X), also ist der Wert des Integrals 1. Also muss
es (genau) ein 7 im Inneren der (oben in der Grafik hellgriin hervorgehobenen)
Menge

F={reH||Re(r)| <3, I7| > 1}
geben, sodass j(7) = jo ist. Qa
19.23. Folgerung. Sei FOLG
Gitter zu
L2 .3
Ey"=a"+ar+0b ell. Kurve

eine elliptische Kurve tiber C. Dann gibt es ein Gitter A, sodass E = E\ ist.

Beweis. Nach Satz 19.22 gibt es 7 € H mit j(7) = j(FE). Sei £’ = Ez.4,, also
E':y? = 2® — 15G4(7)x — 35G6(7) .

Dann ist j(£) = j(7) = j(£’). Nach Satz 8.5 sind F und E’ isomorph. Ebenfalls
nach Satz 8.5 gibt es a« € C* mit

a'a = —15G,4(7) und aSb = —35Gg(T).
Sei A = Za + Zart. Dann ist
Gu(A) = a*Gy(Z +7Z7) und Gg(A) = a °Ge(Z + Z1),

also ist a = —15G4(A) und b = —35G6(A) und damit £ = Ej. Q
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19.24. Bemerkung. Da die j-Invarianten von zwei elliptischen Kurven iiber C
genau dann iibereinstimmen, wenn die Kurven isomorph sind, folgt

vr, 7' €H: (j(r)=4j(7) < Fyel:iy-7=7).
Aus dem Beweis von Satz 19.22 ergibt sich, dass es fiir jedes 7 € H entweder ein
7€ OF gibt mit 7" € T - 7 oder genau ein 7/ € F° mit dieser Eigenschaft. Somit
erfillt F die Definition eines Fundamentalbereichs fiir die Operation von I' auf H:

F ist abgeschlossen, jedes 7 € H liegt in der I'-Bahn eines Punktes von F und
dieser Punkt ist eindeutig bestimmt, wenn er im Inneren von F liegt. [

Es folgt, dass I von S und T erzeugt wird. Man kann némlich jedes 7 € H nur durch
Anwenden von S, T und T~! in den Fundamentalbereich F bringen. Um das zu sehen,
tiberlegt man sich zunéchst, dass die Menge {Im(~y - 7) | v € I'} beschréankt und diskret
in R.g ist. Das folgt aus der Formel Im(‘”ig) = |er 4+ d|72Im(7) und daraus, dass
die Menge der von null verschiedenen Gitterpunkte von Z + Z7r vom Nullpunkt weg
beschrénkt und diskret ist. Es gibt dann ein Element v € (S, T") mit Im(7p - 7) maximal.
Fiir n € Z geeignet und v = T gilt dann |Re(y-7)| < 3 (und Im(y - 7) = Im(vo - 7)).
Wire |y - 7| < 1, dann hétten wir den Widerspruch

Im(Sy-7) = |y -7/ 2Im(y-7) > Im(y- 7).
Also ist v-7 € F mit v € (S,T).
Sei jetzt v € I" beliebig. Nach dem oben Gesagten gibt esy € (S,T) mit v/ -(v-(22)) € F.
Da 2i € F° ist, muss 7'y - (24) = 24 sein. Sei 77 = (2%). Aus der Formel fiir den
Imaginérteil folgt ¢ = 0 und |d| = 1. Dann muss vy eine Potenz von T sein, und da T’
keine Fixpunkte hat, ist 7'y = 1 und damit v ="' € (S, T).
Etwas konstruktiver kann man so vorgehen: Solange 7 ¢ F ist, ersetzen wir zunéchst 7
durch 7/ = T" - 7, sodass | Re(7’)| < 3 ist. Ist dann || < 1, ersetzen wir 7 durch S - 7.
Der Imaginérteil von 7 wird bei jedem Durchlauf durch diese Schleife grofer; daraus
folgt, dass das Verfahren abbrechen muss.

19.25. Bemerkung. Seien
Ry ={z € H|Re(z) = ;,Im(z) > Im(p)} und
Ry ={z€H|0<Re(z) < 3,|2| =1}.

Mit einer Integration dhnlich wie im Beweis von Satz 19.22 kann man fiir Modul-
formen 0 # f e M(k) Folgendes zeigen:

ord f+3 ord f+ > ordzf—f—ordioof:ﬁ

3 12°
2ER1]URoUF°

Dabei ist ord; f als die Verschwindungsordnung in 0 der zugehorigen Funktion
auf D zu verstehen. Daraus kann man recht weit reichende Folgerungen iiber M (k)

und S(k) ziehen:
(1) M(k) = {0} fir k£ < 0 und M(0) =C.

(2) M(2) = {0}, M(4) = CG4, M(6) = CGg, M(8) = CG2, M(10) = CG4Gs.
(3) S(k) = {0} fiir £ < 12 und S(12) = CA.

(4) ¢r: M(k) = S(k+12), f — fA, ist ein Isomorphismus von C-Vektorraumen.
(5) M(k) ist endlich-dimensional. Genauer gilt fiir & > 0 gerade

k

12

L%J , k=2mod 12.

1+L J k% 2 mod 12,

dim M(k) =

BEM
Fundamental-
bereich von T’

BEM
M(k)
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(6) Der Ring @ M(k) ist isomorph zum Polynomring C[Gy, G| (genauer: Die
k>0
offensichtliche Abbildung vom Polynomring in den Ring der Modulformen ist

ein Isomorphismus).

(7) Die Modulfunktionen sind genau die rationalen Funktionen in j. [
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20. DIE RATIONALE TORSIONSUNTERGRUPPE

Im verbleibenden Teil der Vorlesung wollen wir uns mit der Gruppe F(Q) der
rationalen Punkte einer elliptischen Kurve iiber Q befassen. Als ersten Schritt
untersuchen wir die Torsionsuntergruppe F(Q)iors genauer. Im Folgenden sei

E:y*=2"+ax+b
eine elliptische Kurve, gegeben durch eine kurze Weierstral-Gleichung mit Koeffi-

zienten a,b € Z. Unser erstes Ziel ist zu zeigen, dass jeder nicht-triviale (also # O)
Punkt endlicher Ordnung in F(Q) ganzzahlige Koordinaten haben muss.

Ist P = (&n) € E(Q) ein Punkt, sodass £ oder n nicht ganzzahlig ist, dann gibt
es eine Primzahl p mit v,(£) < 0 oder v,(n) < 0 (d.h., p teilt den Nenner einer der
Koordinaten). Ist v,(§) < 0, dann ist der Term £* in der rechten Seite £ +af+b der
in P ausgewerteten Kurvengleichung der mit der kleinsten p-adischen Bewertung;
es folgt
20,(n) = vp(1*) = V(€ + a€ +b) = 3v,(€),

und wir sehen, dass beide Bewertungen negativ sind und dass es e > 1 gibt mit
v,(§) = —2e, v,(n) = —3e. Ist v,(n) < 0, dann muss die Bewertung der rechten
Seite ebenfalls negativ sein, woraus wieder v,(£) < 0 folgt.

Der Punkt hat also Koordinaten, die ,,grof* sind in der p-adischen Metrik (es ist
€], = p~*©) alsoist |€], > p?, |n], > p?), und liegt daher ;nahe bei* dem Punkt O
im Unendlichen. Das motiviert uns, die Gleichung von F in einem affinen Teil zu
betrachten, der den Punkt O enthilt. Dafiir bietet sich der affine Teil von P? an,
in dem y # 0 ist. Wir schreiben also unsere Punkte in der Form (z : 1 : w) (also
mit z = z/y und w = 1/y). Die Gleichung von FE hat in diesen Koordinaten die
Form
E:w=24aw’z + bw?,

und der Punkt O hat die Koordinaten (z,w) = (0,0). Fiir einen Punkt, dessen
Koordinaten durch p teilbare Nenner haben, haben wir dann

vp(2(P)) = vp(2(P)/y(P)) = vp(z(P)) — vp(y(P)) = —2e — (=3¢) = ¢

und v,(w(P)) = v,(1/y(P)) = 3e mit e wie oben. Ist das umgekehrt fiir einen
Punkt P erfiillt, dann folgt aus der Gleichung, dass v,(w(P)) = 3v,(z(P)) ist, und
wir bekommen daraus

U,(y(P)) = —vp(w(P)) = —3v,(2(P)) und

vp(x(P)) = vp(2(P)) + vp(y(P)) = —2v,(2(P)) -
Die uns interessierenden Punkte sind also genau die, fiir die (die Zahler von) z(P)
und w(P) durch p teilbar sind.

20.1. Definition. Sei E: y? = 23+ ax + b wie oben und sei p eine Primzahl. Fiir
e > 1 definieren wir

E(Q) = {P € B(Q) | v e, vy(w(P)) > 3¢}
= {P € E(Q) | v,(a(P)) < ~2¢,u,(y(P)) < ~3¢} U {0}

und nennen E;,e) (Q) den e-ten Kern der Reduktion modulo p von E(Q). E;,l)((@)
heift auch einfach der Kern der Reduktion modulo p von E(Q). &

™
—

T
S—
S—

>
<

Der Grund fiir diese Bezeichnung wird spéter klar werden.

Wir beweisen zunéchst ein Lemma. Wenn wir im Folgenden fiir rationale Zahlen
a und S schreiben o =  mod p°, dann meinem wir damit, dass v,(a),v,(5) > 0

DEF
Kern der
Reduktion
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sind und v,(a — ) > p© ist. (D.h., p teilt weder den Nenner von o noch den von
und p°© teilt den Zahler von oo — 3.)

20.2. Lemma. Seien P = (¢ : 1 : w) und P' = (¢' : 1 : ') zwei Punkte
in E,7(Q).
(1) ¢'=¢ = P' =P,

(2) Die Gerade durch P und P' (Tangente an E in P im Fall P = P’) hat eine
Gleichung der Form w = sz +t mit v,(s) > 2e, v,(t) > 3e.

Beweis. Wir bilden die Differenz aus den beiden Gleichungen
W ="+ awC + b und  w =+ aw?C + bw?
und stellen die Terme geeignet um. Das ergibt
(@ —w)(1 = a(w +w)¢ — bW +ww+w?)) = (¢ = O+ ¢+ +aw?).

(1) Ist ¢’ = ¢, dann ist die rechte Seite null. Da der zweite Faktor auf der linken
Seite p-adische Bewertung 0 hat und damit insbesondere # 0 ist, muss w’ = w

sein.
(2) Im Fall P" # P ist nach (1) ¢' # ¢, und es folgt s = (W —w)/({" — (). Wir
erhalten
s(1 - a(W +w)¢ — bW +ww +w?) = Q'Q + ¢+ G+ aw’i
v;;(] vp‘2,26

und damit v,(s) > 2e und v,(t) = v,(w — s¢) > 3e.

Im Fall P" = P erhalten wir durch implizites Differenzieren oder durch Grenz-
iibergang im Ausdruck oben analog

s(1 — 2aw¢ — 3bw?) = 3¢* + aw?

und konnen ebenso schliefen. (|

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Eigenschaften von E,ge) (Q) zusammen.

20.3. Satz. Sei E: y? = 23 + ax + b eine elliptische Kurve iiber Q mit a,b € Z,
sei p eine Primzahl und sei e € Z>;.

(1) EY (Q) ist eine Untergruppe von E(Q).
(2) Ist P € E,gl)(Q) mit v,(2(P)) = e und ist 0 # m € Z, dann gilt
0p(2(mP)) = e + vy(m)

(3) Es?(Q)iors = {0}

Bewezs.

(1) Es ist klar, dass O € Ez(f)(@) ist. Wegen —(z : 1 : w) = (—z : 1: —w)
ist Eée)((@) unter Negation abgeschlossen. Seien jetzt P = ({ : 1 : w) und
P'=(¢':1:u) Punkte in E”(Q). Dann ist P + P’ = —P”, wobei P” der
dritte Schnittpunkt der Geraden durch P und P’ mit E ist. Nach Lemma 20.2

LEMMA
Punkte

in E,”(Q)

SATZ
Kern der

Reduktion
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hat diese Gerade die Form w = sz + ¢ mit v,(s) > 2e, v,(t) > 3e. Einsetzen
der Geradengleichung in die Gleichung zwischen w und z fiir £ ergibt

(14 as® +bs®)2® + (2ast + 3bs*t)2* + ... = 0.
Ist ¢" = 2(P”) und w” = w(P"), dann folgt
2ast + 3bs?t
/ n__
CHe+e= 1+ as?+ bs®’
also
2ast + 3bs?t
"N I _ /
ul(¢7) = p< 1+ as?+ bs3 ¢ C)

> min{vp(Qast + 3b$2t) —v,(1+ as® + bs®), v,(€), "Up(C/)}

> min{be,e,e} =e

und dann auch v,(w”) = v,(s¢” +t) > 3e, also P" € EI(,E)(@) wie gewlinscht.
(2) Zunéchst folgt aus der Rechnung oben im Beweis von (1) die Kongruenz
2(P+ P') = —(" = 2(P) + 2(P") mod p*.

Induktion liefert dann z(mP) = mz(P) mod p°*. Wir zeigen die Behauptung
jetzt durch Induktion iiber k = v,(m).

k = 0: Dann ist v,(2(mP)) = v,(mz(P)) =e=e+k.

k > 0: Es ist z(pP) = pz(P) mod p°, also v,(z(pP)) = e + 1. Aus der Induk-
tionsvoraussetzung fiir pP ergibt sich dann

vp(2(mP)) = vy (2(F - pP)) = vp(2(pP)) + vp(m/p) = (e + 1) + (k=1) = e+ k.

(3) Sei P € ESY(Q)ors. Wiire P # O, dann wiire ¢ = vp(2(P)) € Z>1. Da P ein
Torsionspunkt ist, gibt es m € Zso mit mP = O. Aus (2) folgt dann aber
vp(2(mP)) = e + vy,(m) < oo, also mP # O. Dieser Widerspruch zeigt, dass
P = O sein muss. Q

Der Beweis funktioniert vollig analog, wenn man statt iiber Q iiber dem Korper Q, der
p-adischen Zahlen arbeitet. In diesem Fall kann man wegen der Vollstandigkeit von Q,
und mithilfe der Theorie der formalen Gruppen (siehe [Sil, Ch. IV]) die Gruppe E(M)(Q,)
recht genau beschreiben: Ist E durch eine kurze Weierstrafs-Gleichung gegeben, dann ist
E(l)((@p) isomorph zur additiven Gruppe pZ, und der Isomorphismus bildet E©) (Qp)
auf p°Z, ab.

20.4. Bemerkung. Ist E durch eine lange Weierstral-Gleichung
E:y* +axy + asy = 2% + asx® + aux + ag

mit aq,...,a¢ € Z gegeben statt durch eine kurze wie in Satz 20.3, dann bleibt
Lemma 20.2 giiltig. Man bekommt mehr Terme in den Gleichungen, aber das
andert nichts an den Abschéitzungen fiir die p-adische Bewertung von s und t.
Im Beweis von Satz 20.3 ergeben sich folgende Anderungen: Die Kongruenz fiir
z(P + P') gilt in der schwécheren Form

2(P+ P') = 2(P) + z(P') mod p** bzw. mod p*, wenn a; = 0 ist.

Damit bleibt Aussage (1) allgemein giiltig. Aussage (2) gilt allgemein fiir p { m,
wahrend man fiir beliebiges m zusétzlich e > 2 oder a; = 0 voraussetzen muss.
Da fiir den Beweis nur die p-adische Bewertung relevant ist, kann man die Vor-
aussetzung an die Ganzzahligkeit der Koeffizienten abschwéchen zu v,(a;) > 0.
Ist p # 2, dann erhélt man durch quadratisches Ergénzen eine Gleichung fiir eine

BEM

Satz 20.3
fir lange
Weierstral-
Gleichungen
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isomorphe Kurve £’ mit a; = a3 = 0 und v,(a;) > 0 fir j = 2,4,6, sodass der
zugehorige Isomorphismus E;e)(@) auf EI’)(e) (Q) abbildet (die z-Koordinate bleibt

gleich, also bleibt auch ihre p-adische Bewertung gleich). Fiir p > 3 bleiben somit
die Aussagen (2) und (3) giiltig (da sie fiir £’ gelten). Fiir p = 2 bekommen wir

statt (3) die schwiicheren Aussagen Y (Q)ors = {0} und B’ (Q)ors C E(Q)[2].

Dass es nicht besser geht, zeigt das Beispiel
E:y*+aoy+y=2>+2%—110x — 880;

diese elliptische Kurve hat den Punkt (3, —5) der Ordnung 2, der in Eél)((@)

liegt. ®

Teil (3) des Satzes liefert die Ganzzahligkeit der Torsionspunkte. Wir reichern das
noch mit einer weiteren Aussage an, die insbesondere zeigt, dass E(Q);os endlich
ist.

20.5. Satz. Sei E: y? = 2® + ax + b eine elliptische Kurve iber Q mit a,b € Z
und sei O # P = (£,m) € E(Q)iors- Dann sind £, € Z und entweder ist n = 0
oder n? teilt 4a3 + 270°.

Beweis. Wire € ¢ Z oder n ¢ Z, dann gébe es eine Primzahl p und e > 1 mit
,Up(€> = _267 Up(n) = _36, also
P € E(Q) N E(Q)iors € E(Q)rors = {0}

nach Satz 20.3 (3), ein Widerspruch zur Voraussetzung P # O. Also sind & und 7
ganze Zahlen. Wir nehmen jetzt an, dass n # 0 ist und miissen n? | 4a® + 27b
zeigen. Aus n # 0 folgt 2P # O. Mit P ist auch 2P ein Torsionspunkt, hat also
nach dem eben Gezeigten ganzzahlige Koordinaten. Wir zeigen allgemeiner die
folgende Aussage:

Sind sowohl P = (§,n) als auch 2P ganzzahlige Punkte auf E, dann ist n* ein
Teiler von 4a® + 27b2.

Zum Beweis rechnet man nach, dass
£ — 2a&? — 8b€ + a?
4(&3 4+ a& + b)

ist. Aus z(2P) € Z folgt dann , dass n? = £3+a&+b ein Teiler von £4—2a&2—8bE+a?
ist. Setzt man £ in die Relation

(322 + 4a) (2" — 2az® — 8bx + a®) — (32 — bax — 27b)(x* + ax + b) = 4a® + 27b°
ein, dann folgt die Behauptung, da n? beide Terme auf der linken Seite teilt. QO

z(2P) =

20.6. Folgerung. Sei E eine elliptische Kurve tiber Q. Dann ist die Torsions-
untergruppe E(Q)iors endlich.

Beweis. FE ist isomorph zu einer Kurve, die durch eine kurze Weierstraf-Gleichung
gegeben ist. Durch Skalieren von x und y kénnen wir erreichen, dass die Gleichung
ganzzahlige Koeffizienten hat. Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit E schon
von dieser Form. Der Satz 20.5 von Nagell und Lutz zeigt, dass es nur endlich viele
Moglichkeiten fiir die y-Koordinate eines Torsionspunkts P # O gibt (ndmlich y =
0 und die y € Z mit 3 | 4a®>+27b* # 0; man beachte, dass A(E) = —16(4a>+270?)
ist). Fiir jedes gegebene y gibt es aber hochstens drei mogliche Werte von x, sodass
(z,y) € E ist. a

SATZ
Satz von
Nagell-Lutz
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Aus dem Satz von Nagell-Lutz bekommt man einen Algorithmus, mit dem man
die Gruppe F(Q)ors konkret bestimmen kann. Allerdings muss man dafiir die Dis-
kriminante von E faktorisieren. Zuerst bestimmt man die Punkte mit y = 0 (das
sind genau die Punkte der Ordnung 2). Aus der Faktorisierung von 4a® + 2702
gewinnt man die Liste der n mit n? | 4a® + 27b?%; fiir jedes solche 1 bestimmt man
die ganzzahligen Nullstellen & von 22 + az + b — n?, und fiir jeden so gefundenen
ganzzahligen Punkt P = (£, n) berechnet man 2P, 4P, 8P, ..., bis man entweder
den Punkt O erhilt oder einen Punkt bekommt, der in dieser Folge schon auf-
getreten ist (dann ist P € E(Q)os)) oder einen Punkt, der nicht ganzzahlig ist

(dann ist P ¢ E(Q)tors))-

20.7. Beispiel. Wir betrachten die elliptische Kurve BSP
E- yg ] Torsions-
gruppe
mit @ = —1 und b = 1. Dann ist 4a®+27b? = 23. Die méglichen y-Koordinaten von
nichttrivialen Torsionspunkten sind somit y = —1,0, 1. Das ergibt die Kandidaten
(—=1,£1), (0,£1), (1,£1).
Wir berechnen 2P, 4P, ... fiir jeden dieser Punkte (bis auf Negation):
2(_171) = (3’—5)’ 2(3,—5) = (%,_%) ¢E(Q)tors
2 (07 1) = (iu _%) ?é E(Q)tors
2. (17 1) = (_17 1) ¢ E(Q)tors
Das zeigt E(Q)tors = {O}. &
20.8. Beispiel. Wir betrachten die elliptische Kurve BSP
E:y? = 2° — 1386747z + 368636886 . Torsions-
gruppe

Wir berechnen
4a® + 27h% = —6998115764183040000 = —216. 320 . 54 . 72

Die moglichen y-Koordinaten von nichttrivialen Torsionspunkten sind also 0 und
die Teiler von 2%-3!9.52.7; davon gibt es 2- (8 +1)-(10+1)-(2+1)-(1+1) = 1188.
Fiir jeden dieser Teiler finden wir alle Punkte in E(Q) mit dieser y-Koordinate.
Das ergibt die folgende Liste:

(147, £12960), (1227,422680), (—285,+27216),
(—933,+29160), (2307,497200), (8787,+816480).
Dazu kommen noch drei Punkte mit y = 0:
(—1293,0), (282,0), (1011,0).

Diese letzten drei Punkte haben Ordnung 2. Die iibrigen Punkte verdoppeln wir
wiederholt, bis wir entweder einen Torsionspunkt erhalten oder einen Punkt, der
nicht ganzzahlig ist.

2. (147,12960) = (2307, 97200)
2+ (2307,97200) = (1011, 0) € E(Q)sors
2 - (1227,22680) = (2307, —97200) € E(Q)ions
)= (
) = (
)= (

2. (—285,27216 1011,0) € E(Q)tors
2-(—933,29160 2307, —97200) € E(Q)tors
2 - (8787,816480) = (2307,97200) € E(Q)tors
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Das zeigt, dass alle Punkte, die wir gefunden haben, tatsidchlich Torsionspunkte
sind. Auferdem sieht man, dass E(Q)iors = Z/27 x Z/8Z ist mit Erzeugern (z.B.)
(282,0) und (147, 12960). &

Im néichsten Abschnitt werden wir sehen, wie man F/(Q)os bestimmen kann, ohne
dass man die Diskriminante faktorisieren muss.

Wir werden im weiteren Verlauf der Vorlesung den Satz von Mordell behandeln
(allerdings nicht in allen Féllen beweisen), der besagt, dass die Gruppe E(Q)
endlich erzeugt ist. Daraus folgt dann auch, dass E(Q)s endlich ist.

Es gibt einen weiteren Satz, der von Siegel bewiesen wurde® und (u.a.) besagt, dass
es auf einer elliptischen Kurve iiber Q stets nur endlich viele ganzzahlige Punkte
gibt. Zusammen mit Satz 20.3 (3) folgt dann auch wieder, dass F(Q)os endlich
ist. Allerdings ist der Satz von Siegel sehr tiefliegend (und benutzt den Satz von
Mordell).

6C.L. Siegel, Uber einige Anwendungen diophantischer Approzimationen, Abhandlungen
Akad. Berlin 1929, No. 1, 70 S. (1929).

7 n'.‘ ® ) Vg
C.L. Siegel
1896-1981
Foto (© MFO
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21. GUTE UND SCHLECHTE REDUKTION

Wenn wir eine elliptische Kurve
E:y* +axy + asy = 2% + asx® + auw + ag

mit Koeffizienten aq, as, a3, aq,a¢ € Z gegeben haben, dann kénnen wir fiir eine
Primzahl p die Kurve

E:y? 4+ 1oy + asy = 2 + @ox® + aux + ag

betrachten, wobei a € F, fiir die Restklasse von a mod p steht. Ist p kein Teiler

der Diskriminante A(E), dann ist A(E) = A(E) # 0, und E ist eine elliptische
Kurve tiber F,,.

Nun kann man statt £ auch eine iiber Q isomorphe Kurve E’ betrachten, deren
Gleichung ebenfalls ganzzahlige Koeffizienten hat. Es gilt dann A(E’) = u'?A(F)
mit einem u € Q*. Insbesondere ist es moglich, dass p zwar ein Teiler von A(E)
ist, aber A(E’) nicht teilt. Das motiviert die folgende Definition.

21.1. Definition. Sei F eine elliptische Kurve tiber Q. Eine Weierstraft-Gleichung
E' y? + arzy + agy = 2° + axx® + aux + ag

heifst eine minimale Weierstraf-Gleichung fir E, wenn E’ iber Q zu E isomorph
ist, ay, ag, as, a4, ag € Z sind und |A(E")| unter allen solchen Gleichungen minimal
ist. A(E’) heifst dann die minimale Diskriminante von E. &

Die Minimalitdts-Bedingung ist dquivalent zu ,A(E’) teilt die Diskriminante je-
der ganzzahligen Weierstrak-Gleichung einer elliptischen Kurve, die isomorph zu £
ist“. Die Minimalitét gilt also auch in Bezug auf Teilbarkeit. Die minimale Diskri-
minante ist eindeutig bestimmt (Ubung).

21.2. Definition. Sei E eine elliptische Kurve iiber QQ; wir nehmen an, dass E
durch eine minimale Weierstrafs-Gleichung gegeben ist. Sei p eine Primzahl. Wir
sagen, F habe gute Reduktion bei p, wenn p die (minimale) Diskriminante A(E)
nicht teilt; die elliptische Kurve E wie oben heift dann die Reduktion von E mod p.
Anderenfalls sagen wir, F habe schlechte Reduktion bei p. &

Wir werden uns jetzt iiberlegen, dass es auch eine Beziehung zwischen den Grup-
pen E(Q) und E(F,) gibt. Dazu zeigen wir erst einmal, dass man tiberhaupt eine
verniinftige Abbildung P?(Q) — P*(F,) hat.

21.3. Lemma. Sei P = (¢ : n: () € P*(Q). Dann kénnen wir P schreiben
als P = (& :n ") mit &0, € Z, sodass ggT(¢',n',(") = 1 ist. Sei p eine
Primzahl. Dann ist die Abbildung

o PAQ) — P2(F,), P (€7 : )
(wobei Z — F,, a — a, der kanonische Epimorphismus ist) wohldefiniert.
Ist G C Pg eine Gerade, dann ist p,(G(Q)) = G(F,) mit einer Geraden G C Pﬁ-p.

Beweis. Wir konnen die Koordinaten von P zunédchst mit einem gemeinsamen
Nenner skalieren; dann erhalten wir eine Darstellung von P mit ganzzahligen Ko-
ordinaten. Dann skalieren wir mit dem Inversen des gg'Ts dieser Koordinaten und
erhalten eine Darstellung wie angegeben. Skalieren der Koordinaten mit A € Z

DEF
minimale
Weierstral-
Gleichung

DEF
gute/schlechte
Reduktion

LEMMA
Reduktion
von Punkten

in P2(Q)
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skaliert den ggT mit |A|; es folgt, dass diese Darstellung bis auf Skalierung mit —1
eindeutig ist.

Der Punkt (¢ : 77 : ') € P?(F,) ist dann wohldefiniert, denn wenigstens eine der
Koordinaten ist nicht null (wegen p 1 ggT(&',7/,(’)), und die Koordinaten sind
eindeutig bis auf Skalierung (mit —1). Damit ist auch p, wohldefiniert.

Sei jetzt G: ax + by + cz = 0 eine Gerade in IP’?Q. Analog zu den Koordinaten
von P konnen wir die Geradengleichung so skalieren, dass a,b,c¢ € Z sind und
geT(a,b,c) = 1 ist. Sei dann G: ax + by + ¢z = 0 in IP)I%p. Einsetzen von &', 7/, ('
und Reduzieren mod p zeigt, dass p,(G(Q)) C G(F,) ist. Ist umgekehrt (£ : 77 : {) €
G(F,), dann seien zunichst &, 7/, ¢’ beliebige ganze Zahlen in den entsprechenden
Restklassen. Es ist dann af’ + bnf + ¢¢’ = pd mit d € Z. Wegen ggT(a,b,c) = 1
gibt es r,s,t € Z mit ra + sb+ tc = 1. Mit

(&n,¢) = (§ —prd,n' — psd, ¢’ — ptd)
gilt dann P := (£ :m:¢) € G(Q) und p,(P) = (£: 7 : (). a

21.4. Folgerung. Sei E eine elliptische Kurve iiber Q, gegeben durch eine Glei-
chung mit ganzzahligen Koeffizienten. Sei p eine Primzahl mit pt A(E) und sei E
die durch Reduktion modulo p aus E entstehende elliptische Kurve tiber F,. Dann
ist die Einschrinkung von p, auf E(Q) ein Gruppenhomomorphismus

prpt E(Q) — E(F,).
Es gilt dann ker p, p = E;(;l)((@).

Die letzte Aussage erklart die Bezeichnung , Kern der Reduktion® fiir E,(,l)(Q).

Bewers. Einsetzen von passend skalierten ganzzahligen Koordinaten in die Glei-
chung von E und Reduktion mod p zeigt, dass p,(E(Q)) C E(F,) ist; damit ist
pp.E jedenfalls als Abbildung wohldefiniert. Es bleibt zu zeigen, dass p, g ein Grup-
penhomomorphismus ist. Es ist klar, dass p, g(O) = O ist. Seien Py, P», P; € E(Q)
mit P, + P, + P3 = O. Dann sind Py, P, P; die drei Schnittpunkte von E mit ei-
ner Geraden G (mit passender Vielfachheit, wenn Punkte zusammenfallen). Aus
Lemma 21.3 folgt, dass p, g(P1), pp.e(P2), ppe(Ps) die drei Schnittpunkte von F
mit der Geraden G sind. Also ist p, g(P1) + ppe(P2) + ppe(P3) = O in E(F,). Es
folgt, dass p, g ein Gruppenhomomorphismus ist.

Fiir den Beweis der letzten Aussage seien die projektiven Koordinaten von P &€
E(Q) als teilerfremde ganze Zahlen gewédhlt. Dann gilt

P=(¢:n:¢)€kerpyp <= ppp(P)=0=(0:1:0)

= pl& pin,pl¢
L o, m/¢) <0
«— PeEMNQ).

In der Aquivalenz (*) ist die Richtung ,,= trivial. Die Umkehrung ergibt sich dar-
aus, dass aus v,(n/¢) < 0 folgt, dass es e > 1 gibt mit v,(£/¢) = —2e und v,(n/() =
—3e (durch Vergleichen der Bewertungen der verschiedenen Terme in der Glei-
chung von E; siehe auch den vorigen Abschnitt). Da min{v,(§),v,(n), v,(¢)} =0
ist, muss dann v,(£) = e, v,(n) = 0 und v,(¢) = 3e sein (e = oo ist dabei moglich;
dann ist P = O). Qa

FOLG
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Mit unserem Wissen aus dem vorigen Abschnitt konnen wir den Reduktionsho-
momorphismus nutzen, um Aussagen iiber F(Q)¢s zu treffen.

21.5. Satz. Sei

E: P

eine elliptische Kurve tiber Q mit ay,as,as, as,ag € Z. Ist p eine Primzahl mit

+a1xy + azy = 3+ a2x2 + asx + ag

p1 A(E) und gilt a; = 0 oder p > 3, dann ist

injektiv.

pp,E|E(Q)mrs: E(Q)tors — E(Fp)

Beweis. Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt

()
ker pp’E‘E(Q)tors = ker Pp,E N E(Q)tors = EI(;l) (Q) N E(Q)tors = {O} )

daraus folgt die Behauptung. Wir haben die Gleichheit (x) fiir kurze Weierstraf-
Gleichungen in Satz 20.3 bewiesen. Fiir den allgemeinen Fall siehe Bemerkung 20.4.

Q

Wir kénnen also E(Q)ios als eine Untergruppe von E(F,) realisieren fiir jede
Primzahl p (p > 3, falls a; # 0) mit p { A(E). Es gibt unendlich viele solche
Primzahlen. Da E(F,) endlich ist, erhalten wir einen weiteren Beweis der Aussage,

dass E(Q)¢ors endlich ist.

Wir kénnen Satz 21.5 aber auch dafiir nutzen, mit wenig Aufwand eine gute
Schranke fiir #E(Q)ors zu bekommen, denn nach dem Satz von Lagrange muss
#E(Q)tors €in Teiler von #E(F,) sein.

21.6. Beispiel. Sei £: y*> = 2°—z+1 mit A(E) = —2*-23. Wir konnen Satz 21.5
also z.B. mit p = 3 und p = 5 anwenden. Es folgt
#EQiors | #E(Fs) =7  und  #E(Q)iors | #E(F5) =8,

also muss E(Q)ios trivial sein. Da E(Q) affine Punkte enthélt (z.B. (1,1)), folgt,
dass E(Q) unendlich ist. (Tatsdchlich ist F(Q) = Z; die Gruppe wird von (1, 1)

erzeugt.)

21.7. Beispiel.

Sei

E:y*+ay+y=a®+2*— 702 —279;
es ist A(E) = —2-19°. Wir erhalten folgende Tabelle:

p

3 5 7 11 13 17 23 29 31 37

#E(Fy)

5 10 5 10 15 15 25 35 40 40

&

Es folgt, dass #E(Q)iors € {1,5} ist. Man kann das Polynom aufstellen, dessen
Nullstellen die z-Koordinaten der Punkte der Ordnung 5 sind:

52 4+ 2521 — 4284410 — 1128752 — 9043952:° + 1848750 + 971641502°
+ 1084824520x° + 73873973752 + 2860480342522 + 3962613735022

— 770252871252 — 228943289601

und tberpriifen, dass es keine ganzzahligen Nullstellen hat. Also ist tatséchlich

E(Q)tors = {O}

SATZ
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Es gibt einen Grund, dass die Schranke fiir #E(Q)ors hier nicht scharf ist. E ist
namlich isogen zu der elliptischen Kurve

E:y4+aoy+y=2>+22+1,

fiir die #E'(Q)iors = 5 gilt. Aus Satz 21.5 folgt dann 5 | #E'(F,) fiir alle p > 3,
p # 19. Nach Satz 12.3 (das ist die einfache Richtung, die wir auch bewiesen
haben) gilt #E(F,) = #E'(F,), denn E und £’ sind ebenfalls isogen. Daraus folgt

geT({#E(F,) | p > 3 prim, p # 19}) =5,

also kann die Schranke nicht scharf sein. &

Aus der Schranke von Hasse fiir die Anzahl der F,-rationalen Punkte auf einer
elliptischen Kurve (Satz 12.2) ergibt sich die Abschéitzung

#E(Q)iors < min{ L(vp+ 1)?] | p > 3 prim, pJ(A(E)} )

Ist die Torsionsuntergruppe also ,grof“, dann muss F schlechte Reduktion bei
allen ,kleinen* Primzahlen haben. (Fiir 2 1 A(E) bekommt man die Abschétzung

#E(Q)tors S 10)

Allerdings hat Barry Mazur in den 1970er Jahren gezeigt, dass die Torsionsunter-
gruppe von E(Q) nicht beliebig grof werden kann:”

21.8. Satz. Sei E eine elliptische Kurve tiber Q. Dann ist
EQ)tos = Z/dZ mit 1 < d <10 oder d =12,

oder
E(Q)tors = Z/27 x 7./2dZ mit 1 <d < 4.

Jede dieser maéglichen Strukturen tritt fiir unendlich viele paarweise nicht isomor-
phe elliptische Kurven tiber Q auf.

Da 41 die einzigen Einheitswurzeln in Q sind, folgt aus der Existenz der Weil-
Paarung, dass E(Q)ios eine der beiden oben angegebenen Formen haben muss
(fiir irgend ein d > 1).

Die zweite Aussage ist nicht schwer zu zeigen, denn man kann explizite Familien
von solchen Kurven angeben, die von einem Parameter abhangen.

Um die Moglichkeit der Existenz eines Punktes P € FE(Q) der Ordnung d zu
untersuchen, kann man (fiir d > 4) die folgende ,Normalform“ benutzen:

E:y*+ury+ovy=2"+va®

mit u,v € Q; der Punkt P ist dabei P = (0,0). Die Bedingung, dass P Ordnung d
hat, ergibt eine Gleichung P;(u,v) = 0 mit einem Polynom P,. Diese Gleichung de-
finiert eine affine ebene Kurve, deren rationale Punkte entweder zu Paaren (F, P)
gehoren, wobei E eine elliptische Kurve tiber Q und P € F(Q) ein Punkt der Ord-
nung d ist, oder zu einer Kurve fithren, die nicht glatt (und damit keine elliptische
Kurve) ist. Es gibt eine glatte projektive (nicht unbedingt ebene) Kurve X(d),
die iiber Q definiert ist und zu dieser Kurve birational ist. Die Aussage im Satz
oben folgt dann daraus, dass die rationalen Punkte von X;(d) fiir d eine Primzahl
> 11 und fiir d = 14, 15, 16, 18, 20, 21, 24, 25, 27, 35, 49 alle zu nicht-glatten
Kurven E gehoren.

B. Mazur, Modular curves and the Eisenstein ideal, Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math.
47, 33-186 (1978).

B. Mazur
* 1037
Foto (© MFO

SATZ
Satz von
Mazur



§21. Gute und schlechte Reduktion 107

Zum Beispiel ist X;(11) selbst eine elliptische Kurve, und man kann zeigen, dass
sie genau flinf rationale Punkte hat, die aber alle nicht zu einer elliptischen Kurve
mit einem Punkt der Ordnung 11 gehdren. Fiir grofses d wird das Geschlecht der
Kurve X (d) allerdings ebenfalls grofs, und der Beweis im allgemeinen Fall erfordert
sehr tief liegende Hilfsmittel.
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22. DER SATZ VON MORDELL

Unser néchstes Ziel ist es, den folgenden Satz (jedenfalls in einem Spezialfall) zu
beweisen.

22.1. Satz. Sei E eine elliptische Kurve iber Q. Dann ist die Gruppe E(Q) eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe.

Dieser Satz wurde von Mordell bewiesen.® Die Aussage wurde von Weil einige
Jahre spéter in seiner Doktorarbeit auf Jacobische Varietidten von algebraischen
Kurven iiber beliebigen algebraischen Zahlkérpern (also endlichen Kérpererweite-
rungen von Q) verallgemeinert.? (Elliptische Kurven sind ihre eigenen Jacobischen
Varietéten.) Daher wird der Satz meistens als Satz von Mordell- Weil bezeichnet.
(Offenbar war Mordell selbst dariiber nicht sehr gliicklich.)

Wir werden das Pferd gewissermafen von hinten aufzdumen und den Satz von
Mordell auf einige andere Aussagen zuriickfiihren.

22.2. Satz. Seien G eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe, m € Zsq und
h: G — Rsq eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

(1) G/mG ist endlich.

(2) Fir jedes B > 0 ist {g € G | h(g) < B} endlich.

(3) Es gibt C > 0, sodass fiir alle g € G gilt h(mg) > m*h(g) — C.

(4) Fiir jedes g € G gibt es ¢y > 0, sodass fir alle g € G gilt h(g+9") < 2h(g')+cy.

Dann ist G endlich erzeugt.

22.3. Definition. Eine Abbildung h: G — R mit den Eigenschaften (2), (3)
(fiir ein m > 2) und (4) heikt eine Hohenfunktion auf G. O

Beweis. Seien g; € G fiir i = 1,. .., k Représentanten der wegen (1) endlich vielen
Restklassen in G/mG und sei
C+max{c_y |i=1,...,k}
f}/ =

> 0.
m?2 — 2

Wir zeigen, dass G von der (nach (2)) endlichen Menge
M={gi|i=1,....k}U{geG|h(g) <7}
erzeugt wird.

Wir nehmen dafiir an, dass das nicht der Fall ist. Dann gibt es Elemente g € G mit
g & (M). Da es nach (2) nur endlich viele Elemente ¢’ € G mit h(g’) < h(g) gibt,
konnen wir annehmen, dass g unter allen Gegenbeispielen minimale Hohe h(g)
hat. Es ist dann jedenfalls g ¢ M, woraus h(g) > 7 folgt. Sei nun g; der gewéhlte
Représentant der Restklasse g + mG € G/mG. Dann gibt es ¢ € G mit g =
g; + mg'. Aus den Eigenschaften (3) und (4) folgt

2h(g) + g, > Mg — g;) = h(mg') > m*h(¢") = C
8L.J. Mordell, On the rational solutions of the indeterminate equations of the third and fourth

degrees, Cambr. Phil. Soc. Proc. 21, 179-192 (1922).
9IA. Weil, L’arithmétique sur les courbes algébriques, Acta Math. 52, 281-315 (1929).
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und daraus

Da g ein Gegenbeispiel mit minimaler Hohe war, ist ¢’ € (M). Dann folgt aber
auch g = g; + mg’ € (M) (denn g; € M). Das ist ein Widerspruch, also muss die
Annahme falsch gewesen sein, und es folgt wie gewiinscht, dass G = (M) ist. Q

m2

Die Aussage (1) heifst im Kontext von elliptischen Kurven (oder abelschen Va-
rietdten), also mit G = FE(Q), auch schwacher Satz von Mordell-(Weil). Es ist
klar, dass das eine notwendige Bedingung dafiir ist, dass G endlich erzeugt ist. Sie
ist aber nicht hinreichend, wie man an Beispielen wie den additiven Gruppen Q
oder R sieht. Diesem schwachen Satz von Mordell (mit m = 2) werden wir uns
spater zuwenden. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass eine Hohenfunktion
auf F(Q) existiert.

22.4. Definition. Sei FE eine elliptische Kurve iiber Q. Wir definieren DEF
P o Hohen-
h: E(Q) — Rsg, P+— 0, - . funktion
= logmax{|ul, |v|}, 2(P)=wu/vmitu Lov. < auf £(Q)

Hier ist log der natiirliche Logarithmus. Anschaulich ist A(P) ein Maf dafiir, wie
viel Platz man braucht, um (die z-Koordinate von) P hinzuschreiben. Wenn wir
z(0O) = 1/0 setzen, dann brauchen wir die Fallunterscheidung in der Definition
nicht. Das ist mit der Interpretation der z-Koordinate als Morphismus z: E — P!,

(&:m:C)— (£: (), kompatibel.
Wir zeigen nun, dass h eine Hohenfunktion auf E(Q) ist.

22.5. Satz. Sei E:y? = 2%+ ax + b eine elliptische Kurve iiber Q mit a,b € Z. SATZ
Dann ist h wie in Definition 22.4 eine Hohenfunktion auf E(Q) (fir m = 2). Hohen-
funktion

auf E(Q)

Beweis. Wir zeigen die drei relevanten Eigenschaften aus Satz 22.2.

(2) Ist P € E(Q) mit h(P) < B, dann ist entweder P = O oder z(P) = u/v
mit u,v € Z, |ul,|v] < eB. Es gibt also nur endlich viele Moglichkeiten fiir
die z-Koordinate von P, und zu jeder z-Koordinate gibt es héchstens zwei y-
Koordinaten, sodass es insgesamt nur endlich viele solche Punkte geben kann.

(3) Es ist zu zeigen, dass es C' > 0 gibt mit
h(2P) > 4h(P) — C fiir alle P € E(Q).
Dafiir verwenden wir die Verdopplungsformel
z(P)* — 2ax(P)? — 8bx(P) + a?
4(z(P)? + ax(P) +b)

Wenn wir z(P) = u/v mit v L v schreiben, dann ist

z(2P) =

(22.1) £(2P) = ut — 2au?v? — 8buv® + a*v? _ Fi(u,v)
4(u? + auv? + bvd)v Fy(u,v)
mit F(u,v), F>(u,v) € Z und daher

h(2P) = log max{|Fy(u, v)|, [ F5(u, v)|} — logg,
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wobei g der ggT von Fj(u,v) und Fy(u,v) ist. Nun gilt
G1(u,v) - Fy(u,v) + Ga(u,v) - Fy(u,v) = 4(4a® + 276%)u’  und
Hi(u,v) - Fy(u,v) + Ha(u,v) - Fy(u,v) = 4(4a® + 27b%)0"
mit
G1(u,v) = (16a® + 1080*)u® — 4a*buv + (12a* + 88ab*)uv? + (12a°b + 964 )v?
Go(u,v) = a*bu® + (5a* + 32ab*)uv + (26a’b + 192b*)uv® — (3a° + 24ab*)v°
Hi(u,v) = (12u* + 16av*)v,
Hy(u,v) = —(3u® — Sauv? — 27bv?).

Ausu L vfolgt g | 4(4a®+27b%) = —A(FE)/4 # 0. Aus der Dreiecksungleichung
folgt, dass es eine Konstante A gibt mit

maX{|G1(u7 U)|7 |G2(U7U)|7 |H1(uv U)|, |H2(u7v)|} < AmaX{|u|7 |U|}3'
Daraus schlieffen wir, dass
2A
= 44a® + 2707
ist. Daraus und mit |g| < 4]4a® 4 27b%| folgt schlieRlich h(2P) > 4h(P) — C
mit C' = log(2A4).

(4) Schlieflich miissen wir zeigen, dass es fiir jeden Punkt P € E(Q) eine Kon-
stante cp > 0 gibt mit A(P + Q) < 2h(Q) + cp fiir alle @ € E(Q). Im
Fall P = O ist die Aussage klar, und sie gilt fiir () = O, wenn cp > h(P)
ist. Ebenso gilt die Behauptung fiir ) = —P, und fiir Q = P gilt sie mit
cp > h(2P) — 2h(P). Wir kénnen also P # O und @ # O, P, — P annehmen.
Wir schreiben P = (p :np : (p) und Q = (§g : ng : (o) mit &p, (p,&o, (o € Z
und {p L Cp, o L (g. Dabei sind np und 79 dabei im Allgemeinen nicht
ganzzahlig. Aus der Gleichung

Nale = &4 + asel + blo
folgt durch Multiplikation mit (g aber, dass ng(g € Z und

max{|ul, [v[}7 < max{|ul, [v]}* max{| Fy (u, v)], | Fa(u, v)[}

(22.2) naSel < 1+ la| + bl max{|¢ql, [Cal}*
ist (und ebenso fiir P). Es ist
P — 2
o(P+Q) = (U =2 - a(p) - at@)
_ (€p€o + alplo)(EpCq + Créq) + 2bCHC5 — 2npCrnoleo _Z
(€rlo — CPéQ)? N

Zahler Z und Nenner N dieses Bruchs sind ganze Zahlen. Aus (22.2) und mit
der Dreiecksungleichung erhalten wir die Abschéitzung

|Z], IN| < 4(1 + |a] + [b]) max{[&p], [Cp[}* max{|€ql. [Col}* -
Es folgt
hMP + Q) < logmax{|Z], N[}
< log(4(1 + |a| + [b])) + 2log max{|¢p|, |Cp[} + 2log max{[&q, [Col}
= log(4(1 + |a| + [b])) + 2h(P) + 2h(Q) ;
die gewiinschte Aussage gilt also mit

cp = max{log(4(1 + |a| + [b])) + 2h(P), h(2P) — 2h(P)} .
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Wir bemerken noch, dass man aus (22.1) in dhnlicher Weise die Abschétzung
h(2P) < 4h(P) + log max{(1 + |a|)® + 8/b], 4(1 + |a| + |b])}
bekommt. Das ergibt
cp = 2h(P) + logmax{(1 + |a|)® + 8[b|, 4(1 + |a| + |b])} . 0

Damit reduziert sich der Beweis des Satzes 22.1 von Mordell auf den Beweis des
schwachen Satzes von Mordell in der Form, dass F(Q)/2E(Q) endlich ist. Damit
werden wir uns in den nachsten Abschnitten befassen.

22.6. Bemerkung. Die Existenz einer Hohenfunktion auf F(Q) liefert einen wei-
teren Beweis dafiir, dass F(Q)s endlich ist. Ist ndmlich P € E(Q)ors, dann ist
die Menge {2"P | n > 0} endlich; sei H = max{h(2"P) | n > 0} und sei n so
gewdhlt, dass h(2"P) = H ist. Eigenschaft (3) liefert

H > h(2""'P) > 4h(2"P) - C=4H-C = H< %
und damit h(P) < H < C/3. Es folgt

E(Q)tors C {P € E(Q) | h(P) S 0/3} .
und die rechts stehende Menge ist wegen Eigenschaft (2) endlich.

Da man die Elemente der rechts stehenden Menge im Prinzip explizit bestimmen
kann (man betrachtet alle & = u/v mit |ul, |v| < e/? und stellt fest, welche davon
z-Koordinaten von Punkten in F(Q) sind), liefert das einen weiteren (allerdings
nicht sehr effizienten) Algorithmus fiir die Bestimmung von F(Q)os. Man beachte,
dass /3 = V/2A ist mit A wie im Beweis von Satz 22.5; A ergibt sich als explizites
Polynom in |a| und |b|. [ )

Man kann mit dhnlichen Argumenten wie im Beweis von Satz 22.5 die folgende
stiarkere Aussage zeigen:

22.7. Satz. Sei E eine elliptische Kurve tiber Q. Dann gibt es eine Konstante cg,
die nur von (der Gleichung von) E abhdingt, sodass fir alle Punkte P,Q € E(Q)
gilt

(P4 Q) + h(P — Q) — 2h(P) — 2h(Q)| < cp .
Insbesondere gilt auch

|h(2P) — 4h(P)| < cg .
Das kann man dann fiir die folgende Konstruktion benutzen.

22.8. Satz. Sei E eine elliptische Kurve iber Q und sei P € E(Q). Dann ezistiert
h(2"P)

h(P) := hg(P) := lim

n—oo

c Rxp.
Die Funktion h: E(Q) — Rxq hat folgende Eigenschaften:
(1) Es gibt vg mit |h(P) — h(P)| < vg fir alle P € E(Q).
(2) Fiir jedes B > 0 ist {P € E(Q) | h(P) < B} endlich.
(3) Fir alle P,Q € E(Q) gilt

WP + Q) + h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q) .
(4) Fir alle P € E(Q) und alle m € Z gilt h(mP) = m>h(P).

BEM
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SATZ
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(5) Fiir alle P € E(Q) gilt h(P) =0 <= P € E(Q)iors.
(6) Ist ¢: E — E' ein Isomorphismus, dann gilt hi = hg o ¢.
(7) h induziert eine positiv definite quadratische Form auf E(Q) ®zR.

22.9. Definition. Die Funktion sz heilt die kanonische Hohe auf E. &

,Kanonisch“ deshalb, weil sie nicht von der konkreten Gleichung von E abhéngt
(und aufserdem algebraisch schone Eigenschaften hat).

Die kanonische Hohe ist ebenfalls eine Hohenfunktion auf E(Q), sogar mit noch
besseren Eigenschaften als eine beliebige Hohenfunktion.

Aus (4) und (1) folgt dann iibrigens auch, dass h eine Hohenfunktion auf E(Q)
ist fiir jedes m > 2.

Beweis. Aus Satz 22.7 folgt, dass
h(2"'P)  h(2"P)| 1
‘ gl ’ T4t
ist. Daraus folgt fir n > m
h2mP)  h(2mP)| <2 h(2FIP)  h(2FP) > 1 cp
’ An gm ‘S ‘ A ‘SCEZMH::;-M’

h(2-2"P) — 4h(2"P)| < 4n+1

also ist (4 ”h(Q”P)) eine Cauchy-Folge, und der Grenzwert existiert.

(1) Die Uberlegung oben zeigt insbesondere, dass [4~"h(2"P) — h(P)| < cp/3 ist.
Fiir n — oo erhalten wir die Behauptung (mit vg = cg/3).

(2) Aus h(P) < B folgt mit (1), dass h(P) < B + g ist. Die Behauptung folgt
also aus der entsprechenden Eigenschaft von h.

(3) Nach Satz 22.7 ist
PP Q) | HEUP Q) hE'P)  h2'Q)| _ cr
4n 4n 4n 4n — 4
Die Behauptung folgt fiir n — oo.
(4) Das folgt aus (3) durch Induktion.
(5) Ist P € E(Q)tors, dann ist {2"P | n > 0} endlich, also h(2"P) beschrinkt.

Aus der Definition von A folgt dann A(P) = 0. Ist umgekehrt A(P) = 0, dann

ist nach (4) h(mP) = 0 fiir alle m € Z. Nach (2) ist {Q € E(Q) | h(Q) = 0}
endlich, also hat P nur endlich viele verschiedene Vielfache. Das bedeutet

P € E(@)tors‘

(6) Man tberlegt sich dhnlich wie im Beweis von Satz 22.5, dass hg (¢(P)) <
hg(P) + ¢4 ist. Umgekehrt gilt auch hp(¢~1(Q)) < hp/(Q) + cg-1. Der Un-
terschied zwischen hgp und hpg o ¢ ist also beschrankt. Wie oben folgt die
Behauptung durch einen geeigneten Grenziibergang.

(7) Zunéchst einmal folgt aus (3) und (5), dass h eine quadratische Form auf
(der freien abelschen Gruppe) E(Q)/E(Q)tors induziert. Wir bekommen dann
eine quadratische Form auf dem Vektorraum Vg := F(Q) ®z Q, die aufserhalb
von 0 stets echt positive Werte hat. Es folgt, dass h auf V := E(Q) ®; R =
Vo ®g R positiv semidefinit ist. Aus (2) folgt, dass es € > 0 gibt, sodass die
Torsionspunkte die einzigen P € E(Q) sind mit 2(P) < e.

DEF
kanonische
Hohe
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Sei 0 # z € V, dann liegt  in V' := (P, ..., P,)r fiir endlich viele Punkte
Py, ..., P, € E(Q). Das Bild von (P, ..., P,)z C E(Q) in V' ist ein Gitter A
mit A ®z R = V'; wir kénnen dim V' = n annehmen. Wire h(z) = 0, dann
wire h auf V' in einer geeigneten Basis gegeben durch z2+...+z2 mit m < n.
Insbesondere wiire die Menge {y € V' | h(y) < ¢} eine zentralsymmetrische
konvexe Menge mit unendlichem Volumen, die aber A nur im Nullpunkt schnei-
det. Das ist ein Widerspruch zum Gitterpunktsatz von Minkowski (siehe auch
das Skript zur Vorlesung ,Diophantische Gleichungen®). Also ist iL(:I)) >0. U
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23. DER SCHWACHE SATZ VON MORDELL

Wir wollen im Folgenden den schwachen Satz von Mordell in der Form
E(Q)/2E(Q) ist endlich

beweisen unter der Voraussetzung, dass F(Q)[2] # {O} ist. Es gibt also einen
rationalen Punkt 7" der Ordnung 2 auf £. Wir konnen die z-Koordinate unserer
gegebenen kurzen Weierstrak-Gleichung so verschieben, dass 7' = (0, 0) ist. Dann
ist £ gegeben durch eine Gleichung der Form

(23.1) E:y*=z(2* +ar+0).

Weil E eine elliptische Kurve ist, gilt dann b # 0 und a? — 4b # 0. Dann hat E
eine Isogenie ¢ vom Grad 2 auf die Kurve

E':y? = 2(2® — 2ax + (a® — 4b)),

die zusammen mit der dualen Isogenie gegeben ist durch

2 p_ g2 2 b b— 22
¢ E — FE, (:zc,y)r—><y— xy):(x —i—ax—i—? xy) und

x? x? x x2?

. 2 2 —4b— 2?
B — E STy
(b — ) (%, y) — <4$2 ) ]2 y)

~

Es ist ker(¢) = {O, T} und ker(¢) = {O', T"}, wobei O’ = (0:1:0) € E'(Q) und
T"=(0,0) € E'(Q) sind. Siehe Beispiel 10.12.

23.1. Lemma. Seien E, E', ¢ und ¢ wie oben. Sind die Gruppen E(Q)/é(E’(Q))
und E'(Q)/o(E(Q)) beide endlich, dann ist auch E(Q)/2E(Q) endlich.

Beweis. Es ist 2E(Q) = (¢ 0 ¢)(E(Q)) C ¢(E'(Q)), also haben wir einen kanoni-
schen Epimorphismus

L EQ . E@
2EQ T H(FQ)
Offensichtlich ist ker(a) = ¢(E'(Q))/2E(Q). Der Homomorphismus
E(Q) EQ)
JEQ)  2EQ°
ist wohldefiniert (denn ¢(¢(E(Q)) C 2E(Q)), und im(8) = ker(a). Es folgt

B: P+ ¢(E(Q)) — ¢(P) +2E(Q)

EQ) = er(a) - #im(a) = #1m(p) - E(Q) E(Q) . E@Q)
#QE(Q)_#k (@) - #im () = # im(p3) #QB(E'(Q))S#QS(E(Q)) #é(E'(Q))
und daraus dann die Behauptung. u

Fiir den Beweis des schwachen Satzes von Mordell geniigt es also zu zeigen, dass
E(Q)/o(E'(Q)) in der obigen Situation endlich ist; die Endlichkeit der anderen
Gruppe E'(Q)/¢(E(Q)) ergibt sich genauso (bis auf eine Skalierung von x und y
ist £ = E").

Wir schreiben im Folgenden

Q*:={a’|acQ}.

LEMMA

E'(Q)/9(E(Q))
endlich

genligt
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23.2. Lemma. Die Abbildung

0 Q<*, P=0,
5E(Q)—)®, P+— b'@xz, P:T,
z(P)-Q*?, sonst

ist ein Gruppenhomomorphismus; es ist ker(6) = ¢(E'(Q)).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass 6(P + Q) = d(P)-6(Q) ist fiir P,Q € E(Q). Das
ist klar fiir P = O oder Q = O und auch fir P =@ =T und fir P+ Q = O
(denn §(—P) = 6(P)). Ist (z.B.) @ = T und P # T, dann folgt die Behauptung
aus (P +T) = b/z(P), denn
b
z(P)
Sind P,Q ¢ {O,T}, aber P+ @Q =T, dann ist Q = —P + T, und die Behauptung
folgt aus derselben Rechnung. Wir konnen also annehmen, dass P, @) und P + @

verschieden von O und T sind. Dann sind P, Q, R := —(P 4 Q) die Schnittpunkte
einer Geraden y = Az + p mit E. Es folgt

p(2® +az +b) — (A + 1) = (z — 2(P))(z — 2(Q))(z — (R));

Einsetzen von x = 0 zeigt, dass z(P)z(Q)x(R) = u? € Q*? ist (beachte, dass alle
drei z-Koordinaten von null verschieden sind). Das ist dquivalent zu

0P +Q)=0(R) =4(P)-4(Q)-

S(P+T)= Q2 =x2(P)-b-Q*=6(P)-0(T).

Wir zeigen jetzt, dass ¢(E'(Q)) C ker(d) ist. Sei P’ € E'(Q). Ist P’ € ker(¢) =
{0/, 1"}, dann ist 6(4(P')) = 6(0) = Q*2. Ist z((P’)) = 0, dann muss y(P') = 0
sein und P’ # T'. Es folgt, dass 2? — 2ax + a? — 4b iiber Q in Linearfaktoren
zerfillt; insbesondere ist a? — (a* — 4b) = 4b und damit b ein Quadrat. Damit ist
5(d(P") = 6(T) = Q*2. Wir nehmen jetzt an, dass z(¢(P’)) ¢ {0,00} ist. Die
explizite Form von ¢ oben zeigt, dass z(¢(P’)) dann ein Quadrat # 0 ist, also ist
o(p(F) = Q.

Es bleibt die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Sei also P € ker(6). Ist P = O, dann
ist P e ¢(E'(Q)). Ist P =T, dann ist b ein Quadrat, woraus folgt (s.o.), dass es
einen Punkt P’ = (£,0) # T in E'(Q) gibt; es ist dann ¢(P') = T. Ist P ¢ {O, T},
dann ist z(P) = a? ein von null verschiedenes Quadrat. Aus der Gleichung von F
folgt, dass dann a* + aa® + b ein Quadrat ist (ndmlich (y(P)/a)?). Wir suchen
cinen Punkt P’ € E'(Q) mit ¢(P') = P. Wir setzen y = 2o in der Gleichung
von E’; nach Kiirzen von x erhalten wir die Gleichung

22 —2(a+20%)r +a® —4b=0.
Es ist

(a+20%)* — (a* — 4b) = 4(ac® +a* +b) = <2yéP))2 :

also hat die Gleichung eine Losung & € Q, und P’ = (&, 2a€) ist ein rationaler
Punkt auf E’. Dann ist ¢(P’) € E(Q) ein Punkt mit derselben z-Koordinate

~

wie P, also gilt entweder P = ¢(P') oder P = —¢(P') = ¢(—P). Q

LEMMA
z(P) mod
Quadrate
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23.3. Folgerung. Secien E, E', ¢, qg wie oben und & wie in Lemma 23.2. Hat ¢
endliches Bild, dann ist auch E(Q)/¢(E'(Q)) endlich.

Beweis. Aus Lemma 23.2 folgt, dass ¢ einen Isomorphismus

BQ _ EQ

H(E(Q)  ker(d)

induziert. (|

—=5 im(6)

Die Idee fiir das weitere Vorgehen wird nun sein, eine endliche obere Schranke
fiir im(9) zu finden, also eine endliche Untergruppe S; C Q*/Q*? mit im(0) C S;.

Die Gruppe Q*/Q*? selbst ist unendlich. Sie ist ein Fo-Vektorraum abzihlbar
unendlicher Dimension mit Basis (—1) - Q%% und p - Q*? fiir jede Primzahl p (das
folgt leicht aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z). Insbesondere enthélt

jede Nebenklasse einen eindeutigen Reprisentanten, der eine quadratfreie ganze
Zahl ist.

Wir wollen jetzt zeigen, dass diese quadratfreie ganze Zahl, die §(P) représentiert,
nur gewisse Primteiler haben kann.

Sei dazu P € E(Q) mit P ¢ {O,T}. Aus den Uberlegungen am Anfang von
Abschnitt 20 ergibt sich, dass es ganze Zahlen r,s,t gibt mit » L ¢ und s L ¢,
sodass P = (r/t?, s/t3) ist. Eingesetzt in die Gleichung (23.1) von E erhalten wir
nach Beseitigung der Nenner
s* =r(r* + art® + bt');

auferdem ist §(P) = r - Q%% Wir nehmen an, dass a und b ganzzahlig sind.
Sei p ein Primteiler von r mit v,(r) ungerade. Weil v,(s*) = 2v,(s) gerade ist,
muss p ein Teiler von r2 + art? 4 bt* sein. Es folgt

p | ggT(r,r* + art’ + bt') = ggT(r,0t") = ggT(r,b) | b,

weil 7 L ¢ ist. Wir sehen, dass 6(P) in der Untergruppe von Q*/Q*? liegt, die
von den Klassen von —1 und den Primteilern von b erzeugt wird. Das gilt auch
fir P = O (klar) und P =T (denn §(T) = b- Q*?).

FOLG
im(9) endlich
genligt

23.4. Satz. Sei E eine elliptische Kurve dber Q mit E(Q)[2] # {O}. Dann ist SATZ

E(Q) endlich erzeugt.

Beweis. E ist isomorph zu einer elliptischen Kurve der Form (23.1); wir kénnen
also annehmen, dass E diese Form hat. Dann ist b # 0 und a® — 4b # 0. Nach
geeigneter Skalierung von z und y konnen wir a,b € Z annehmen. Dann sind die
Untergruppen

H = <(_1> ’ QX27p ’ QXQ | p prim> p ‘ b> und

Hl = <(_1) ’ QX27p : QX2 | p prim7 p | CL2 - 4b>
von Q*/Q*? endlich. Wir haben in der Diskussion vor dem Satz gesehen, dass
im(d) C H ist; genauso ergibt sich im(§') € H', wenn ¢§': E'(Q) — Q*/Q*?
die analoge Abbildung ist. Es folgt mit Folgerung 23.3, dass E(Q)/¢(E'(Q)) und
E'(Q)/#(E£(Q)) beide endlich sind. Aus Lemma 23.1 folgt dann, dass E(Q)/2E(Q)
endlich ist, d.h., der schwache Satz von Mordell fiir £ und m = 2. Nach Satz 22.5

existiert eine Hohenfunktion auf F(Q). Die Behauptung folgt somit aus Satz 22.2.
Q

Satz von
Mordell
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Eine endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist isomorph zu Gy X Z" mit einem
r € Zso; dabei ist die Torsionsuntergruppe Gy endlich (fiir G = E(Q) wissen
wir das bereits).

23.5. Definition. Sei E eine elliptische Kurve iiber Q mit E(Q) = E(Q)is X Z". DEF

Dann heifst tk(E(Q)) :=r € Z>( der Rang von E(Q). ¢{ Rang
23.6. Lemma. Sei E eine elliptische Kurve tiber Q mit Rang r. Dann ist LEMMA
E(Q) Rang und
r = dimp, 2E(Q) dimg, E(Q)[2]. E(Q)/2E(Q)

Bewezs. Es ist

E(@) ~ E(@)tors « (E)T
2E(Q)  2E(Q)tors 27.)
Sei w1 E(Q)tors = E(Q)tors, T+ 2T Es ist

. ~ E(@)tors . E(Q)tors
2 Qers =000 = Ry ~ B@R)
also #FE(Q)[2] = #(E(Q)tors/2FE(Q)tors). Die Behauptung folgt aus
Q

dimp, 212(((5) = dimp, % +r =dimg, E(Q)[2] + r. Q
23.7. Definition. Sei n € Z mit n # 0. Wir schreiben w(n) fiir die Anzahl der DEF
verschiedenen Primteiler von n. & w(n)
23.8. Folgerung. Seien a,b € Z mit b,a* — 4b # 0, und sei FOLG
E:y*=x(2* +ax+0b). ?ﬁcrh;anke

Dann ist E eine elliptische Kurve iber Q, und es gilt
rk(E(Q)) < w(b) + w(a® — 4b) .

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 23.4 ergibt sich
dimim(f) <dimH =1+ w() und dimim(§') < dim H =1+ w(a® — 4b) .
Weiterhin ist
/
m AE& = dimim(d) und dim Q)
¢(E'(Q)) ¢(E(Q))
Es ist dim £(Q)[2] € {1,2} (immer < 2 und > 0 wegen der Existenz von T" der
Ordnung 2). Im Fall dim F(Q)[2] = 2 erhalten wir
EQ
2E(Q)
/
< dim ————— ) + dim AN
¢(£'(Q)) ¢(E(Q))
< (14 w(b) + (14 w(a® —4b)) — 2 = w(b) + w(a® — 4b).
Im Fall dim E(Q)[2] =1 ist 7" ¢ ¢(E(Q)), denn die Urbilder von 7" unter ¢ sind
gerade die beiden anderen Punkte (# T') der Ordnung 2 auf E. Die Nebenklasse

= dimim(d").

rk(E(Q)) = dim — dim E(Q)[2]

—2
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T+ ¢(E(Q)) ist dann ein nichttriviales Element des Kerns der Abbildung £, die
wir im Beweis von Lemma 23.1 betrachtet haben. Es folgt, dass

E(Q)
¢(E(Q))

ist. Damit ist dann wieder (mit «, 5 wie im Beweis von Lemma 23.1)

rk(E(Q)) = dim QEE(%)
= dimim(«) + dimker(a) — 1
L EQ@ . FQ _
=S ) T eE)

< w(b) + w(a® — 4b) . a

dimker(a) = dimim(5) < dim -1

— dim E(Q)[2]

Die Schranke, die wir hier bewiesen haben, ist leider nie scharf. Im néchsten Ab-
schnitt werden wir iiberlegen, wie man sie verbessern kann.

23.9. Bemerkung. Was kann man tun, wenn E keinen rationalen Punkt der
Ordnung 2 hat? Sei T' = (£,0) € E[2] (wir nehmen an, dass in der Gleichung von E
die Koeffizienten a; und a3 null sind), dann ist K = Q(&) eine kubische Korperer-
weiterung von Q und 7' € E(K)[2]. Man kann dann FE {iber K betrachten und mit
dem im Wesentlichen gleichen Beweis zeigen, dass E(K)/2E(K) endlich ist. Dazu
braucht man zwei grundlegende Ergebnisse aus der algebraischen Zahlentheorie
(Endlichkeit der Klassenzahl, endliche Erzeugtheit der Einheitengruppe), mit de-
ren Hilfe man wieder endliche Untergruppen H und H’ von K*/K*? bekommt,
die im(d) bzw. im(4’) enthalten. Man muss dann noch zeigen, dass die natiirliche
Abbildung E(Q)/2E(Q) — E(K)/2E(K) endlichen Kern hat. (Sie muss nicht
injektiv sein, denn es ist moglich, dass ein Punkt P € E(Q), der in E(Q) nicht
durch 2 teilbar ist, in F(K) durch 2 teilbar wird.) Das kann man folgendermafien
sehen:

Indem wir K eventuell vergrofern, kénnen wir annehmen, dass K eine endliche
Galois-Erweiterung von Q ist (ist F: y? = f(z), dann kann man den Zerfillungs-
korper von f nehmen). Der Kern der betrachteten Abbildung kann dadurch nur
grofer werden. Sei ¢: E(Q) — E(K)/2E(K) die kanonische Abbildung. Sei jetzt
P € ker(¢). Dann gibt es @ € E(K) mit P = 2Q. Wir definieren eine Abbildung
dp: Gal(K/Q) — E|[2] durch dp(0) = 0(Q) — Q. Es gilt

20(Q) —Q)=0(2Q) —2Q =0o(P)-P =0

(denn P € E(Q)), also ist dp(0) € E[2]. Die Abbildung 0p héngt von der Wahl
von () ab; wir fixieren fiir jedes P ein ). Das liefert uns eine Abbildung

d: ker(¢) — Abb(Gal(K/Q), E[2]), P+ dp.
Gilt jetzt dp = dps, dann ist also fiir alle o € Gal(K/Q)
Q) -Q=0Q)-Q = 0(Q-Q)=Q—-Q;
das bedeutet, dass R = Q — Q' € E(Q) ist. Es folgt
P=2Q=2Q+R)=2Q +2R=P +2R,

also ist P+ 2E(Q) = P’ + 2E(Q). Reprisentanten von verschiedenen Elementen
des Kerns von E(Q)/2E(Q) — E(K)/2FE(K) werden also unter ¢ auf verschiedene

BEM
Der allgemeine
Fall
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Abbildungen Gal(K/Q) — E[2] abgebildet. Es folgt

EQ) | E(K)
#ker(QE(Q) ~ 2E(K)

) < # Abb(Gal(K/Q), E2]) = 41Y < o0

Statt den Kern dieser Abbildung zu beschridnken, kann man auch die Definition
von h geeignet verallgemeinern, sodass sie auch fiir £(K) anwendbar ist. Dann
zeigt man direkt, dass E(K) endlich erzeugt ist, woraus die Behauptung auch
fir £(Q) folgt (denn F(Q) C E(K)). Die Schwierigkeit hierbei ist, dass man im
Allgemeinen keine (bis auf Vorzeichen) eindeutige Darstellung der z-Koordinate
als ,,gekiirzter Bruch® mehr hat.

Eine Alternative, die keine algebraische Zahlentheorie bendtigt, geht so vor, dass
man eine injektive Abbildung & auf E(Q)/2E(Q) definiert, deren Werte Aquiva-
lenzklassen von homogenen Polynomen vom Grad 4 in zwei Variablen sind (be-
ziiglich einer geeigneten Aquivalenzrelation). Man zeigt dann, dass nur endlich
viele solche Klassen als Bilder in Frage kommen. Dafiir muss man die sogenannte
Invariantentheorie dieser Quartiken genauer studieren. Siehe [Cre]. [
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24. FEINE BESSERE SCHRANKE FUR DEN RANG

Aus den Uberlegungen im vorigen Abschnitt ergibt sich, dass wir den Rang einer
elliptischen Kurve E iiber Q mit E(Q)[2] # {O} bestimmen kénnen, wenn wir die
Bilder von ¢ und ¢’ bestimmen koénnen: Der Beweis von Folgerung 23.8 zeigt, dass

(24.1) rk(£(Q)) = dimim(d) + dimim(d’) — 2

ist. Das Problem ist, dass es nicht so einfach ist, die Bilder von § und ¢’ exakt
zu bestimmen. (Es gibt tatséachlich bisher kein Verfahren, von dem man beweisen
konnte, dass es das immer leistet.)

Sei wieder

E:y* =z(2® +ax + )
mit a,b € Z, b,a* — 4b # 0. Wir werden der Einfachheit halber im Folgenden
einfach d schreiben, wenn wir dQ*? meinen.

Wir wissen, dass im(0) C H ist, wobei H die von (den Quadratklassen von) —1 und
den Primteilern von b erzeugte Untergruppe von Q* /Q*? ist. Die Aufgabe, im(4)
zu bestimmen, ist also dquivalent dazu, fiir jedes Element d € H zu entscheiden,
ob es P € F(Q) gibt mit 6(P) = d, also mit z(P) = dt* fiir t € Q* (wir lassen
die Félle P = O und P =T beiseite, da wir ihre Bilder 1 und b unter § kennen).
Eingesetzt in die Gleichung von E bekommen wir
y? = dit*(d*t* + adt® +b)

oder ) )

3) = dt* +at® + -
(z RS
Wenn wir d als quadratfrei wihlen, dann ist b/d € Z, da d bis aufs Vorzeichen
ein Produkt von Primteilern von b ist. Wenn wir ¢t = u/v mit ganzen Zahlen u, v
schreiben und w = yv?/(du) setzen, dann bekommen wir

b
(24.2) w? = du® + au®v® + EU4'
Jeder Punkt P € F(Q) mit 6(P) = d fiihrt also zu einer Losung von (24.2) in
ganzen Zahlen u,v,w mit u 1L v. Das stimmt auch noch fir P = O und P = T"

Im ersten Fall haben wir die Losung (u, v, w) = (1,0,1) mit d = 1, im zweiten Fall
die Losung (u,v,w) = (0,1,1) mit d = b.

Die Existenz einer ganzzahligen Losung mit v | v ist Aquivalent zur Existenz einer
rationalen Losung mit (u,v) # (0,0), denn mit (u, v, w) ist auch (Au, A\v, \>w) eine
Losung. Wenn wir d durch s2d ersetzen mit s € Q*, dann bekommen wir eine
aquivalente Gleichung, indem wir v und w mit s skalieren. Die Losbarkeit von
Gleichung (24.2) héngt also tatsichlich nur von der Quadratklasse von d ab.

Haben wir umgekehrt eine Losung (u, v, w) von (24.2) mit (u,v) # (0,0), dann ist
2

u? uw
P= (dﬁ,dﬁ) € E(Q)
(im Fall v = 0 setzen wir P = O) mit §(P) = d.

Wie konnen wir nun entscheiden, ob (24.2) 16sbar ist? Falls es eine Losung gibt,
konnen wir (jedenfalls im Prinzip) eine finden. Nachzuweisen, dass es keine Losung
gibt, ist im Allgemeinen schwieriger. Eine Moglichkeit dafiir ist, die Gleichung
modulo n zu betrachten mit geeignetem n > 2. Hat die Kongruenz

b
w? = du® + auv® + c_iv4 mod n
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keine Losung in Z mit ggT(u,v,n) = 1, dann ist (24.2) nicht nichttrivial 16sbar.
Aus dem Chinesischen Restsatz folgt, dass es geniigt, den Fall zu betrachten, dass
n eine Primzahlpotenz ist. Es ist auch moglich, dass die rechte Seite der Gleichung
stets negativ ist; dann kann es ebenfalls keine Losung geben.

24.1. Beispiel. Wir betrachten die elliptische Kurve BSP

S Sy

Die isogene Kurve ist
E':y? =z(2® —4).
Wir haben die folgenden Schranken fiir die Bilder von § und von ¢’
im(d) C H = (—1), im(y') Cc H = (-1,2).
Fir —1 € H erhalten wir aus (24.2) die Gleichung
w? = —ut — ot

die nicht einmal eine reelle Losung mit (u,v) # (0,0) hat. Es folgt —1 ¢ im(0)
und damit im(6) = {1}. Mit (24.1) erhalten wir

0 < 1k(E(Q)) = dimim(8) + dimim(6) =2 <0+2—2 =0
und daraus rk(E(Q)) = 0. Es ist demnach
E(Q) = E(Q)tors = {0, (0,0)};
die zweite Gleichheit ergibt sich z.B. aus dem Satz 20.5 von Nagell und Lutz.
(Es ergibt sich, dass im(¢") = H' sein muss. Tatséchlich ist
8'(0,0) = —1, 8'(2,0) =2, §(—2,0)=-2.) &

24.2. Beispiel. Diesmal betrachten wir BSP

C2 2 12 2 Bestimmung
E:y° =x(z” + 10x + 8), E": y* = z(x® — 20z + 68). von rk(E(Q))
Es ist

im(d) C H =(—1,2) und im(6") C H' = (—1,2,17).

Wir wissen, dass (2) C im(d) ist, denn §(T) = 8 = 2 (modulo Quadrate). Es
gentigt also, (z.B.) d = —1 zu betrachten. Das ergibt die Gleichung

w? = —ut + 10u*0? — 8vt |
die die Losung (u,v,w) = (1,1,1) hat. Es ist also —1 = §(—1,1) € im(d) und
somit im(J) = H.
Auf der anderen Seite haben wir (17) C im(¢’), denn ¢§'(7") = 68 = 17. Wir
betrachten d = —1; das ergibt

w? = —u* — 20u*v? — 68v*.
Die rechte Seite ist stets negativ und somit gibt es keine Losung. Dasselbe Argu-
ment funktioniert fiir jedes d < 0; das zeigt

im(d") € (2,17).

Nun betrachten wir d = 2. Die Gleichung ist

w? = 2u* — 20u*v? + 340
Sie wird gelost von (u,v,w) = (1,1,4). Es folgt im(¢') = (2,17) und damit dann

k(E(Q)) = dimim(d) + dimim(§') —2=2+2—-2=2. &
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Wir sehen, dass man haufig Werte von d ausschlieffen kann, weil sie zu negativ
definiten Quartiken auf der rechten Seite von (24.2) fithren. Das folgende Lemma
gibt dafiir Kriterien.

24.3. Lemma. Sei E: y?> = x(2* + ax + b) mit a,b € Z eine elliptische Kurve.
Ist a*> —4b < 0 oder (a <0 und b > 0), dann ist

im(0) C (p | p prim, p|b).

Beweis. Die Aussage ist dquivalent dazu, dass negative d nicht als Werte von ¢ auf-
treten konnen. Sei also d = —|d| < 0. Die Quartik auf der rechten Seite von (24.2)
ist dann

—(|dJu* — au’v® + (b/|d|)v?) .

Die Diskriminante der quadratischen Form |d|X? — aXY + (b/|d|)Y? ist a® —
41d|(b/|d]) = a* — 4b. Ist sie negativ, dann kann die Klammer oben nur positive
Werte annehmen (fiir (u,v) # (0,0)); die Gleichung hat also keine nichttriviale
reelle Losung. Ist @ < 0 und b > 0, dann sind alle Terme in der Klammer > 0, und
wir haben ebenfalls keine nichttriviale reelle Losung. a

Umgekehrt gilt, dass im Fall a*> — 4b > 0 und (a > 0 oder b < 0) die Gleichung
zu d < 0 eine nichttriviale reelle Losung hat (Ubung); wenn man nur die reelle
Losbarkeit betrachtet, ist die Aussage des Lemmas also optimal.

Man kann Lemma 24.3 benutzen (Ubung), um die Schranke aus Folgerung 23.8
zu verbessern zu

tk(E(Q)) < w(b) + w(a* —4b) — 1.

Dass das aber im Allgemeinen nicht gentigt, zeigt das folgende Beispiel.

24.4. Beispiel. Seien
E:y* = z(x* — 15z + 63) und  E': y? = 2(2® + 300 — 27).
Es ist a = —15 < 0 und b = 63 > 0; mit Lemma 24.3 bekommen wir also
im(d) C (3,7) und im(d") C (—1,3).

Auferdem ist (7) C im(d) und (—3) C im(d"). Wir versuchen zu entscheiden, ob
3 € im(J) ist. Die entsprechende Gleichung ist

w? = 3u — 15u%v? + 21v*

mit der Losung (u, v, w) = (1,1, 3). Es folgt im(d) = (3, 7). Als néchstes betrachten
wir d = 3 fiir ¢’. Die Gleichung ist

w? = 3ut 4 30u*v? — 9.
Die rechte Seite ist durch 3 teilbar, also ist w = 3w; mit w; € Z. Wir erhalten die
neue Gleichung
3wi = u* 4+ 10u*v? — 3v* = v?(u® + v*) mod 3.
Da u? +v? nur durch 3 teilbar sein kann, wenn sowohl u als auch v durch 3 teilbar

sind, was der Bedingung u L v widerspricht, muss v = 3u; sein mit u; € Z (und
31 v). Einsetzen ergibt

w? = 27ut + 30uiv? — v* = —v* mod 3.

LEMMA
negativ
definite
Quartik

BSP
Bestimmung

von tk(E(Q))
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Das geht nur, wenn v durch 3 teilbar ist, ein Widerspruch. Also hat die Gleichung
keine Losung, und im(9’) = (—3). Insgesamt folgt

rk(F(Q)) = dimim(d) + dimim(d') —2=24+1-2=1. &

Diese Beispiele motivieren die folgenden Definitionen.

24.5. Definition. Wir sagen, dass eine Gleichung der Form (24.2) dberall lo- DEF
kal l6sbar ist, wenn sie nichttriviale Losungen in R und nichttriviale Losungen ({berall
modulo n hat fiir alle n € Z>,. & lokal

|6sbar
,Nichttrivial“ bedeutet dabei tiber einem Koérper, dass (u,v) # (0,0) ist, und
modulo n, dass ggT(u,v,n) = 1 ist. Es ist klar, dass eine nichttrivial 16sbare
Gleichung auch iiberall lokal 16sbar ist.

24.6. Definition. Seien E, £’ und qg wie iiblich. Dann heifst DEF

o i Selmer-
S; = {d € Q*/Q*? ‘ (24.2) ist iiberall lokal losbar} Gruppe

die Selmer-Gruppe der Isogenie gg &

Die hier definierte Menge Sj ist tatséchlich eine Untergruppe von Q* JQ*2.

Das kann man sich folgendermafien {iberlegen. Die Losbarkeit {iberall lokal ist dquivalent
zur nichttrivialen Losbarkeit in R und in Q) fiir alle Primzahlen p. Uber jedem Korper
K D Q gilt (mit demselben Beweis wie fiir Q), dass die Gleichung zu d genau dann
in K nichttrivial 16sbar ist, wenn es P € E(K) gibt mit dx(P) = d (mit dx: E(K) —
K*/K*?). Sind die Gleichungen zu d und zu d’ nichttrivial 16sbar in K, dann gibt es
also P, P’ € E(K) mit g (P) = d und dx(P") = d'. Weil § ein Homomorphismus ist,
folgt 5 (P + P’) = dd’, und daraus, dass auch die Gleichung zu dd’ in K nichttrivial
l6sbar ist. Wenn man das verwendet fiir K = R und K = Q, fiir alle p, dann sieht man,
dass S 3 eine Gruppe ist.

24.7. Lemma. Mit den iblichen Bezeichnungen gilt S; C H. LEMMA
S; C H
¢

Beweis. Sei d ¢ H. Dann gibt es eine Primzahl p mit p 1 b und p | d; wir schreiben
d = pd’ mit p td'. Die Gleichung zu d ist dquivalent zu

w? = dPut + ad*u®v® + bdv* = pPdPut + pPaduPv? + pbdv* .
Es muss dann w = pw; mit wy € Z sein. Das fiihrt auf
pw? = p*d*ut + pad*uv? + bd'v* .
Da p 1 bd’', muss v = pv; sein mit v; € Z. Das fithrt wiederum auf
w? = pd*u* + pPad”u*v? + pbd'v?
und dann auf w; = pwy mit wy € Z, also
pw? = d°u* + pad”u*v? + p*bdvl .
Dann muss aber auch u durch p teilbar sein, im Widerspruch zu u L v. Also gibt

es keine nichttriviale Losung modulo p*; damit ist d ¢ S, 3 u

Wir zeigen jetzt, dass wir aus S 3 und S, eine Schranke fiir den Rang bekommen.
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24.8. Lemma. Im Kontext der obigen Definition gilt

—E(Q) =im(6) C S .
PEC) R

Insbesondere haben wir die Abschdtzung

rk(E(Q)) < dim S + dim Sp — 2.

Beweis. Die Isomorphie F(Q)/¢(E'(Q)) = im(d) hatten wir bereits gezeigt. Ist
d € im(¢), dann hat die Gleichung zu d eine ganzzahlige Losung mit v L v. Diese
Losung ist dann auch eine nichttriviale reelle Losung und eine nichttriviale Losung
mod n fiir alle n > 2. Also ist d € Sj. Die zweite Aussage folgt dann aus (24.1). O

24.9. Bemerkung. Man kann allgemeiner fiir jede Isogenie ¢: E' — E von
elliptischen Kurven iiber Q (oder allgemeiner iiber algebraischen Zahlkorpern)
eine Selmer-Gruppe S,, definieren zusammen mit einer Abbildung 6: E(Q) — S,
mit ker(6) = ¢(E£'(Q)). Die Selmer-Gruppe S, ist endlich und kann (im Prinzip
jedenfalls) berechnet werden. (Die Berechenbarkeit im Fall einer Isogenie vom
Grad 2 werden wir gleich noch zeigen.) Ist ¢ = [m] die Multiplikation mit m > 2,
dann bekommt man direkt eine Schranke fiir rk(£(Q)), nédmlich

Smp
5(E (Q)tors)
Anderenfalls braucht man (Schranken fiir) #5, und #S;, analog zu Lemma 24.8.
In der Praxis kann man S, berechnen fiir m = 2, 3,4 und mit Einschrénkungen

m = 8, 9. Fiir Isogenien ¢ kann man S, berechnen, wenn der Grad von ¢ nicht zu
grofs ist.

rk(E(Q)) < log,, #

Fiir die allgemeine Definition der Selmer-Gruppe S, setzen wir zunéchst fiir jede Kor-
pererweiterung K von Q

ZN (K, ker(p)) = {€: Galg — ker(p) | Vo, € Galg: £(o7) = a(£(1)) — (o)},
BY(K, ker(p)) = {¢: Galg — ker(p), o+ o(T) =T | T € ker(y)} und
HY (K, ker(p)) = Z' (K, ker(p)) /B (K, ker(p)) .

Die Elemente von Z!'(K,ker(¢)) heiflen 1-Kozykel auf Galgx mit Werten in ker(yp), die
Elemente von B!(K,ker(¢)) heifen 1-Korinder auf Galg mit Werten in ker(¢) und
H(K,ker(yp)) ist die erste Galois-Kohomologiegruppe iiber K mit Werten in ker(p).
ZY(K, ker(p)) ist eine Untergruppe von Abb(G, ker(p)) und B(K, ker(y)) ist eine
Untergruppe von Z!(K, ker(p)), sodass H'(K,ker(¢)) als Gruppe wohldefiniert ist. Die
Abbildung ¢ ist dann definiert als

§: BE(Q) — HY(Q, ker(y)), Pr—[o—0o(Q)-Q],

wobei Q € E'(Q) ist mit ¢(Q) = P und [¢] fiir die Nebenklasse von ¢ in H'(Q, ker(y))
steht. Man priift leicht nach, dass 6 wohldefiniert ist (d.h., die Abbildung o — ¢(Q) — Q
ist in Z'(Q, ker(y)), und dieser Kozykel dndert sich um einen Korand, wenn man @
durch ein anderes Urbild von P ersetzt). Fiir jedes v = p prim oder v = 0o hat man ein
kommutatives Diagramm (mit Qu := R)

E(Q) —~ H'(Q, ker())

F(Q,) —2> HY(Q,, ker(¢p))
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und man setzt
Sy :={{ € HI(Q, ker(¢)) | Vo: (&) € im(dy)} .
Es ist dann im(d) C S,,.

Der Zusammenhang mit S Py wie wir die Gruppe definiert haben, ist wie folgt. Die Ope-

ration von Galg (fiir jeden Koérper K O Q) auf ker(¢) ist trivial. Das bedeutet, dass
H'(K,ker(¢)) = Hom(Galg, ker(¢))
ist. Auf der anderen Seite kann man zeigen, dass

il x o(v/a)
5 — Hom(Galxe, {£1}),  aK**+— (o NG )

ein Isomorphismus ist. Als ,Galois-Modul“ (d.h., als abelsche Gruppe mit Operation

von Galg) ist ker(¢) isomorph zu {+1}, sodass wir unser § als Komposition des ersten
Isomorphismus mit dem Inversen des zweiten erhalten. So kénnen wir dann S 3 als Un-

144

tergruppe von Q*/Q*? definieren, und die Bedingung ,,7,(£¢) € im(d,)“ oben iibersetzt
sich in die nichttriviale Losbarkeit in R und in Q, fiir alle Primzahlen p der zu £ <+ dQ*?
gehorenden Gleichung. '

Als néchstes wollen wir uns iiberlegen, dass man S 3 algorithmisch bestimmen
kann. Da wir schon wissen, dass S 3 C H mit einer expliziten endlichen Gruppe H
ist, ist diese Aufgabe dazu dquivalent, fiir ein gegebenes d € H festzustellen, ob
die Gleichung
w? = dut + auv® + 21}4

iiberall lokal l6sbar ist. Lemma 24.3 gibt ein Kriterium fiir die nichttriviale Losbar-
keit in R im Fall d < 0 (fiir d > 0 gibt es stets die Losung (u, v, w) = (1,0, vd)).
Es bleibt also zu entscheiden, ob die Gleichung eine nichttriviale Losung mod p°
hat fiir alle Primzahlen p und alle e > 1.

24.10. Lemma. Seien a,c,d € Z und sei p eine ungerade Primzahl mit p 1 cd
und pta® — 4ed. Dann hat die Gleichung

w? = du* + au®v® + v’

nichttriviale Losungen mod p° fiir alle e > 1.

Beweis. Wir schreiben 7 fiir das Bild von n € Z in F,,. Sei E: y* = z(2* 4 az +cd);

E ist eine elliptische Kurve iiber F,,. Es gibt eine Isogenie quS: E'" — E vom Grad 2.

Man kann die Abbildung ¢: E(F,) — F /Fx* genauso definieren wie iiber Q, und

man sieht ebenfalls in derselben Weise, dass die nichttriviale Losbarkeit mod p

der Gleichung im Lemma dazu &quivalent ist, dass es einen Punkt P € E(F,) gibt

mit §(P) = dF)?. Ebenso ist ker(d) = G(E'(F,)). Die Behauptung fiir e = 1 ist

dann dazu dquivalent, dass  surjektiv ist. Nun sind E'(F,) und E(F,) endliche

abelsche Gruppen. Nach (der einfachen Richtung von) Satz 12.3 haben sie dieselbe
Ordnung. Es folgt

#im(0) = (E(F,) : ker(d)) = (E(F,) : o(E'(F,)))
X
— #E(]Fp) — #E(IFP) _ = #ker(qg) =9 = # Fi?Q ,
#O(E'(Fy))  #E'(Fp)/#ker(¢) Ljs

also ist 0 surjektiv.

Es gibt also eine nichttriviale Losung (u,v,w) mod p. Wir kénnen u und v so
skalieren, dass © = 1 oder v = 1 ist. Da es nur auf die Restklassen von u, v, w
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mod p ankommt, konnen wir also annehmen, dass u = 1 oder v = 1 ist. Ohne
Einschrénkung sei v = 1 (der andere Fall ist symmetrisch). Es ist dann also

w? = du* + au® + cmod p.

Ist p kein Teiler von w, dann ist das Bild der rechten Seite in [, ein von null
verschiedenes Quadrat. Aus dem Henselschen Lemma 24.11 folgt dann, dass die
rechte Seite ein Quadrat mod p€ ist fiir alle e > 1; das zeigt die Behauptung fiir

pfw.

Gilt p | w, dann ist @ eine Nullstelle von dz* 4 az? + é. Diese Nullstelle ist einfach,
da p die Diskriminante a® — 4cd von dz? + ax + ¢ nicht teilt und u # 0 ist.
Wiederum nach dem Henselschen Lemma 24.11 folgt, dass es fiir jedes e > 1 ein
u. € Z gibt, sodass dul + au? + ¢ = 0 mod p° ist. Das zeigt die Behauptung auch
im Fall p | w. a

Im Beweis haben wir folgende Aussage benutzt:

24.11. Satz. Seien f € Z[z] ein Polynom und p eine Primzahl. Sei weiter u € 7,
mit p | f(u) und p t f'(u). Dann gibt es fir jedes e > 1 eine ganze Zahl u, mit
ue = umod p und p° | f(ue). Dabei ist die Restklasse von u. mod p® eindeutig
bestimmdt.

Beweis. Wir zeigen die Aussage durch Induktion. Fiir e = 1 ist sie durch die Voraus-
setzungen gegeben. Sei also u, € Z mit u, = umod p und f(u.) = ap® mit a € Z.
Wir wissen aus der Induktionsannahme, dass ue modulo p® eindeutig bestimmt ist. Das
bedeutet, dass ue+1 = ue mod p° sein muss, also setzen wir uet1 = ue+ap®. Wir erhalten

f(uesr) = flue +ap®) = flue) + f'(ue)ap® = (a + f'(ue)z)p® mod p™*.
Es ist f'(ue) = f'(u) #Z 0 mod p, also hat die Kongruenz
a+ f'(ue)z =0 mod p

eine Losung, die modulo p eindeutig bestimmt ist. Das zeigt die Existenz von w41 und
die Eindeutigkeit modulo p¢+!. Q

24.12. Folgerung. Seien f € Z[z] ein Polynom und p eine Primzahl. Seien
weiter w € Z und eq = v,(f'(u)). Gilt v,(f(u)) > 2ep, dann gibt es fiir jedes
e > 2ey eine ganze Zahl u, mit u, = u mod p™ ™ und p° | f(u.).

Beweis. Sei F(x) = p~2% f(u+ p®z) € Z|[z]. Die Behauptung folgt aus Satz 24.11
fiir (f,p,u) < (F,p,0). .

Lemma 24.10 reduziert das Problem also auf endlich viele Primzahlen p, ndmlich
p = 2, die Primteiler von b und die Primteiler von a? —4b. Es bleibt zu zeigen, dass
man die nichttriviale Losbarkeit unserer Gleichung modulo allen Potenzen von p
fiir eine Primzahl p entscheiden kann. Das Henselsche Lemma wird dabei wieder
die entscheidende Rolle spielen.
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24.13. Lemma. Seien a,c,d € Z mit cd # 0 und a® — 4cd # 0. Sei weiter p eine
Primzahl und ey = 2v,(4cd(a® — 4cd)) + 1. Die Gleichung

w? = du* + au®v® + v’

hat genau dann nichttriviale Losungen mod p® fir alle e > 1, wenn sie eine nicht-
triviale Losung mod p® hat.

Beweis. Die Richtung ,, = ist trivial. Fiir ,,<=* konnen wir wie im Beweis von
Lemma 24.10 ohne Einschrankung annehmen, dass unsere nichttriviale Losung
mod p® die Form (u,1,w) hat. Sei f(z) = dz* + az® + ¢. Es muss dann v,(f(u))
entweder < ep und gerade oder > e sein.

Sei zunichst p ungerade. Im Fall v,(f(u)) < eg ist p~* ) f(u) ein quadratischer
Rest modulo p; daraus folgt wieder, dass f(u) ein Quadrat modulo p° ist fiir
alle e > 1. Im Fall v,(f(u)) > ey beachten wir die Relation

(4adu® + 2(a* — 4cd)) f(u) — (adu® + (a® — 2cd)u) f'(v) = 2¢(a® — 4ed) .
Wire hier v,(f'(u)) > e¢/2, dann wiirde wegen v,(f(u)) > ey auch
v,(2cd(a® — 4ed)) > ey/2

folgen im Widerspruch zur Definition von ey. Also muss v,(f'(u)) < ep/2 und
damit v,(f(u)) > 2v,(f'(u)) sein. Nach Folgerung 24.12 gibt es dann fiir jedes e
ein u, € Z mit f(u.) = 0 mod p¢; es ist dann (u, v, w) = (ue, 1,0) eine nichttriviale
Losung mod p°.

Sei jetzt p = 2. Es gilt immer noch, dass va(f(u)) entweder < ey und gerade oder
> ¢ ist. Ist vo(f(u)) < ep — 3, dann muss 2772 ) f(4) = 1 mod 8 sein; dann ist
aber f(u) ein Quadrat mod 2°¢ fiir alle e > 1. Anderenfalls ist vo(f(u)) > ey — 1.
Aus vy(f'(u)) > (eg — 1)/2 folgt wie oben, dass vy(4cd(a® — cd)) > eo/2 wire,
was der Definition von ey widerspricht. Wie oben folgt dann, dass es fiir jedes e
ein u, gibt mit f(u.) = 0 mod 2¢, was die Existenz von nichttrivialen Losungen
zeigt. a

24.14. Folgerung. Sei (ﬁ: E' — FE eine Isogenie vom Grad 2 zwischen zwei el-
liptischen Kurven tiber Q. Dann ist die Selmergruppe S¢3 berechenbar.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass £ die Form y* = z(z? 4+ az + b) hat mit
a,b € Z (dann ist b # 0 und a® — 4b # 0). Sei H die von —1 und den Primteilern
von b erzeugte endliche Untergruppe von Q* /Q*2. Es ist S 3 C H, also geniigt es,
fiir jedes der endlich vielen Elemente von H zu priifen, ob es in S; enthalten ist.
Die reelle Losbarkeit der relevanten Gleichung kann man leicht iberpriifen. Lem-
ma 24.10 zeigt, dass wir die Losbarkeit mod p® nur fiir endlich viele Primzahlen p
priifen miissen, und Lemma 24.13 reduziert das fiir jede Primzahl auf ein endliches
Problem. a

Wir erhalten das folgende Verfahren, mit dem wir versuchen kénnen, den Rang
rk(E(Q)) zu bestimmen, wenn E(Q)[2] # {O} ist. Sei also E: y* = z(2*+ az +b)
mit a,b € Z wie iiblich.

1. Bestimme die Primteiler von b und a? — 4b und daraus H und H’.
2. Fiir jedes d € H und jedes d' € H', stelle fest, ob d € S; bzw. d’ € S, ist.
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3. Versuche, fiir jedes d € S 4 und fiir jedes d’ € Sy eine nichttriviale ganzzahlige
Losung der zugehorigen Gleichung zu finden. Seien 7" und 7" die Teilmengen
von Sg und von S, fiir die das gelingt.

4. Ist (T') = S; und (T") = Sy, dann ist
rk(E(Q)) = dim S;; + dim S — 2.
In jedem Fall ist
dim(7’) + dim(7") — 2 < 1k(F(Q)) < dim S; + dim Sy — 2.

Es gibt allerdings keine Garantie, dass dieses Verfahren erfolgreich ist: Eine Glei-
chung der Form w? = du* + au®v? + cv*, die nichttriviale Losungen in R und

modulo n hat fiir alle n > 2, muss nicht unbedingt auch nichttriviale Losungen
in Z haben.

24.15. Beispiel. Die Gleichung
w? = 2u* — 340?

hat offensichtlich nichttriviale Losungen in R. Sie hat auch nichttriviale Losungen
modulo p¢ fiir alle Primzahlen p und Exponenten e > 1. Fiir p # 2,17 folgt das
aus Lemma 24.10. Fir p = 17 ist (u,v,w) = (1,0,6) eine nichttriviale Losung
mod 17, die sich mit dem Henselschen Lemma zu einer Losung (1,0, w,) mod 17¢
fiir jedes e > 1 hochheben lasst. Fiir p = 2 haben wir, dass 17 eine vierte Potenz
modulo jeder Potenz von 2 ist: 17 = 3* mod 2°, und fiir die Ableitung f'(x) = 423
von f(x) = at — 17 gilt vo(f'(3)) = 2; die Behauptung folgt aus Folgerung 24.12.
Es gibt also immer eine Losung der Form (u., 1,0) mod 2°.

Auf der anderen Seite gibt es aber keine nichttriviale ganzzahlige Losung. Um
das zu zeigen, nehmen wir an, (u,v,w) sei eine ganzzahlige Losung mit u L v.
Dann ist jedenfalls w # 0. Sei p ein ungerader Primteiler von w. Dann kann
p weder u noch v teilen, weil p sonst beide teilen miisste im Widerspruch zu
u L v. Ware p = 17, dann miisste aber p | u gelten, was nicht moglich ist. Es
folgt dann aus u* = 17v* mod p, dass 17 ein quadratischer Rest mod p ist. Nach
dem Quadratischen Reziprozitiatsgesetz ist dann (wegen 17 = 1 mod 4) auch p
ein quadratischer Rest mod 17. Da auch —1 und 2 quadratische Reste mod 17
sind, muss w als Produkt von quadratischen Resten ebenfalls ein quadratischer
Rest mod 17 sein. Es gibt also t € Z mit w = > mod 17. Daraus erhalten wir
t* = 2u® mod 17, was (da 2 = 2* mod 17 keine Lésung hat) 17 | ¢ und 17 | u
impliziert. Dann gilt aber auch 17 | v im Widerspruch zu v L v. Also kann es keine
nichttriviale ganzzahlige Losung geben. (Dieses Beispiel wurde zuerst unabhéngig
von Lind™ und Reichardt! gefunden.)

Die oben betrachtete Gleichung gehort zu d =2 € 55, wenn wir das Paar
E:y* =x(2* —68), E': y* = x(a® +272)
betrachten. Es ist H = H' = (—1,2,17), und man findet
Sy=(-1,2,1T)=H und S, =(17),
was die Schranke rk(F(Q)) < 2 ergibt. Tatsédchlich ist aber
im(6) = 0((T)) = (=17)

10Car]-Erik Lind: Untersuchungen tber die rationalen Punkte der ebenen kubischen Kurven
vom Geschlecht Fins, Uppsala: Diss. 97 S. (1940).

HHans Reichardt: Einige im Kleinen tberall l6sbare, im Grossen unlésbare diophantische
Gleichungen, J. reine angew. Math. 184 (1942), 12-18.
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und somit 1k(E(Q)) = 0, also F(Q) = E(Q)ors = {O,T?}. Die Uberlegung oben
zeigt, dass 2 ¢ im(0) ist. Analog zeigt man, dass —2,34, —34 ¢ im(J) sind. Es folgt
im(9) C (—1,17). Wir zeigen jetzt noch, dass —1 ¢ im(d) ist. Die Gleichung dazu
ist

(24.3) w? = —u* + 68v*.
Es folgt, dass v und w gerade sein miissen: v = 2uy, w = 2w; und
w? = —4uf + 170"

mit v ungerade. Mit U = (uy/v)? gilt dann (w;/v?)? + (2U)? = 17. Wir setzen
wy/v? =1— X und U = 2 — A\t und erhalten

AM=2+ X — 16t +4Mt?) = 0.
A = 0 fiihrt zu keiner Losung, da 2 = U = (u;/v)? nicht 16sbar ist. Es ist also

4416t
1442
und damit
w,  —1— 16t + 4¢? U 2 2 — 2t — 8t?
W 144 und (7) U=

Hier ist t € Q. (Der Grenzfall t = oo fiihrt auf U = —2, was ebenfalls kein Quadrat
ist.) Wenn wir ¢t = r/s als gekiirzten Bruch schreiben, dann ergibt sich

ui  —8r? = 2rs 4 2s°
v? 4r? 4 52
Der ggT von Zihler und Nenner rechts muss ein Teiler von 23 - 17 sein, denn
(=8 + 5)(—8r% — 2rs + 25%) + (18r — 2s)(4r® + s%) = 2% - 17¢? und
(2r + 48)(—8r% — 2rs + 25%) + (4r + 9s)(4r? + 5%) = 175>

Ist der ggT gerade, dann ist s gerade und r ungerade. Ist s nicht durch 4 teilbar,
dann ist vo(—8r% — 2rs + 2s%) = 2 und vy(4r% + s?) = 3; das ist wegen v ungerade
nicht moglich. Es muss also s = 4s; sein; das ergibt

—8r% —2rs 4+ 25> —2r? —2rs; + 8s}
42 + 52 B 7?2+ 4s7
mit ungeradem Nenner. Je nachdem, ob der gg'T' durch 17 teilbar ist, erhalten wir
eines der beiden Gleichungssysteme

u? = —2r% — 2rs; + 8s? oder 17Tu? = —2r% — 2rs; + 8s7
v =124 4s? 170 = r? 4 4s? '

Im Fall, dass der ggT ungerade ist, bekommen wir analog
uf = —8r? — 2rs + 2s* d 17u? = —8r% — 2rs + 25?
v? = 4r? + §* oder 1702 = 492 + 52 '
In jedem Fall muss u; gerade sein. Wir setzen u; = 2us und teilen durch 2. Die
linke Seite der ersten Gleichung ist dann immer noch gerade, und wir bekommen
r(r+ s1) =0 mod 2 bzw. s(s—r)=0mod 2.

Im ersten Fall ist » ungerade, im zweiten Fall ist s ungerade. Es folgt, dass s; bzw. r
ebenfalls ungerade ist. Dann ist aber 4 4s? = 5 mod 8 bzw. 472 + s = 5 mod 8,
im Widerspruch zu v? = 17v? = 1 mod 8. Also hat die Gleichung (24.3) keine
nichttrivialen ganzzahligen Losungen. )
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Im Prinzip kann man allgemein auf dhnliche Art zu zeigen versuchen, dass ein
Element von Sj nicht im Bild von ¢ liegt. Eine Losung von w? = du® + au®v® + cv?
liefert auch eine Losung von w? = dX?+aXY +cY?2. Hat diese Gleichungen iiberall
lokal Losungen, dann hat sie auch eine nichttriviale ganzzahlige Losung (Satz von
Hasse-Minkowski); im Beispiel war das (X,Y,w) = (8,1,2). Die Losungen der
Gleichung in w, X, Y kann man dann rational parametrisieren (Parameter ¢ im

Beispiel); daraus bekommt man dann ein oder mehrere Gleichungssysteme der
Art

u? = Qy(r,s), v? = Qy(r, 5)
mit bindren quadratischen Formen ); und )5, die man wiederum auf iiberall
lokale Losbarkeit untersuchen kann. Allerdings gibt es auch Beispiele, bei denen
das auch nicht geniigt, um den Rang zu bestimmen.

Wenn man die Bilder von ¢ und von ¢’ erfolgreich bestimmt hat, dann hat man
auch zu jedem d € im(J) und zu jedem d' € im(9’) einen Punkt P; € E(Q) mit
d(Py) = d bzw. einen Punkt Qu € E'(Q) mit ¢'(Qy) = d’ gefunden. Dann enthalt
die Menge

ein vollstdndiges Représentantensystem der Nebenklassen von 2E(Q) in E(Q).
Das folgt aus der exakten Sequenz (d.h., das Bild eines Homomorphismus ist der
Kern des néchsten)

E' E E
© L EQ | BEQ@
o(E@Q)  28Q)  $(E(Q)
die hinter dem Beweis von Lemma 23.1 steckt. Die erste Abbildung muss nicht

injektiv sein (der Kern wird erzeugt von 7"+ ¢(E(Q)) und kann Ordnung 1 oder 2
haben; siehe auch den Beweis von Folgerung 23.8); deswegen konnen unter den

~

?(Qa) jeweils zwei Reprisentanten derselben Restklasse auftreten. In jedem Fall
bekommen wir aus Satz 22.2 und mit den expliziten Werten fiir C' und cp aus dem
Beweis von Satz 22.5 eine explizite Schranke 7, sodass E(Q) von R zusammen
mit allen Punkten P € E(Q) mit h(P) < 7 erzeugt wird. Auf diese Weise kann
man dann die Struktur und Erzeuger von F(Q) bestimmen. (In der Praxis benutzt
man schérfere Abschitzungen fiir die verschiedenen Konstanten und bekommt eine
kleinere Schranke «y, aber das Prinzip bleibt dasselbe.)

24.16. Beispiel. Wir betrachten wieder
E:y* = z(2® — 15z + 63) und By = z(2® + 30z — 27).

)
aus Beispiel 24.4. Dort hatten wir gezeigt, dass rk(F(Q)) = 1 ist. Genauer hatten
wir gesehen, dass im(J) = (3,7) und im(¢") = (—3) ist. Die explizite Losung der
Gleichung zu 3 € im(9) ergibt den Punkt P; = P = (3,9) € E(Q). Ein Urbild
von 7 ist P =T = (0,0). Es folgt, dass P»y = P+ T = (21, —63) ein Urbild von
21 = 3 - 7 ist. Ein Urbild von —3 € im(¢’) ist 77 = (0,0) € E'(Q), aber das Bild

~

o(T") = O liefert nichts Neues. Wir kénnen also
R=1{0,(0,0),(3,9), (21,-63)}

als Représentantensystem von F(Q)/2FE(Q) wiahlen. Aus den Beweisen von Satz 22.2

und von Satz 22.5 bekommen wir die Schranke
v = 15,518

fir die Hohe von Punkten, die E(Q) erzeugen. Wir miissen also alle rationalen
Punkte P = (¢,n) finden, sodass Zahler und Nenner von ¢ durch [e?] = 5486637
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beschrankt sind. Das klingt schlimmer, als es ist: Das Programm ratpoints er-
ledigt das in unter einer Sekunde und findet 48 rationale Punkte mit Hohe < ~.
Diese Punkte sind alle in der von 7" und P erzeugten Untergruppe enthalten. Es
folgt

EQ)=(T,P)=7Z/27 X 7. )

Sind die Koeffizienten etwas grofser, dann ist die Schranke v, die wir aus Satz 22.2
und Satz 22.5 bekommen, nicht mehr praktikabel. Es gibt deutlich bessere Schran-
ken fiir h(Q) — h(Q) als was sich aus unseren Uberlegungen hier ergibt.

24.17. Beispiel. Wir setzen die Betrachtung der Kurve aus dem obigen Beispiel
fort. Wenn P kein Erzeuger des freien Teils von E(Q) ist, dann muss P = mQ
sein mit m > 2 und Q € E(Q); hier schreiben wir Q fiir das Bild von Q in
E(Q)/E(Q)is = Z. Das ist dquivalent dazu, dass P = mQ@ oder P +T = m(Q
ist, denn E(Q)ors = {O, T'}, wie man z.B. mit dem Satz 20.5 von Nagell und Lutz
sieht. Nun sind aber P und P + T nicht durch 2 teilbar, denn sonst wéaren sie im
Bild von qg, und dann miissten sie unter ¢ auf 1 abgebildet werden, was aber nicht
der Fall ist. Daher muss m ungerade sein. Da dann T' = mT ist, folgt P = mQ).
Aufserdem ist m > 3.

Esist B : y? = 2% — 122 4 65 eine kurze Weierstraf-Gleichung fiir £. Die Magma-
Funktion SiksekBound liefert die Schranke

VQ € 1 (Q): M(Q) < h(Q) + 3,071.

Dann wire fiir das Bild @ von @ in E;(Q) (beachte, dass die kanonischen Héhen
von P auf E und von dem entsprechenden Punkt auf £ iibereinstimmen)

A 1. 1.
B(Q1) < (@) +3.07L = —5h(P) + 3,071 < Sh(P) + 3,071 < 3,082.

Das reduziert die Schranke fiir Zahler und Nenner der x-Koordinate von @), auf 21
und die Anzahl der Punkte, die man untersuchen muss, auf 18. s

BSP
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25. DIE VERMUTUNG VON BIRCH UND SWINNERTON-DYER

Zum Abschluss der Vorlesung mochte ich noch auf die Vermutung von Birch'?
und Swinnerton-Dyer eingehen. Sie besagt im Wesentlichen, dass die Anzahlen

#E(F,) der F,-rationalen Punkte auf der Reduktion modulo p einer elliptischen
Kurve E iiber Q fiir alle bis auf endlich viele p den Rang rk(£(Q)) festlegen. Die
Heuristik dahinter ist, dass es, wenn der Rang grof ist, in gewisser Weise ,viele®
rationale Punkte auf E gibt, deren systematisch vorkommende Bilder unter der
Reduktion modulo p im Mittel zu einer etwas hoheren Anzahl von [F,-rationalen
Punkten fithren. Eine relativ elementare Moglichkeit das auszudriicken, besteht
darin, 3
#E([F,) =p+1+ A4,

zu schreiben (fiir Primzahlen p, fiir die E gute Reduktion hat; vgl. Abschnitt 21);
dann ist |A,| < 2,/p nach dem Satz 12.2 von Hasse (und —A, ist die Spur des
Frobenius). Um die Abweichung vom Mittel p+1 statistisch zu erfassen, summieren
wir A, /p fiir alle p unterhalb einer Schranke X und betrachten das Verhalten dieser

Summe fiir X — oco. Zum Beispiel erhalten wir fiir die Kurven
Ey: =2 -2z +1 mit rk(Ep(Q)) =0 und
E:y=2"—z+1 mit rk(F1(Q)) =1

das folgende Verhalten von

Np(X) = Z% ;

p<X

3.2t
3.01
281
26T
241
221
2.0t
1871
1671
1471
12¢1
1071
0.8t
0.61

0471

0.2t
0.0

A Eo

L1000 10000 X

Man sieht, dass Ng,(X) nahe bei 0 bleibt, wéhrend Ng, (X) ein deutliches Wachs-
tum erkennen lasst. Man sieht aber auch, dass das lokale Verhalten dieser Graphen
recht erratisch ist.

-0.2¢1
0.4+

Um die statistische Tendenz der Zahlen A, analytisch ,schoner zu erfassen, be-
trachtet man statt Ng(X) die sogenannte L-Funktion von E.

2Foto © W. Stein

H.P.F. Sw.-Dyer
1927 - 2018
Foto (© MFO
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25.1. Definition. Sei E eine elliptische Kurve iiber Q, gegeben durch eine mini-
male Weierstrak-Gleichung (vgl. Definition 21.1). Das folgende unendliche Produkt
tiber alle Primzahlen p konvergiert fiir s € C mit Re(s) > 2; die dadurch definierte
holomorphe Funktion heifst die (Hasse-Weil-) L-Funktion von E:

L(E,s)=]] !

L —app= +e(p)p!—*

mit
0, fallsp| A(F),

1, sonst

und
—A,, fallsptA(E),
a, = 0, falls p|ci(E),cs(E),
+1, sonst.

Im letzten Fall richtet sich das Vorzeichen danach, ob die beiden Tangentenstei-
gungen im singuldren Punkt der modulo p reduzierten Kurve iiber F, definiert
sind (41) oder nicht (—1). O

Im Fall guter Reduktion (also p 1 A(E)) ist a, die Spur des Frobenius, und der
Nenner des entsprechenden Faktors im Produkt ist das ,reziproke charakteristische
Polynom des Frobenius* ausgewertet in p~°. Die Bezeichnung erklart sich dadurch,
dass X? —a,X + p das (reduzierte) charakteristische Polynom des Frobenius ¢ als
Element des Endomorphimenrings der modulo p reduzierten elliptischen Kurve E
ist (a, = ¢+ ¢ ist die Spur, p = deg(¢) = oo die Norm).

Im Fall schlechter Reduktion unterscheidet man zwischen ,multiplikativer und
yadditiver® Reduktion, je nachdem, ob der singuldre Punkt der reduzierten Kurve
ein einfacher Doppelpunkt (lokal wie y? = Ax? mit A # 0) oder eine Spitze oder
Kuspe ist (lokal wie y? = 2?). Die iibliche Vorschrift, die die Verkniipfung fiir die
Gruppenstruktur definiert, funktioniert auch noch fiir singuldre Kurven, die durch
eine Weierstral-Gleichung gegeben sind, wenn man den singuldren Punkt aus-
schliefst. Im Fall eines einfachen Doppelpunkts erhélt man {iber einem algebraisch
abgeschlossenen Grundkorper k eine Gruppe, die zur multiplikativen Gruppe k*
isomorph ist, wihrend man im Fall einer Spitze eine Gruppe bekommt, die zur
additiven Gruppe von k isomorph ist. Das erklart die Bezeichnungen. Im Fall ad-
ditiver Reduktion ist der Faktor im Produkt einfach 1. Im Fall multiplikativer
Reduktion unterscheidet man noch zwischen zerfallender (,split“) und nicht zerfal-
lender (,non-split“) multiplikativer Reduktion. Im singuldren Punkt hat die redu-
zierte Kurve zwei Tangenten. Sind deren Steigungen iiber F,, definiert, dann ist die
multiplikative Reduktion zerfallend, und der Faktor im Produkt ist 1/(1—p~*); die
Gruppe ist dann F\. Im anderen Fall ist der Faktor 1/(1 + p~*), und die Gruppe
ist die Untergruppe der Ordnung p + 1 von F ;. In jedem Fall gilt (immer unter

der Voraussetzung, dass die Gleichung von E minimal ist) E(F,) =1+ p — a,.

Die Aussage, dass das Produkt fiir Re(s) > % konvergiert, folgt aus dem Satz 12.2
von Hasse: Aus |a,| < 2,/p folgt fiir Re(s) > 3

1
L —app= +e(p)p'~*

— 1 << p%_R’e(s) ;

DEF
L-Funktion
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und pr%_Re(s) < 00, sobald Re(s) > 2 ist. (Ein unendliches Produkt [1;a
konvergiert genau dann (absolut), wenn die unendliche Reihe }_.(a; — 1) (abso-
lut) konvergiert. Das sieht man durch Logarithmieren, denn log(1 + z) ~ z fur

kleines z.)

Rein formal bekommen wir fiir s = 1
log L(E, 1) ,,="* logH
p p

Sl ) - (E sof))

sodass wir erwarten konnen, dass das Verhalten von L(F,s) nahe s = 1 etwas
mit dem Wachstum von Ng(X) fiir X — oo zu tun hat. Das Problem ist hierbei
nur, dass L(E,s) bei s = 1 gar nicht definiert ist! Trotzdem haben Birch und
Swinnerton-Dyer ca. 1965 folgende Vermutung aufgestellt:

1

25.2. Vermutung. Sei E eine elliptische Kurve tiber Q. Dann ldsst sich die
L-Funktion L(E, s) holomorph in eine Umgebung von s = 1 fortsetzen, und es gilt

ord,_; L(E, s) = tk(E(Q)).

Fiir die Kurven Fy und E; und eine weitere Kurve Ey mit rk(Ey(Q)) = 2 wird
das in der folgenden Grafik veranschaulicht, die die Graphen der zugehérigen L-
Funktionen auf der positiven reellen Achse zeigt:

L

1.01
0.91 EO
0.81
0.7
0.61
0.51
0.4
0.31
0.21

0.11
0.0

-0.11

-0.21

Fiir elliptische Kurven £ mit komplexer Multiplikation, also sodass Endg(E) echt
groker als Z ist (wie z.B. Kurven der Form y? = 23 + az oder y*> = 2 + b),
war bekannt, dass ihre L-Funktion iibereinstimmt mit einer gewissen anderen L-
Funktion (einer sogenannten Hecke-L-Funktion), fiir die wiederum bewiesen war
(Deuring 1941), dass sie eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C hat. Die Ver-
mutung basierte auf vielen numerischen Beispielen fiir solche Kurven, die auf dem
Computer EDSAC 2 in Cambridge gerechnet wurden.

VERM
schwache
BSD-
Vermutung
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Der erste Teil der Vermutung, der bereits auf Hasse zuriickgeht, ist inzwischen
bewiesen, sodass der zweite, wesentliche, Teil tatséchlich fiir alle elliptischen Kur-
ven iiber QQ eine sinnvolle Aussage ist. Dahinter steckt wiederum, dass man die
L-Funktion einer elliptischen Kurve E mit einer anderen Art von L-Funktion iden-
tifizieren kann, ndmlich der einer Modulform vom Gewicht 2 beziiglich einer ge-
eigneten Untergruppe der Gruppe I' = PSL(2,Z).

25.3. Definition. Sei N € Z-;. Wir definieren die Untergruppe I'y(N) von I' als DEF
To(N)={(?}) el |c=0mod N}. & Fo(N)

(Es gibt auch Untergruppen I'y(N) und I'(NV).)

25.4. Definition. Sei f holomorph auf der oberen Halbebene H, sei k € Z und DEF
v=(2%) € I'. Dann setzen wir fir z € H fley

(flen)(2) = (ez + d) ™ f(v2). &

Mit dieser Schreibweise gilt, dass f genau dann eine Modulform (fiir I') vom Ge-
wicht k ist, wenn f|y = f ist fiir alle v € I' und f ,in 400 holomorph* ist.

Mit diesen Notationen kénnen wir definieren, was eine Modulform vom Gewicht k
fir F()(N) ist.

25.5. Definition. Sei N € Z>; und sei k € Z. Eine Modulform vom Gewicht k DEF

fiir To(N) ist eine holomorphe Funktion f: H — C, sodass gilt f|yy = f fiir alle Modulform
v € I'y(N) und sodass fiir alle v € T" die Funktion f|,y holomorph in oo ist. f ist fiir [o(V)
eine Spitzenform vom Gewicht k fiir ['o(V), wenn zusétzlich (f|yy)(t00) = 0 ist

fiir alle y € I'.

Die Funktionen f|,v haben eine ¢g-Entwicklung der Form ) ang™™ fiir ein festes
m € Z>y1. So eine Funktion ist dann in Zoo holomorph, wenn a, = 0 ist fiir
alle n < 0; dann setzen wir (f|xy)(é00) := ag. Modulformen bzw. Spitzenformen
fir I' = 'y (1) im Sinne dieser Definition sind dann genau die frither in Abschnitt 19
definierten Modulformen bzw. Spitzenformen.

Da T = (§1) € To(N) ist fiir alle N und (f|T)(z) = f(z + 1) gilt, sind Modul-
formen fiir ['y(/V) periodisch mit Periode 1 und haben deshalb eine ¢-Entwicklung
der iiblichen Form

= Z an(f)g"  mit ¢ = ¥
n=0

Ist f eine Spitzenform, also ag(f) = 0, dann liefert die Mellin-Transformation
von f auf der positiven imagindren Halbachse eine Dirichlet-Reihe (bis auf den

Faktor (27)~*I'(s)):

T _ dt 27rnt<—u — - a (f T du
2mnt s s n
/fzt Ean /e t— (2m) 51 > eu;
0 n= 0

nS

= 2m) () S )

Hier ist I'(s) die Gammafunktion.
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Sei S(k,To(N)) der C-Vektorraum der Spitzenformen vom Gewicht k fiir I'o(NV).

Fiir jede ganze Zahl n > 1 kann man einen Endomorphismus 7,, von S(k,T'o(N))
definieren, einen sogenannten Hecke-Operator. Diese Endomorphismen kommu-

tieren miteinander und erzeugen eine kommutative C-Unteralgebra des Endomor-
phismenrings Endc (S(k,To(N))). Eine Spitzenform f, die ein simultaner Eigen-

vektor all dieser Hecke-Operatoren ist, heifst eine (Hecke-)Eigenform. Eine Eigen- DEF
form f heilt normiert, wenn ai(f) = 1 ist. Es ist dann T,,f = a,(f)f. Ist eine Eigenform
normierte Eigenform f nicht von der Form f(z) = f(dz) fiir ein f € S(k,To(M)) normiert
und ein d € Z>; mit dM | N und M < N, dann heifit f eine Neuform von der Neuform
Stufe (,level“) N (,neu”, da f nicht von einer niedrigeren, ,alten* Stufe M kommt).

Nun gilt Folgendes:

25.6. Satz. Sei N € Zsy und sei f € S(2,14(N)) eine Neuform mit Koeffizienten SATZ
a,(f) € Z fiir alle n > 1. Dann gibt es eine elliptische Kurve E iber Q, sodass  ell. Kurve

- zu Neuform
L(f,s):=Y wlf) _pip s

ns

n=1

ist. Die Funktion L(f,s) lasst sich auf ganz C holomorph fortsetzen und erfillt
die Funktionalgleichung

A(f,Q—S)::i:A(f,S)

(fiir eines der beiden Vorzeichen) mit

A(f, s) :== (20)~°T(s)N*/2L(f, s) .

Dabei erhilt man durch Entwickeln von (1 — a,p™* 4+ &(p)p*~2*)~! in eine formale
Potenzreihe in p~® und dann formales Ausmultiplizieren des aus der Produktdar-
stellung von L(F,s) entstehenden unendlichen Produkts dieser Reihen ebenfalls

eine Dirichlet-Reihe.

Insbesondere hat auch L(E, s) dann eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C und
erfiillt die Funktionalgleichung. Da isogene elliptische Kurven dieselbe L-Funktion
haben (siehe Satz 12.3), ist £ hier nur bis auf Isogenie eindeutig bestimmt.

Die Zahl N (die Stufe von f) stimmt dann mit dem Fihrer Ng von E iiberein. DEF

Der Fiihrer hat die folgenden Eigenschaften: Fihrer Ny
1)

2) Die Primteiler von Ng sind genau die Primzahlen schlechter Reduktion fiir E.
3) Hat £ multiplikative Reduktion bei p, dann ist v,(Ng) = 1.
)

4) Hat E additive Reduktion bei p, dann ist v,(Ng) > 2, mit Gleichheit fiir p > 5.
Es gilt v9(Ng) < 8 und v3(Ng) < 5; der genaue Wert lésst sich algorithmisch

Ng ist ein Teiler der minimalen Diskriminante von FE.

(
(
(
(

bestimmen.
25.7. Beispiel. Man kann zeigen, dass die Funktion mit ¢-Entwicklung BSP
00 ell. Kurve
n n 2
f(z) = QH((l —¢")(1 —g" )) zu Neuform
n=1

:q_2q2_q3+2q4+q5+2q6_2q7_2q9_2q10+q11_2q12+4q13+‘.‘
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in §(2,T9(11)) liegt und dass dieser Raum eindimensional ist. Da 11 prim ist,
muss [ eine Neuform sein. Es gibt eine Isogenieklasse von elliptischen Kurven E
mit Ng = 11; eine dieser Kurven ist

E:y*+y=2a"—2*.
Tatséchlich gilt zum Beispiel

HEF) =5=2+1—(-2)
#E([F3) =5=3+1—(—1)
H#EF;)=5=5+1-1

#E(F3) =10=134+1—4

usw. (Die Punkt-Anzahlen sind alle durch 5 teilbar, da #F(Q)os = 5 ist.) Man
bekommt also gewissermafien eine explizite Formel fiir diese Anzahlen! s

25.8. Definition. Eine elliptische Kurve E iiber Q, fiir die es eine Neuform f
gibt mit L(f,s) = L(E, s), heilt modular. O

Fiir modulare elliptische Kurven E ist also der Ausdruck ,jord,—; L(E, s)* in Ver-
mutung 25.2 definiert.

Es war lange Zeit eine Vermutung (1958 von Taniyama und Shimura), die recht
weit hergeholt schien, dass alle elliptischen Kurven {iber () modular sein sollten.
Diese Vermutung wurde schliefslich Mitte der 1990er Jahre zunéchst von Wiles
und Taylor fiir ,semistabile” elliptische Kurven (das sind Kurven, die bei allen
Primzahlen p entweder gute oder multiplikative Reduktion haben) und dann 2001
von Breuil, Conrad, Diamond und Taylor'® fiir alle elliptischen Kurven iiber Q
bewiesen:

25.9. Satz. Sei E eine elliptische Kurve iiber Q. Dann ist E modular.

Die Motivation von Wiles, die Modularitdt fiir semistabile elliptische Kurven
iiber Q zu beweisen, lag darin, dass bekannt war, dass daraus die Fermatsche
Vermutung folgt:

25.10. Folgerung. Die Gleichung
hat keine Losung in ganzen Zahlen x,y,z # 0 und n > 3.
Man kann sich hier auf n = 4 oder n eine ungerade Primzahl beschrénken. Der Fall

n = 4 wurde bereits von Fermat selbst bewiesen. Er zeigte die starkere Aussage,
dass die Gleichung

(25.1) w? = ut + 0t
keine nichttriviale (das heift hier u, v, w # 0) ganzzahlige Losung hat. Diese Glei-

chung ist von der Form, wie sie bei der Berechnung einer Selmer-Gruppe auftrat.
Die zugehorige elliptische Kurve ist

E4:y2:3:3+:z:,

13C. Breuil, B. Conrad, F. Diamond, R. Taylor: On the modularity of elliptic curves over Q:
Wild 3-adic exercises, J. Amer. Math. Soc. 14 (2001), 843-—939.

DEF
modulare
ell. Kurve

SATZ
Modularitats-
satz

FOLG
Fermatsche
Vermutung
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fiir die wir in Beispiel 24.1 gezeigt hatten, dass E4(Q) = {O,(0,0)} ist. Jede
nichttriviale Losung (u, v, w) von (25.1) liefert einen rationalen Punkt auf E mit
z-Koordinate (u/v)? # 0, co; solche Punkte gibt es aber nicht.

Der Fall n = 3 wurde moglicherweise auch von Fermat schon bewiesen; in jedem
Fall dann von Euler. Die ebene projektive Kurve X3 + Y? = Z3 ist als Kurve
isomorph zur elliptischen Kurve

Fy:y? = 2% — 432,

von der man ebenfalls zeigen kann, dass sie Rang 0 hat. Man sieht dann leicht,
dass E53(Q) = {0, (12,36), (12, —36)} ist, was zeigt, dass auch die urspriingliche
Kurve nur die drei rationalen Punkte (1: —1:0), (1:0:1) und (0:1:1) hat.

Man kann also n = p > 5 prim annehmen. Die Idee ist nun, dass man zu einer
angenommenen ganzzahligen Losung

a? + b’ =
mit a, b, ¢ # 0 und ohne Einschrankung ggT(a,b,c) = 1 die elliptische Kurve
Eupe: v° = x(x + d”)(z — V)

betrachtet, deren Diskriminante A(E,;.) = —16(abc)? ist. Eventuell nach einer
Permutation von (a,b, —c) und/oder einem gemeinsamen Vorzeichenwechsel ist
die Gleichung von F,; . eine minimale Weierstrafs-Gleichung. Man betrachtet nun
die Operation der absoluten Galois-Gruppe Gg von Q auf der p-Torsion E, .[p].
Daraus, dass E, ;. modular und v,(A(E.p.)) € pZ ist fir alle Primzahlen ¢ > 3,
folgt nach einem Ergebnis von Ribet, dass es eine Neuform der Stufe 2 und vom
Gewicht 2 geben miisste, deren ¢-Entwicklungs-Koeffizienten modulo p kongruent
zu denen der zu E,; . gehorenden Neuform sind. Es ist aber S(2,14(2)) = {0},
also gibt es gar keine Neuformen mit Gewicht 2 und Stufe 2. Dieser Widerspruch
zeigt, dass es die Losung, von der wir ausgegangen waren, nicht geben kann.

Eine weitere Schlussfolgerung aus dem Modularitétssatz ist, dass wir alle ellip-
tischen Kurven iiber Q mit Fiihrer N bekommen, indem wir die Neuformen der
Stufe N mit ganzzahligen Koeffizienten bestimmen und dann die nach Satz 25.6
zugehorigen elliptischen Kurven finden (fiir beides gibt es Algorithmen; siehe
z.B. [Cre|). Auf diese Weise wurde eine Liste aller elliptischen Kurven E {iber Q
mit Ng < 500000 erstellt. (Stand Juli 2020; das ist ein laufendes Projekt.)

Bevor wir dazu kommen, was iiber die Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer
bekannt ist, wollen wir erst noch die ,starke” Version der Vermutung formulieren.
Darin kommen einige Objekte vor, die wir noch einfiihren miissen.

25.11. Definition. Sei E: y? + a12y + asy = 23 + as2? + au4x + ag eine minimale
Weierstrafs-Gleichung einer elliptischen Kurve tiber Q. Die reelle Periode Q(E)
von F ist das Integral

dx

o= [ |
(E) /2y+a1$~|—a3 ¢
E(R)

Die Differentialform
B dx B dy
2yt ax+as  3x2 4 2a0x + ag — ary

wg

heifst auch das invariante Differential von E. Sie hat die Eigenschaft, dass sie

DEF
reelle
Periode

DEF

invariantes
Differential
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unter der Addition eines beliebigen Punktes von E invariant ist: 7pwg = wg,
wenn 7p: E — E, Q) — P+ () ist.

25.12. Definition. Sei F eine elliptische Kurve iiber Q. Sei r
seien Py,..., P, € E(Q), sodass ihre Bilder in E(Q)/E(Q)tors
bilden. Dann heifst

rk(E(Q)) und
Z" eine Basis

I

R(E) = det((F;, F}))
der Regulator von E. Hier ist
(P.Q) = 5(h(P+ Q) — h(P) — Q)

die zur quadratischen Form h gehorende symmetrische Bilinearform. Der Faktor %
fiihrt zu (P, P) = h(P). O

1<ij<r

Der Regulator hingt nicht von der Wahl der Basis ab: Sei G die (Gramsche) Matrix
in der Definition und sei T' € GL(r,Z) die Basiswechselmatrix. Die Determinante
von GG geht beim Wechsel der Basis {iber in

det(T"GT) = det(T)*det(G) = (£1)? det(G) = det(G).
Fiir das Folgende brauchen wir den Korper Q, der p-adischen Zahlen. Ahnlich

wie R ist er eine Vervollstandigung von Q, aber statt des iiblichen Absolutbetrages
verwendet man hier den p-adischen Absolutbetrag

2] 0, fallsx =0,
xr =
b p~ @) sonst

zur Definition der Metrik (d(x,y) = |z — y|,), bezliglich der man vervollsténdigt.
Siehe zum Beispiel Abschnitt 7 im Skript zur Vorlesung , Diophantische Gleichun-
gen'.

25.13. Definition. Sei E eine durch eine minimale Weierstrafs-Gleichung gegebe-

ne elliptische Kurve iiber Q. Sei p eine Primzahl und sei E die durch die modulo p
reduzierte Gleichung definierte (nicht notwendig elliptische) Kurve iiber F,. Wir
betrachten £ als elliptische Kurve iiber dem Koérper Q, der p-adischen Zahlen;

dann haben wir die Reduktionsabbildung p: E(Q,) — E(F,). Wir definieren
EYQ,) = {P € E(Q,) | p(P) € E(F,) ist nicht-singulir} ;

dann ist £ (Q,) eine Untergruppe von endlichem Index in E(Q,). Die Tamagawa-
Zahl von E bei p ist dann der Index

cp(E) = (E(Qp) : E(O)(Qp)) . ¢

Hat E gute Reduktion bei p, dann ist £(Q,) = F(Q,) und damit c,(E) = 1.
Es sind also nur endlich viele der ¢,(£) von 1 verschieden; damit ist das Produkt

uber alle Primzahlen
o(E) =[] e(B)
p

sinnvoll.

Die Tamagawa-Zahlen haben folgende Eigenschaften:

(1) Hat E bei p gute Reduktion, dann ist ¢,(E) = 1.

(2) Hat E bei p schlechte Reduktion, die nicht zerfallend multiplikativ ist, dann
ist ¢,(E) < 4.

DEF
Regulator

DEF
Tamagawa-
Zahl

[.R. Shafarevich
1923 — 2017
Foto (©) MFO

1925 - 2019
Foto (©) MFO
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(3) Hat E bei p zerfallend multiplikative Reduktion, dann ist
p(E) = vp(A(E)) = —vp(§ (E)).

Das letzte Objekt, das wir brauchen, ist die Shafarevich-Tate-Gruppe (oder auch
Tate-Shafarevich-Gruppe) von E.

25.14. Definition. Sei E eine elliptische Kurve iiber Q. Ein Torsor unter £ DEF
ist eine (glatte) projektive (nicht notwendig ebene) tiber Q definierte Kurve X Torsor
zusammen mit einem ebenfalls iiber Q definierten Morphismus p: £ x X — X,

der einer Operation von E auf X entspricht:

VP,Qe E,o e X: u(O,z) =z und p(P+Q,x)=pu(P,u@,x))

und sodass die induzierte Operation von F(Q) auf X (Q) transitiv mit trivialen

Stabilisatoren ist (d.h., fiir z,y € X(Q) gibt es genau einen Punkt P € E(Q) mit
p(P,x) = y).

Zwei Torsore (X, u) und (X', y/) unter E sind isomorph, wenn es einen iiber Q
definierten Isomorphismus ¢: X — X’ von Kurven gibt, sodass das folgende Dia-
gramm kommutiert:

Ex X pxx

b

X—2 .y
Ein Torsor (X, ) heifst trivial, wenn X (Q) # 0 ist. Er heift lokal trivial, wenn
X(R) # 0 und X(Q,) # 0 ist fiir alle Primzahlen p. &

Der triviale Torsor ist (E, +) (dabei ist + die Additionsabbildung Ex E — E). Ein
Torsor ist genau dann trivial, wenn er zu (E, +) isomorph ist. (,=“ Sei z € X(Q).
Dann liefert ¢: F — X, P — (P, x), den gewiinschten Isomorphismus. < Sei
¢: E — X der Isomorphismus. Dann ist z = ¢(O) € X(Q).) Da jede Kurve X
stets Q-rationale Punkte hat, kann man einen Torsor unter £ auch definieren als
ein iiber Q definiertes Paar (X, i), das iiber Q zu (E, +) isomorph wird.

Aus zwei Torsoren (X, p) und (X', i/) kann man einen neuen machen, die Baer-
Summe der beiden. Sie ist definiert als der Quotient von X x X’ beziiglich der
durch

Px(x,2') = (,LL(P, z), 1 (=P, x/))

gegebenen Operation von E. Diese Operation ist kommutativ und assoziativ, ver-
traglich mit Isomorphismen und hat den trivialen Torsor als neutrales Element
(bis auf Isomorphie), und jeder Torsor (X, i) hat bis auf Isomorphie ein Inverses,
namlich (X, (P,z) — p(—P,z)). Daher bildet die Menge der Isomorphicklassen
von Torsoren unter F eine abelsche Gruppe, die Weil-Chéatelet-Gruppe von E.

25.15. Definition. Sei E eine elliptische Kurve iiber Q. Die Shafarevich-Tate- DEF
Gruppe TI(E) von E ist die Untergruppe der Weil-Chatelet-Gruppe von E, die Shafarevich-
aus den Isomorphieklassen von lokal trivialen Torsoren besteht. ¢ Tate-Gruppe
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25.16. Beispiel. Torsore sind uns schon begegnet. Sei 95: E'" — E eine Isogenie
vom Grad 2, wobei E: y? = z(2? + azx + b) ist. Fiir d € Q* haben wir dann die
Gleichung
w? = du* + au®v? + %}4

betrachtet. Diese Gleichung definiert eine glatte Kurve X, in einer gewichteten
projektiven Ebene (man behandelt w so, als ob deg(w) = 2 wire). Diese Kurve X
ist ein Torsor unter £’. Um das zu sehen, zeigt man, dass X iiber @(\/c_l) isomorph
zu ' ist (da X, iiber Q(v/d) zu X, isomorph ist, geniigt es zu zeigen, dass X
iiber Q zu E’ isomorph ist). Diesen Isomorphismus ¢: X; — E’ kann man so
wahlen, dass er mit qg und der Abbildung X; — E vertrédglich ist. Man definiert
dann p so, dass (Xg, ) iiber Q(v/d) zu (E', 4) isomorph ist:

u(Px) = o (P +¢(x));
man muss sich dann noch davon iiberzeugen, dass p iiber Q definiert ist.

Die Isomorphieklasse von (X, i) ist genau dann ein Element von II(E’), wenn
Xg iiberall lokal 16sbar ist, also wenn d € Sj ist. Der Torsor (Xg,u) ist genau
dann trivial, wenn X, einen rationalen Punkt hat, also wenn d € im(9) ist. Man
bekommt also eine exakte Sequenz

E'(Q) % BE@Q) - S; — LI(E) .
Die Isogenie ¢ induziert einen Homomorphismus ¢, : III(E') — III(E). Das Bild

~

der letzten Abbildung in der Sequenz oben ist dann genau der Kern ITII(E’)[¢.]
von ¢,. Wir erhalten also die Aquivalenz

im(6) =S, <<= MI(E)[b.]={0}.
Die analoge Aussage gilt fiir beliebige Isogenien und die zugehorigen Selmer-
Gruppen. &

Jetzt haben wir alles beisammen, um die starke Version der Vermutung von Birch
und Swinnerton-Dyer formulieren zu kénnen.

25.17. Vermutung. Sei E eine elliptische Kurve tber Q, die durch eine mini-
male Weierstraf3-Gleichung gegeben ist. Sei r = rk(E(Q)).

Dann ist die Gruppe UI(E) endlich, es ist
ordsey L(E,s) =1,

und

(25.2) %( d )TL(E, 5)

s=1 5=l (s—1)"

R(E)#U1(E)
(#E<@>tors>2 .

= Q(E)c(E)

Was ist dariiber bekannt? Zunéchst einmal gilt, dass die Vermutung fiir eine ellip-
tische Kurve E genau dann stimmt, wenn sie fiir eine isogene Kurve £’ stimmt. In
diesem Fall ist L(E,s) = L(E', s); diese Aussage lauft also darauf hinaus, dass die
Ausdriicke auf der rechten Seite der Gleichung (25.2) fiir F und E’ {ibereinstimmen
(dass rk(F(Q)) = rk(E'(Q)) ist, ist leicht zu sehen). Das ist nicht offensichtlich,
da sich jeder einzelne Term &ndern kann!

Das wichtigste Resultat in Richtung der Vermutung wurde 1988 von Kolyvagin
bewiesen:

BSP
Torsore

VERM
starke BSD-
Vermutung
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25.18. Satz. Sei E eine (modulare) elliptische Kurve tiber Q mit
ords—y L(E,s) < 1.

Dann gilt

Ords:l L(E7 S) = rk(E(@)) )
HI(E) ist endlich, und (25.2) gilt bis auf einen rationalen Faktor, dessen Zih-
ler und Nenner nur durch Primzahlen aus einer explizit bestimmbaren endlichen
Menge teilbar sind.

Kolyvagin hatte dieses Resultat unter der Voraussetzung bewiesen, dass £/ modular
ist; das war einige Zeit vor dem Beweis des Modularitatssatzes 25.9.

Man erwartet, dass die Bedingung ords—; L(F,s) < 1 fiir ,fast alle“ elliptischen
Kurven FE erfiillt ist. Genauer ist die Vermutung, dass der Anteil der elliptischen
Kurven mit Fithrer < X, die das tun, fiir X — oo gegen 1 strebt. Das beste
Ergebnis in dieser Richtung stammt von Bhargava und verschiedenen Coautoren
und besagt, dass der Anteil dieser Kurven fiir grofes X grofer als 0,66 ist. In
diesem Sinn kommt Satz 25.18 schon recht nahe an einen vollstandigen Beweis
heran. Basierend auf diesem Resultat und weiteren Verbesserungen hinsichtlich
der Primzahlen, die in dem ,Fehlerfaktor® vorkommen kénnen, wurde von vielen
Mathematikern iiber diverse Arbeiten verteilt Folgendes gezeigt:

25.19. Satz. Sei E eine elliptische Kurve tiber Q mit
Ng <5000 und k(F(Q)) <1

(das schliefst lediglich 691 der insgesamt 31073 Kurven E mit Ng < 5000 aus).
Dann gilt die starke Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer fiir E.

Auf der anderen Seite ist fiir den Fall rk(E(Q)) > 2 bzw. ords—; L(E,s) > 2 nur
wenig bekannt:

(1) Man kann das Vorzeichen in der Funktionalgleichung von L(E, s) bestimmen.
Im Fall 41 ist ords—y L(E, s) gerade, im Fall —1 ungerade.

(2) Man kann entscheiden, ob L(E,1) = 0 (im geraden Fall) bzw. L'(E,1) = 0
ist (im ungeraden Fall). Man kann numerisch verifizieren, dass L™ (E, 1) # 0
ist. So kann man ords—; L(E, s) bestimmen, wenn die Ordnung hochstens 3
ist. Es gibt demgegeniiber aber bisher keine Mdoglichkeit zu beweisen, dass die
Ordnung eine gegebene Zahl > 4 ist. Insbesondere kann man nicht einmal die
schwache BSD-Vermutung verifizieren, wenn rk £(Q) > 4 ist.

(3) Es ist keine einzige elliptische Kurve E tiber Q mit rk(E(Q)) > 2 bekannt, fiir
die man zeigen konnte, dass III(E) endlich ist.

(4) Es gibt keinen Kandidaten fiir ein Gegenbeispiel zur BSD-Vermutung.

Auf den Beweis der schwachen Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer fiir
elliptische Kurven iiber Q (es gibt eine allgemeinere Version fiir abelsche Varietéiten
tiber algebraischen Zahlkérpern) hat die Clay Foundation ein Preisgeld von einer
Million US-Dollar ausgesetzt: Das ist eines der Clay-Millenniums-Probleme, neben
zum Beispiel der Riemannschen Vermutung iiber die nichttrivialen Nullstellen der
Riemannschen Zetafunktion.

SATZ
BSD fur
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