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VorwortDie formale Begri�sanalyse ist ein recht junges Gebiet der Mathematik, das an-fang der achtziger Jahre an der TH Darmstadt entwickelt wurde. Sie wendet dasphilosophische Verst�andnis eines Begri�s als Einheit von Begri�sumfang (Ge-genst�ande) und Begri�sinhalt (Merkmale) an, um begri�iche Hierarchien men-gentheoretisch zu untersuchen. Zu diesem Thema ist bereits zahlreiche Literaturver�o�entlicht worden. So zum Beispiel das erst letztes Jahr ver�o�entlichte Stan-dardwerk [GaWi96], welches die mathematischen Grundlagen dieser Theorie zu-sammentr�agt. Zu den erfolgsversprechenden Anwendungsgebieten der formalenBegri�sanalyse z�ahlt neben der Datenanalyse vor allem die Wissensaufbereitung(siehe [Boe97]).Es gibt inzwischen einige Erweiterungen dieser Theorie. Hier ist an erster Stelledie Begri�sanalyse mit Fuzzy-Kontexten zu nennen ([Um94]). Diese wendet dieIdeen der Theorie der unscharfen Mengen auf die hier vorliegenden Strukturenan. Aber auch f�ur mehrwertige Kontexte, welche bisher mit Hilfe von Skalierun-gen analysiert werden, kann man entsprechende Verallgemeinerungen formulieren.Bei dem Versuch, letzteres einzuf�uhren, sind mir gro�e �Ahnlichkeiten zur Arbeitvon Umbreit aufgefallen. Dies gab mir den Anla�, die Begri�sanalyse allgemei-ner zu formulieren, so da� Fuzzy-Kontexte, mehrwertige Kontexte und auch dieklassischen einwertigen Kontexte als Spezialf�alle des Verbandskontextes aufgefa�twerden k�onnen.Obwohl ich kein spezielles Wissen voraussetze, verzichte ich auf Motivationenund Erl�auterungen zur klassischen Darstellung der formalen Begri�sanalyse. Ichm�ochte hier vielmehr die Vorteile meiner Verallgemeinerungen darstellen. DasVerst�andnis dieser Arbeit wird also wesentlich vereinfacht, wenn man bereitsmit dem Thema vertraut ist. F�ur eine Einf�uhrung, und auch f�ur einen �Uberblick�uber die zahlreichen Anwendungsm�oglichkeiten, eignet sich am besten das bereitserw�ahnte Standardwerk [GaWi96]. Es gibt aber auch im Internet einf�uhrendeWerke zu diesem Thema, so z.B. [KeLe97].Im ersten Kapitel dieser Arbeit f�uhre ich die n�otigen mathematischenGrundlagenein: Die Begri�sanalyse basiert auf der Theorie der geordneten Mengen und spe-ziell auf der Theorie der vollst�andigen Verb�ande. Da diese mathematischen Teil-gebiete zu umfassend sind, um sie hier ersch�opfend zu behandeln, gebe ich nur diei



Begri�e an, die wir ben�otigen werden. F�ur eine breitere Einf�uhrung in diese Gebie-te der Mathematik sei auf entsprechende Literatur verwiesen. H�ullenoperatoren,welche z.B. im Zusammenhang mit Topologien gel�au�g sind, f�uhre ich allgemeinauf geordneten Mengen ein. Etwas genauer gehe ich anschlie�end auf die Ga-loisverbindungen ein, da diese den Kern der Begri�sanalyse bilden: Eine Ga-loisverbindung ist ein Paar von entgegengerichteten Abbildungen zwischen zweigeordneten Mengen. Sie sind in der Mathematik weit verbreitet, jedoch oft {mit der dualen Ordnung auf einem der Verb�ande { unter dem Namen residuierteAbbildungen bekannt. Schlie�lich ben�otigen wir f�ur die Fuzzykontexte noch einegrundlegende Einf�uhrung in die Theorie der Halbringe.Die Verallgemeinerung des einwertigen Kontextes { den Ordnungskontext { de�-niere ich im zweiten Kapitel als eine Galoisverbindung zwischen zwei geordnetenMengen. Von gr�o�erer Bedeutung ist bisher allerdings der Verbandskontext { eineGaloisverbindung zwischen zwei vollst�andigen Verb�anden. Ableitung und Begri�lassen sich analog zum klassischen Fall einf�uhren, wodurch man den klassischenKontext dann als Spezialfall des Verbandskontextes au�assen kann, n�amlich alsPotenzmengenkontext. Ich gebe weiterhin zu jedem Verbandskontext einen klas-sischen Kontext mit isomorphem Begri�sverband an. Hierbei spielen _-dichteTeilmengen von X bzw. Y die Rolle der Gegenst�ande G bzw. der MerkmaleM .Nun kann man die bereits bekannten Algorithmen f�ur klassische Kontexte aufVerbandskontexte durch "Kapselung\ anwenden: Man berechnet zum verallge-meinerten Kontext den klassischen Kontext, wendet den klassischen Algorithmusan und �ubersetzt das Ergebnis { falls n�otig { zur�uck auf den urspr�unglichen Kon-text. Mit Hilfe dieser Strategie kann man den Begri�sverband erzeugen. Schlie�-lich de�niere ich noch Teilkontexte, welche eine M�oglichkeit bieten, f�ur kompli-zierte Verbandskontexte �ubersichtliche Unterverb�ande des Begri�sverbandes zuerzeugen. Damit kann man bei der Analyse eines Kontextes von vornherein un-interessante Daten ausblenden, bzw. Teilaspekte �ubersichtlicher darstellen. ImVerlauf dieses Kapitels werde ich immer wieder auf das Standardbeispiel f�ur ver-allgemeinerte Kontexte zur�uckgreifen: den Fuzzykontext.Die bisherigen Ergebnisse wende ich im dritten Kapitel auf mehrwertige Kontextean: Ich de�niere den Verband der Beschreibungen, so da� dieser mit der Potenz-menge der Gegenst�ande und einer geeigneten Ableitung einen Verbandskontextbildet. Mit Hilfe des vorherigen Kapitels kann man nun einen einwertigen Kontextmit isomorphem Begri�sverband angeben. Bei einem Vergleich des mehrwertigenVerbandskontextes mit der bisher �ublichen Skalierung mehrwertiger Kontextestellt sich heraus, da� man Skalierungen als Teilkontexte des Verbandskontextesauffassen kann. Kombiniert man die Idee der unscharfen Merkmale von Fuzzy-kontexten mit mehrwertigen Kontexten, so erh�alt man unscharfe mehrwertigeKontexte { die sogenannten Fuzzy-wertigen Kontexte. Auch f�ur Fuzzy-wertigeKontexte gebe ich Verfahren an, um klassische Kontexte zu erhalten. Mit diesenkann man anschlie�end den urspr�unglichen Kontext analysieren.ii



Im vierten Kapitel betrachte ich schlie�lich Implikationen zwischen Merkmals-mengen. Wie auch schon in [GaWi96] festgestellt wurde, besteht hier ein gro�erZusammenhang zu den sogenannten funktionalen Abh�angigkeiten aus der relatio-nalen Algebra. Noch allgemeiner kann man generell H�ullenoperatoren als Mengevon Implikationen darstellen { zum Beispiel im Computer. Damit diese Darstel-lung m�oglichst sparsam ist, verwendet man eine Basis einer Implikationenmenge.Hier ist speziell die Duquenne-Guigues-Basis zu nennen, welche f�ur jede Impli-kationenmenge eindeutig ist. Nachdem ich Implikationen allgemein de�niert undanalysiert habe, betrachte ich wieder den Verbandskontext. Ich werde aufzeigen,da� eine Implikation in einem Verbandskontext genau dann gilt, wenn sie im zu-geh�origen klassischen Kontext gilt. Allerdings kann man die Duquenne-Guigues-Basis nicht so einfach aus derjenigen des klassischen Kontextes gewinnen. Alsoentwickle ich { nun wieder f�ur den allgemeinen Fall von Implikationen zur Darstel-lung von H�ullenoperatoren { einen e�zienten Algorithmus, welcher f�ur gegebenenH�ullenoperator 
 die Duquenne-Guigues-Basis erzeugt (durch die man anschlie-�end 
 kompakt darstellen kann). Dieser Algorithmus ist im gro�en und ganzenbereits in [GaWi96] de�niert, und in [Boe97] analysiert worden. Allerdings konnteich den Aufwand noch verbessern, indem ich die Idee des Linclosure-Algorithmusaus der Theorie der relationalen Algebra mit einbinde.Bedanken m�ochte ich mich bei all jenen, die zur Entstehung der Arbeit beigetra-gen haben. Dabei gilt mein besonderer Dank Herrn Prof. Dr. Adalbert Kerber.Durch seine Zuversichtlichkeit und seine aufmunterndenWorte motivierte er michdazu, die hier vorgestellten Verallgemeinerungen zu formulieren. Zudem zeigte erw�ahrend der Entstehungsphase dieser Arbeit stets gro�es Interesse an neuen Ent-wicklungen und gab mir �ofters hilfreiche Ratschl�age und sinnvolle Anregungen.Zus�atzlich verhalf mir Prof. Dr. Kerber durch sein pers�onliches Engagement zuwichtigen pers�onlichen Kontakten. So erm�oglicht er mir nun auch im Anschlu�an die Diplomarbeit einen zweiw�ochigen Forschungsaufenthalt bei Kollegen inFrankreich.Dank sagen m�ochte ich auch meinen Eltern, die mir das Studium �nanziellerm�oglichten und mir den notwendigen R�uckhalt gaben.Bayreuth, 22. Oktober 1997 Ralf Gugisch
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Kapitel 1Mathematische GrundlagenDie formale Begri�sanalyse beruht auf der Theorie der geordneten Mengen, undspeziell auf der Theorie der vollst�andigen Verb�ande. Deshalb f�uhren wir kurz dief�ur uns wichtigsten Hilfsmittel dieser mathematischen Teilgebiete auf, die wir imweiteren Verlauf dieser Arbeit ben�otigen werden. Sind jemandem die entspre-chenden Begri�e unvertraut, so verweise ich f�ur eine ausf�uhrlichere Behandlungauf die entsprechende Literatur: Das Standardwerk zur Verbandstheorie ist bei-spielsweise [Bir73], aber auch in [GaWi96] f�uhren die Autoren in einem Kapiteldie n�otigen mathematischen Grundlagen ein.1.1 Geordnete MengenDer grundlegende Begri� der mathematischen Theorie der geordneten Mengenist die Ordnung. Diese ist de�niert als eine spezielle bin�are Relation:1.1.1. De�nition. Eine (bin�are) Relation R zwischen zwei Mengen X und Yist eine Teilmenge von X � Y . Statt (x; y) 2 R schreiben wir oft auch xRy. MitR�1 � Y �X bezeichnen wir die zu R inverse Relation mit yR�1x , xRy. IstY = X (d.h. R � X �X), so sagen wir auch, R sei eine Relation auf X.1.1.2. De�nition. Eine Ordnung � auf einer Menge X ist eine bin�are Relationauf X, f�ur die gilt:1. x � x (Re
exivit�at)2. x � y und y � x ) x = y (Antisymmetrie)3. x � y und y � z ) x � z (Transitivit�at)F�ur x � y mit x 6= y schreiben wir auch x < y. Weiter hei�t eine Menge X miteiner Ordnung � auf X geordnete Menge(X;�).1



2 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN
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6Abbildung 1.1: Hasse-Diagramme der Menge f1; : : : ; 6g mit 3 verschiedenen Ord-nungenOrdnungen kommen fast �uberall in der Mathematik vor und d�urften auch jedemgel�au�g sein. Allerdings sollten wir folgendes betonen: Wir haben nicht gefordert,da� je zwei Elemente vergleichbar sind. Es kann also durchaus ein x 2 X undy 2 X geben mit x 6� y und y 6� x. Um dies hervorzuheben, nennt man �h�au�g auch partielle Ordnung, im Gegensatz zu einer vollst�andigen Ordnung. EinBeispiel einer partiell geordneten Menge ist die Menge der nat�urlichen Zahlen Nmit n � m genau dann, wenn n ein Teiler von m ist.1.1.3. De�nition. Sei (X;�) geordnete Menge. Dann hei�t ein a 2 X untererNachbar von b 2 X, falls a < b ist, und falls weiter aus a � c < b bereits a = cfolgt. Umgekehrt hei�t dann auch b oberer Nachbar von a.Eine endliche, geordnete Menge kann durch ein sogenanntes Hasse-Diagrammdargestellt werden. Dies ist ein gerichteter Graph ohne Zykel, in dem jeder Knotenein Element der Menge darstellt. Eine aufsteigende Kante (Richtung) zwischenzwei Elementen x1 und x2 bedeutet, da� x1 unterer Nachbar von x2 ist. Also giltx1 < x2 genau dann, wenn es eine Folge aufsteigender Linien von x1 nach x2 gibt.1.1.4. Beispiel. In Abbildung 1.1 sind Hasse-Diagramme der Menge f1; : : : ; 6gmit drei verschiedenen Ordnungen abgebildet: Das erste Diagramm zeigt die�ubliche vollst�andige Ordnung �, im zweiten ist die Teilbarkeitsordnung j abgebil-det, und in der dritten Zeichnung sehen wir eine Ordnung, die wie folgt de�niertist: x � y :, 9p 2 N0 : y = 2px:(Da� dies alles Ordnungen sind, rechnet man leicht nach.)Eine interessante Frage ist nun, wann man zwei geordnete Mengen (X;�) und(Y;�) als gleichartig, d.h. als isomorph bezeichnen kann. Hierzu betrachten wirAbbildungen zwischen geordneten Mengen. Aus der Existenz einer Funktion



1.1. GEORDNETE MENGEN 3' : X ! Y , f�ur welche die Inklusion x � y ) '(x) � '(y) gilt, folgt nochnicht die erw�unschte Gleichartigkeit der Ordnungen: Vergleichen wir n�amlich inX = f1; : : : ; 6g die �ubliche Ordnung mit der Teilbarkeitsordnung, so haben diegeordneten Mengen relativ wenig gemeinsam (siehe Abbildung 1.1). Aber f�ur dieIdendit�at id : (X; j) ! (X;�) gilt: x j y ) x � y. Um der intuitiven Au�assunggleichartig geordneter Mengen gerecht zu werden, m�ussen wir also Homomorphis-men und Isomorphismen strenger de�nieren:1.1.5. De�nition. Eine Abbildung ' : X ! Y zwischen zwei geordneten Men-gen (X;�) und (Y;�) hei�t (Ordnungs-) Monomorphismus oder Ordnungsein-bettung, falls gilt: x � y, '(x) � '(y):(' ist dann injektiv.) Ist ' zus�atzlich noch bijektiv, so ist sie (Ordnungs-) Iso-morphismus. Existiert zwischen zwei geordneten Mengen (X;�) und (Y �) einIsomorphismus, so hei�en (X;�) und (Y;�) isomorph. Wir schreiben hierf�ur(X;�) �= (Y;�) bzw. kurz X �= Y .1.1.6. Satz. (Dualit�atsprinzip f�ur geordnete Mengen)Die zu � inverseRelation � ist wieder eine Ordnungsrelation.Beweis: � ist re
exiv: x � x gilt f�ur alle x 2 X, weil � re
exiv ist. Antisymme-trisch: Sei x � y und y � x. Dann gilt nat�urlich y � x und x � y, also ist x = y.Und transitiv: Sei x � y und y � z. Dann ist z � y und y � x, also z � x unddamit x � z.Wir nennen, � die zu � duale Ordnung. Weiter bezeichnen wir die dual geordneteMenge zu (X;�), welche aus X und der dualen Ordnung � besteht, auch mit(X;�)d := (X;�). Ist (X;�) �= (Y;�)d, so hei�en die beiden Mengen (X;�) und(Y;�) dual isomorph. Der Isomorphismus zwischen (X;�) und (Y;�)d hei�t dannAntiisomorphismus zwischen (X;�) und (Y;�). Zu jeder ordnungstheoretischenAussage gibt es eine duale Aussage, die dadurch entsteht, da� man � und �vertauscht.Wir f�uhren noch einige wichtige Begri�e f�ur geordnete Mengen ein:1.1.7. De�nition. Sei (X;�) eine geordnete Menge und a 2 X. Die Menge(a] := fx 2 Xjx � aghei�t Hauptideal von a, und [a) := fx 2 Xjx � agHaupt�lter von a.



4 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN1.1.8. Beispiel. In X := f1; : : : ; 6g mit der Teilbarkeitsrelati-on (siehe rechts) ist (2] = f1; 2g Hauptideal, und [2) = f2; 4; 6gHaupt�lter von 2. 2 3

1

5

641.1.9. De�nition. Sei A eine Teilmenge von (X;�). Ein Element a 2 A hei�tkleinstes Element oder Minimum von A, falls f�ur alle x 2 A gilt: a � x. Dual istdas gr�o�te Element oder Maximum ein a 2 A mit 8x 2 A : a � x.Nicht jede Teilmenge von X hat ein Minimum. Beispielsweise besitzt die Teil-menge f2; 3g in unserem Beispiel (f1; : : : ; 6g; j) keines. Falls aber ein Minimumexistiert, so ist es eindeutig. Das Minimumeines Haupt�lters [a) ist a, und ebensoist das Maximum eines Hauptideals (a] gleich a.1.1.10. De�nition. Sei A eine Teilmenge von (X;�). Eine untere Schranke zuA ist ein x 2 X mit x � a f�ur alle a 2 A. Wieder gibt es eine duale De�nition,die obere Schranke.1.1.11. De�nition. Gibt es in der Menge aller unteren Schranken von A � Xein Maximum, so hei�t dieses In�mum von A. Wir schreiben hierf�ur VA. Dualhei�t eine kleinste obere Schranke von A Supremum von A und wir schreibendaf�ur WA. Besteht A = fx; yg aus genau zwei Elementen, so benutzen wir f�urdas In�mum oft auch die Notation x ^ y und f�ur das Supremum x _ y. Ist A =fxiji 2 Ig f�ur eine Indexmenge I, so ist anstatt VA auch die SchreibweiseVi2I xi�ublich.Existiert zu einer Menge A das Minimum, so ist dieses gleich dem In�mum, unddual ist das Maximum, soweit es existiert, gleich dem Supremum.Besondere Bedeutung erhalten geordnete Mengen, in denen zu je zwei Elementenimmer das In�mum und Supremum existiert. Solche Mengen hei�en Verb�ande.1.2 Vollst�andige Verb�andeWir betrachten in diesem Abschnitt die wichtigsten De�nitionen und S�atze derVerbandstheorie, die wir ben�otigen. Wie wir bereits am Anfang des Kapitelserl�autert haben, m�ussen wir dabei auf Motivationen und ausf�uhrliche Beispieleverzichten. Wir beweisen dennoch die meisten Aussagen, da die Beweise zwarnicht sehr schwer sind, aber aufgrund dessen selbst in der Standardliteratur oftdem Leser �uberlassen werden.1.2.1. De�nition. Eine (partiell) geordnete Menge (V;�) hei�t Verband , fallsf�ur je zwei Elemente x; y 2 V stets das In�mum x ^ y und das Supremum x _ yexistiert. V hei�t vollst�andiger Verband , falls zu jeder Teilmenge A � V dasIn�mum VA und das Supremum WA existiert.



1.2. VOLLST�ANDIGE VERB�ANDE 5
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{}Abbildung 1.2: Der Potenzmengenverband der Menge X = f1; 2; 3gIn einem vollst�andigen Verband V gibt es immer ein kleinstes Element 0V := VVund ein gr�o�tes Element 1V := WV . Damit ist die De�nition von In�mum undSupremum auch f�ur die leere Menge sinnvoll:^ ; =_ V = 1V_ ; =^ V = 0V1.2.2. Beispiel.1. F�ur jede Menge M bildet die Potenzmenge P(M) mit der Inklusion � einenvollst�andigen Verband. Abbildung 1.2 zeigt den Verband der Potenzmenge zuf1; 2; 3g.2. Ein Beispiel eines nicht vollst�andigen Verbandes ist durch (N;�) gegeben,denn zu je 2 Elementen n;m 2 N gibt es das In�mum min(n;m) und Supre-mum max(n;m), aber WN existiert nicht.3. Die Menge f1; : : : ; 6g bildet mit der Teilbarkeitsrelation (vgl. Abb. 1.1, Mitte)keinen Verband, da 4 _ 6 nicht existiert.Den grundlegenden Zusammenhang zwischen der Ordnungsrelation und den bi-n�aren Operationen ^ und _ eines Verbandes formulieren wir in folgendem Satz:1.2.3. Satz. In einer (partiell) geordneten Menge (V;�) gilt:x � y, x = x ^ y , x _ y = y(Hierbei bedeutet x = x ^ y eigentlich: 1. Das In�mum von fx; yg existiert, und2. x = x ^ y.)Beweis: Sei x � y. Dann ist x untere Schranke von fx; yg und f�ur jede weitereuntere Schranke u gilt u � x. Also ist x die gr�o�te untere Schranke, es existiertdas In�mum zu fx; yg und es gilt: x = x ^ y.Sei umgekehrt x = x ^ y, dann ist x untere Schranke von fx; yg, es gilt also



6 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGENinsbesondere x � y.Mit Hilfe des Dualit�atsprinzips f�ur geordnete Mengen (1.1.6) zeigt man die zweite�Aquivalenz: y � x, y = x _ y.Das Dualit�atsprinzip f�ur geordnete Mengen l�a�t sich damit auch auf Verb�andeerweitern:1.2.4. Satz. (Dualit�atsprinzip f�ur Verb�ande) Ist (V;�) ein Verband, soauch (V;�)d. Die Operationen ^ und _ werden dabei vertauscht.Beweis: Dies folgt aus dem Dualit�atsprinzip f�ur geordnete Mengen (1.1.6).Man erh�alt also zu einer verbandstheoretischen Aussage eine duale Aussage, in-dem man ^ und _ (und weitere Begri�e entsprechend) vertauscht.Die bin�aren Operationen ^ und _ eines Verbandes haben wichtige algebraischeEigenschaften, welche teilweise analog zu denen von Multiplikation und Additionin Ringen sind. Zun�achst zeigen wir:1.2.5. Satz. Sei (V;�) ein Verband. Dann gilt:1. x ^ x = x und x _ x = x (Idempotenz)2. x ^ y = y ^ x und x _ y = y _ x (Kommutativit�at)3. x ^ (y ^ z) = (x ^ y) ^ z und x _ (y _ z) = (x _ y) _ z (Assoziativit�at)4. x ^ (x _ y) = x _ (x ^ y) = x (Absorption)Beweis:Idempotenz und Kommutativit�at sind nach De�nition trivial. Die Assoziativit�atgilt, da sowohl x ^ (y ^ z), als auch (x ^ y) ^ z gleich dem In�mum der Mengefx; y; zg sind. Die Absorption folgt aus 1.2.3: Da x � x_y ist, gilt x = x^ (x_y)und weil x ^ y � x ist, gilt auch (x ^ y) _ x = x.Diese Eigenschaften f�ur die bin�aren Operationen ^ und _ sind sogar hinreichend,um einen Verband zu de�nieren.1.2.6. Satz. Sei (V;^;_) eine Menge mit zwei bin�aren Operatoren, soda� dieEigenschaften 1.{4. von Satz 1.2.5 erf�ullt sind. Dann ist V ein Verband. DieOrdnungsrelation erh�alt man durchx � y , x = (x ^ y) [, y = (y _ x)]Beweis: Zum Beweis siehe [Bir73], Theorem 8 auf Seite 10.Wir haben in Satz 1.2.5 unter anderem gezeigt, da� die Operationen ^ und _assoziativ sind. Diese Aussage k�onnen wir sogar noch verallgemeinern:



1.2. VOLLST�ANDIGE VERB�ANDE 71.2.7. Satz. (Assoziativit�at der In�ma und Suprema) Sei (V;�) vollst�an-diger Verband, und f�ur i 2 I seien die Teilmengen Ai � V gegeben. (I sei dabeibeliebige Indexmenge.) Dann gilt:î2I(^Ai) =^([i2IAi) und dual _i2I(_Ai) =_([i2IAi)Beweis: Vi2I(VAi) ist die gr�o�te untere Schranke von der Menge aller gr�o�tenunteren Schranken der Ai, i 2 I, ist also auch untere Schranke von Si2I Ai. Jedeweitere untere Schranke von Si2I Ai ist insbesondere auch untere Schranke vonjedem Ai, also � VAi f�ur alle i 2 I. Also ist Vi2I(VAi) gr�o�te untere Schrankevon Si2I Ai, d.h. Vi2I(VAi) = V(Si2I Ai).Die Assoziativit�at des In�mums zeigt man dual.Uns interessieren hier speziell die vollst�andigen Verb�ande.1.2.8. Satz. Jeder nichtleere endliche Verband ist vollst�andiger Verband.Beweis: Sei V endlicher Verband. Wir zeigen zun�achst durch Induktion nach n,da� f�ur jedes A � V mit jAj = n > 0 das In�mum VA existiert:1. F�ur n = 1 ist die Aussage trivial, und f�ur n = 2 gilt sie, da V Verband ist.2. Sei n > 2. Falls f�ur alle B � V mit jBj � n � 1 das In�mum existiert, undfalls A = fa1; : : : ; ang � V ist, so existiert: x := (Vfa1; : : : ; an�1g) ^ an. Dies istgleichzeitig untere Schranke zu A. F�ur jede weitere untere Schranke y von A giltinsbesondere y � Vfa1; : : : ; an�1g und y � an, also gilt auch y � x, d.h. x istgr�o�te untere Schranke von A.Es folgt also, da� f�ur alle endlichen nichtleeren Teilmengen das In�mum existiert.Dual existiert f�ur jede endliche nichtleere Teilmenge auch das Supremum. Ist nunV selbst endlich und nichtleer, so existiert auch V ; = WV und W ; = VV .1.2.9. Satz. Eine (partiell) geordnete Menge (V;�) ist ein vollst�andiger Ver-band, falls zu jeder Teilmenge von V das In�mum existiert.Beweis: Wir m�ussen nachweisen, da� zu jeder Menge A � V auch das Supremumexistiert.Sei dazu A � V beliebig. Die Menge X aller oberen Schranken von A besitztnach Vorraussetzung ein In�mum i. Da jedes Element a aus A untere Schrankezu X, und i die gr�o�te untere Schranke zu X ist, gilt a � i f�ur alle a 2 A. Also istauch i obere Schranke von A, und somit kleinste obere Schranke, d.h Supremumvon A.Dual gen�ugt nat�urlich auch die Existenz des Supremums zu jeder Teilmenge vonV , um nachzuweisen, da� V ein vollst�andiger Verband ist.



8 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN1.2.10. De�nition. Eine Abbildung ' : V ! W zwischen zwei vollst�andigenVerb�anden hei�t ^-erhaltend, falls f�ur alle A � V gilt:'(^A) =^'(A):Entsprechend de�nieren wir _-erhaltend. Ist ' sowohl ^- als auch _-erhaltend, soist ' ein vollst�andiger (Verbands-)Homomorphismus. Ein vollst�andiger bijektiverHomomorphismus hei�t auch Verbandsisomorphismus.1.2.11. Satz. Eine Abbildung zwischen zwei vollst�andigen Verb�anden ist genaudann Verbandsisomorphismus, wenn sie Ordnungsisomorphismus ist.Beweis:")\. Sei x � y. Dann ist '(x) ^ '(y) = '(x ^ y) = '(x), d.h. '(x) � '(y).Umgekehrt folgt aus '(x) � '(y) die Gleichung '(x ^ y) = '(x). Da ' einIsomorphismus ist, mu� also x = x ^ y gelten, d.h. x � y."(\. Sei A � V . F�ur alle x 2 A gilt VA � x, also auch '(VA) � '(x). '(VA)ist demnach untere Schranke von '(A). Ist '(a) weitere untere Schranke von'(A), so gilt f�ur alle x 2 A: '(a) � '(x), also auch a � x. Es folgt a � VA, unddamit '(a) � '(VA).Damit haben wir '(VA) = V'(A) gezeigt. '(WA) = W'(A) zeigt man dual.Bei den Verallgemeinerungen der Begri�sanalyse werden die _-irreduziblen Ele-mente eine zentrale Rolle spielen. Wir de�nieren diese wie folgt:1.2.12. De�nition. Sei (V;�) vollst�andiger Verband, und v 2 V . Dann istv_ :=_fx 2 V jx < vg undv^ :=^fx 2 V jx > vgWir nennen v _-irreduzibel, falls v 6= v_, wenn also v nicht als Supremum echtkleinerer Elemente dargestellt werden kann. Entsprechend hei�t v ^-irreduzibel,falls v 6= v^. Die Mengen aller _- bzw. ^-irreduziblen Elemente bezeichnen wirmit I_(V ) := fx 2 V jx 6= x_g undI^(V ) := fx 2 V jx 6= x^g:1.2.13. Satz. In einem endlichen Verband (V;�) ist ein v 2 V genau dann_-irreduzibel, wenn es (genau) einen unteren Nachbarn hat, und genau dann ^-irreduzibel, wenn v (genau) einen oberen Nachbarn hat.



1.2. VOLLST�ANDIGE VERB�ANDE 9Beweis:")\. Ist v _-irreduzibel, so ist v_ = Wfx 2 V jx < vg unterer Nachbar von v. Esgibt keinen weiteren unteren Nachbar von v, da f�ur alle x < v auch x � v_ folgt."(\. Im endlichen Verb�anden gilt folgende Aussage: Ist x < v, so gibt es einenunteren Nachbarn w von v, soda� auch x � w ist. Falls also v nur einen unterenNachbarn w besitzt, so mu� x � w f�ur jedes x 2 V mit x < v gelten. Also istv_ = Wfx 2 V jx < vg � w, und damit v_ 6= v.1.2.14. Beispiel. Im rechtsstehenden vollst�andigen Verband sinddie Elemente b, c und d _-irreduzibel. a ist das Supremum derleerenMenge, e = b_c und f = d_e lassen sich beide als Supremumvon echt kleineren Elementen darstellen. f

b

a

e

c

dDie Aussage, die wir f�ur den Beweis der R�uckrichtung in 1.2.13 ben�otigt haben,gilt nicht in unendlichen vollst�andigen Verb�anden. So ist beispielsweise das reelleIntervall [0; 1] ein vollst�andiger Verband { jede Teilmenge hat ein Supremum undein In�mum. Aber kein v 2 [0; 1] besitzt einen unteren Nachbarn. Stattdessengibt es f�ur jedes 0 6= v 2 [0; 1] eine Folge (vi)i2N von Elementen vi < v, de-ren Supremum gleich v ist. Entsprechend kann ein Element v eines unendlichenvollst�andigen Verband V zwar genau einen unteren Nachbarn haben. Aber es kannweiterhin eine Folge von Elementen vi < v (i 2 N) geben, mit Wi2Nvi = v. Alsogilt die R�uckrichtung im obigen Satz nicht f�ur unendliche vollst�andige Verb�ande.1.2.15. De�nition. Eine Teilmenge A � V des vollst�andigen Verbandes (V;�)hei�t _-dicht, falls jedes Element von V als Supremum von Elementen aus Adargestellt werden kann. Entsprechend nennen wir A ^-dicht, falls f�ur alle v 2 Vgilt: v = Vfx 2 Ajv � xg.1.2.16. Satz. Jede _-dichte Teilmenge A eines vollst�andigen Verbandes (V;�)enth�alt die Menge I_(V ) aller _-irreduziblen Elemente von V . Ist V endlich, soist umgekehrt I_(V ) bereits _-dicht in V .Eine duale Aussage gilt f�ur ^-dichte Teilmengen von V und I^(V ).Beweis: Der erste Teil des Satzes ist trivial, da ein v 2 I_(V ) nicht als Supre-mum echt kleinerer Elemente dargestellt werden kann. Also mu� v selbst in Aenthalten sein.Die zweite Aussage beweisen wir induktiv: Ist V endlich, und ist v 2 V nicht_-irreduzibel, so ist es Supremum echt kleinerer Elemente. Sind diese Elementejeweils Suprema von _-irreduziblen Elementen, so gilt das auch f�ur v. Als Indukti-onsanfang betrachtet man die oberen Nachbarn der 0V . Diese sind _-irreduzibel,da sie nur einen unteren Nachbarn haben (die 0V ).Wir haben bisher gezeigt, da� sich alle Elemente v > 0V als Supremum vonElementen aus I_(V ) darstellen lassen. Die 0V ihrerseits ist das Supremum derleeren Menge, also trivialerweise als Supremum von _-irreduziblen Elementendarstellbar. Also ist I_(V ) _-dicht.



10 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN1.2.17. Folgerung. In einem endlichen Verband (V;�) ist jedes v 2 V in fol-gender Form darstellbar:v =_fx 2 I_(V )jx � vg =^fx 2 I^(V )jx � vg1.2.18. Beispiel. In Potenzmengen wird die Darstellung der Elemente als Su-premum _-irreduzibler Elemente leicht klar: Sei X eine Menge. Dann bildet diePotenzmenge P(X) bekanntlich einen vollst�andigen Verband. Die _-irreduziblenElemente in P(X) sind genau die einelementigen Teilmengen von X. Nun istjede Teilmenge A � X (d.h. jedes Element A 2 P(X) der Potenzmenge) alsVereinigung (d.h. als Supremum) von einelementigen Teilmengen, also von _-ir-reduziblen Elementen, darstellbar:A =[ffagjfag � AgIn unendlichen vollst�andigen Verb�anden mu� I_(V ) nicht unbedingt _-dicht sein.Beispielsweise besitzt das bereits erw�ahnte reelle Intervall [0; 1] �uberhaupt keine_-irreduziblen Elemente.1.2.19. De�nition. Eine Teilmenge U des vollst�andigen Verbandes (V;�) hei�t^-Unterhalbverband, falls sie abgeschlossen bez�uglich In�mumbildung ist, fallsalso gilt: A � U )^A 2 UEine gegen Supremumbildung abgeschlossene Teilmenge von V hei�t entspre-chend _- Unterhalbverband. Ist U sowohl gegen Suprema, als auch gegen In�maabgeschlossen, so hei�t U vollst�andiger Unterverband von V .Jeder Unterhalbverband ist wegen 1.2.9 seinerseits wieder vollst�andiger Verband.Es gibt also insbesondere ein gr�o�tes und ein kleinstes Element.Im n�achsten Abschnitt f�uhren wir eine Klasse von Abbildungen in V ein, soda�man jeden ^-Unterhalbverband durch eine solche Abbildung darstellen kann.1.3 H�ullenoperatorenH�ullenoperatoren werden meistens als Abbildungen auf der Potenzmenge einerMengeX eingef�uhrt. Wir gehen hier etwas allgemeiner vor und f�uhren H�ullenope-ratoren auf geordneten Mengen ein. Falls die geordnete Menge ein vollst�andigerVerband ist, so werden wir sehen, da� dann die Menge der H�ullen (das sind dieBilder des H�ullenoperators) einen ^-Unterhalbverband bildet.



1.3. H �ULLENOPERATOREN 111.3.1. De�nition. Sei (X;�) eine (partiell) geordnete Menge. Eine Abbildung
 : X ! X;x 7! 
(x)hei�t H�ullenoperator auf X, falls f�ur alle x; y 2 X gilt:1. x � y ) 
(x) � 
(y) (Monotonie)2. x � 
(x) (Extensivit�at)3. 
(
(x)) = 
(x) (Idempotenz)
(x) hei�t dann die H�ulle oder der Abschlu� von x, oder abgeschlossen.Wir bezeichnen die Menge der H�ullen mitH
 := f
(x)jx 2 XgFalls die betrachtete geordnete Menge X zus�atzlich Verbandsstruktur hat, sobezeichnen wir diese intuitiver mit V . Ist nun (V;�) ein vollst�andiger Verband,so ist die Menge der H�ullen eines H�ullenoperators ein ^-Unterhalbverband. Esgilt sogar:1.3.2. Satz. Sei (V;�) ein vollst�andiger Verband. Dann gilt:Die Abbildung, welche jedem H�ullenoperator 
 die Menge seiner H�ullen H
 zu-ordnet, ist eine Bijektion zwischen der Menge aller H�ullenoperatoren auf V undder Menge aller ^-Unterhalbverb�ande von V .Oder in anderen Worten:1. F�ur jeden H�ullenoperator 
 : V ! V istH
 := 
(V )ein ^-Unterhalbverband.2. F�ur jeden ^-Unterhalbverband H � V ist
H : V ! V; x 7!^fy 2 Hjx � ygein H�ullenoperator.3. F�ur alle H�ullenoperatoren 
 und alle ^-Unterhalbverb�ande H gilt:
(H
) = 
 und H(
H) = HBeweis:1. Wegen der Extensit�at ist 1V � 
(1V ), also ist V ; = 1V = 
(1V ) 2 H
. Sei wei-ter ; 6= A � H
 und sei y := VA. F�ur jedes 
(x) 2 A gilt wegen der Monotonieund der Idempotenz 
(y) � 
(
(x)) = 
(x) und damit 
(y) � VA = y � 
(y).Also ist y = 
(y) 2 H
.



12 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN2. 
H ist monoton, da f�ur x1 � x2 wegen fy 2 Hjx1 � yg � fy 2 Hjx2 � ygfolgende Ungleichung gilt: 
H(x1) = Vfy 2 Hjx1 � yg � Vfy 2 Hjx2 � yg =
H(x2). Die Extensivit�at ist trivial, denn: x � Vfy 2 Hjx � yg = 
H(x). Und dieIdempotenz ebenfalls: 
H(
H(x)) = Vfy 2 Hj
H(x) � yg = 
H(x), weil 
H(x) 2 Hist.3. 
(H
)(x) = Vf
(y) 2 H
jx � 
(y)g. Wegen der ^-Abgeschlossenheit von H
gibt es ein 
(z) 2 H
 mit 
(H
)(x) = 
(z). F�ur dieses 
(z) gilt wegen der Exten-sivit�at von 
: x � 
(z) � 
(x). Wegen Monotonie und Idempotenz von 
 folgtaber 
(x) � 
(
(z)) = 
(z), also 
(z) = 
(x). Wir erhalten 
(H
)(x) = 
(x).Weiter ist H(
H) = f
H(x)jx 2 V g = fVfy 2 Hjx � ygjx 2 V g. Da H ^-abge-schlossen ist, folgt H(
H) � H. F�ur ein x 2 H gilt weiter: Vfy 2 Hjx � yg = x,also ist auch H � H(
H).1.3.3. Beispiel. Sei (X;O) ein topologischer Raum, d.h. X sei eine Menge undO � P(X) die Menge der o�enen Teilmengen von X. Dann ist der OperatorP(X)! P(X); A 7! �A, welcher jeder Teilmenge A von X die abgeschlosseneH�ulle �A zuordnet, ein H�ullenoperator. Die Menge der H�ullen H enth�alt danngenau die abgeschlossenen Teilmengen von X, welche o�ensichtlich abgeschlossenbzgl. Schnittbildung sind.Mit Hilfe des H�ullenoperators k�onnen wir nun das Supremum innerhalb eines^-Unterhalbverbandes angeben:1.3.4. Satz. Jeder ^-Unterhalbverband H eines vollst�andigen Verbandes (V;�)bildet mit � einen neuen vollst�andigen Verband. In�mum und Supremum zu ei-nem A � H sind: ^HA = ^VA_HA = 
H(_VA)Beweis: Das In�mum in H ist gleich dem In�mum in V , da H ^-abgeschlossenist. Das Supremum ist die kleinste obere Schranke von A, also das kleinste x 2 H,mit x � WV A. Wegen der Extensivit�at von 
H gilt WV A � 
H(WV A). Sei weiterWV A � y 2 H, so folgt aus der Monotonie von 
H: 
H(WV A) � 
H(y) = y.1.4 GaloisverbindungenEin weiteres, sehr verbreitetes mathematisches Hilfsmittel, das in der forma-len Begri�sanalyse die zentrale Rolle spielt, sind die Galoisverbindungen. Eineausf�uhrliche, grundlegende Behandlung dieser Strukturen, die auch unter den Na-men residuierte bzw. residuale Abbildungen bekannt sind, �ndet man in [Bly72].



1.4. GALOISVERBINDUNGEN 131.4.1. De�nition. Seien (X;�) und (Y;�) (partiell) geordnete Mengen, undseien ' : X ! Y und  : Y ! X Abbildungen. ('; ) hei�t Galoisverbindungzwischen X und Y , falls gilt:1. ' und  sind antiton:x1 � x2 ) '(x1) � '(x2) und y1 � y2 )  (y1) �  (y2)2.  ' und ' sind extensiv:x �  '(x) und y � ' (y)' und  nennt man dann dualadjungiert.1.4.2. Satz. Seien (X;�) und (Y;�) (partiell) geordnete Mengen, und seien' : X ! Y , sowie  : Y ! X Abbildungen. ('; ) ist genau dann Galoisverbin-dung, wenn gilt: x �  (y), '(x) � yBeweis:")\. Sei ('; ) Galoisverbindung. Wir zeigen, da� dann obige �Aquivalenz gilt:Sei dazu x �  (y). Dann ist wegen der Antitonie von ' und der Extensivit�atvon ' : '(x) � ' (y) � y. Die andere Richtung der �Aquivalenz l�a�t sich analogzeigen."(\. Es gelte obige Bedingung. Aus '(x) � '(x) folgt dann x �  '(x) undaus x1 � x2 folgt mit der eben gezeigten Extensivit�at von  ': x1 �  '(x2), also'(x1) � '(x2). Das hei�t, ' ist antiton. Analog kann man die Extensivit�at von' und die Antitonie von  nachrechnen.1.4.3. Beispiel. Die Galoisverbindung ist benannt nach der Galoistheorie, dieals erstes eine solche Struktur behandelte: Die Abbildungen zwischen der Mengealler Zwischenk�orper einer galoisschen K�orpererweiterung und den Untergruppender Galoisgruppe bilden n�amlich eine Galoisverbindung.1.4.4. Satz. Seien X, Y (partiell) geordnete Mengen, und sei ('; ) Galoisver-bindung zwischen X und Y . Dann gilt:1. ' = ' ' und  =  ' 2.  ' und ' sind H�ullenoperatoren auf X und Y .3. F�ur die H�ullen von  ' bzw. von ' gilt: H ' =  (Y ) und H' = '(X).4. 'j (Y ) und  j'(X) sind zueinander inverse (Ordnungs-) Antiisomorphismenzwischen  (Y ) und '(X). Das hei�t 'j (Y ) und  j'(X) sind zueinander invers,und f�ur x1; x2 2  (Y ) gilt: x1 � x2 , '(x1) � '(x2).



14 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGENBeweis:1. Mit y := '(x) und der Extensivit�at von ' erh�alt man '(x) = y � ' (y) =' '(x). Andererseits gilt wegen der Extensivit�at von  ': x �  '(x). Aus derAntitonie von ' folgt dann '(x) � ' '(x). Insgesamt erhalten wir ' = ' '. =  ' l�a�t sich analog zeigen.2. Die Abbildungen  ' und ' sind monoton (z.B.: x1 � x2 ) '(x1) � '(x2)) '(x1) �  '(x2)). Extensivit�at ist nach De�nition gegeben, und die Idempotenzfolgt aus (1) (z.B.  ' ' =  ').3. Nach De�nition ist H ' =  '(X). Da '(X) � Y ist, gilt: H ' �  (Y ).Wegen (1) und  (Y ) � X gilt aber auch:  (Y ) =  ' (Y ) �  '(X) = H '.H' = '(X) gilt analog.4. Trivialerweise gilt '( (Y )) � '(X) und  ('(X)) �  (Y ).Sei x 2  (Y ), d.h. x =  (y) f�ur ein y 2 Y . Dann gilt:  '(x) =  ' (y) = (y) = x. Analog gilt: ' (y) = y f�ur ein y 2 '(X). Also sind 'j (Y ) und  j'(X)zueinander invers.Falls x1 � x2 ist, so folgt aus der Antitonie von ': '(x1) � '(x2). Ist umgekehrt'(x1) � '(x2), so folgt aus der Antitonie von  : x1 =  '(x1) �  '(x2) = x2.1.4.5. Folgerung. Sind X und Y vollst�andige Verb�ande, so sind '(X) und (Y ) ^-Unterhalbverb�ande, und demnach { mit geeigneten Suprema { auchvollst�andige Verb�ande.Es stellt sich nun die Frage, wann zu einer Abbildung ' : X ! Y zwischen ge-ordneten Mengen eine Dualadjungierte existiert, d.h. eine Abbildung  : Y ! X,soda� ('; ) eine Galoisverbindung ist.1.4.6. De�nition. Eine Abbildung ' : X ! Y zwischen (partiell) geordnetenMengen hei�t Galoisabbildung, falls eine dualadjungierte Abbildung 'd : Y ! Xexistiert, d.h. eine Abbildung, so da� (';'d) Galoisverbindung ist.1.4.7. Satz. Seien X;Y (partiell) geordnete Mengen und ' : X ! Y eine Abbil-dung. Dann gilt:1. ' ist genau dann eine Galoisabbildung, wenn das Urbild jedes Haupt�lters einHauptideal ist.2. Sind X und Y vollst�andige Verb�ande, so ist ' genau dann Galoisabbildung,wenn f�ur jede Teilmenge A � X gilt:'(_A) =^'(A)3. Ist ' Galoisabbildung, so ist die Dualadjungierte eindeutig bestimmt durch'd(y) :=_'�1([y)) =_fx 2 Xj'(x) � yg:



1.4. GALOISVERBINDUNGEN 15Beweis:1. "(\. F�ur ' sei das Urbild jedes Haupt�lters ein Hauptideal. Dann ist f�urjedes y 2 Y die Menge Fy := '�1([y)) = fx 2 Xj'(x) � yg ein Hauptide-al. Jedes Hauptideal hat aber ein Maximum, dieses ist dann gleich dem Supre-mum. Mit 'd(y) := WFy gilt also: Fy = ('d(y)]. Insgesamt gelten damit folgende�Aquivalenzen (f�ur x 2 X, y 2 Y beliebig): x � 'd(y) , x 2 Fy , '(x) � y.Also ist (';'d) nach 1.4.2 eine Galoisverbindung.")\. Sei ('; ) Galoisverbindung. Zu y 2 Y ist das Urbild von [y) gleich der Men-ge fx 2 Xj'(x) � yg. Dies ist aber nach 1.4.2 gleich fx 2 Xjx �  (y)g = ( (y)],ist also ein Hauptideal.2. "(\. Es gelte die obige Bedingung. Betrachte f�ur y 2 Y das Urbild des Haupt-�lters: Fy := '�1 ([y)). F�ur dessen Supremum gilt: '(WFy) = V'(Fy) � y. Alsofolgt aus x � WFy wegen '(WFy) = '(x _WFy) = '(x) ^ '(WFy) die Unglei-chung y � '(WFy) � '(x). Das hei�t, f�ur jedes x � WFy gilt: x 2 Fy. Und damitist Fy = (WFy] ein Hauptideal. Nach (1) ist ' demnach eine Galoisabbildung.")\. Sei ('; ) Galoisverbindung, und A � X beliebige Teilmenge. Wir zeigendie Behauptung wieder mit Hilfe des Kriteriums 1.4.2:y �^'(A) , y � '(x) 8x 2 A,  (y) � x 8x 2 A,  (y) �_A, y � '(_A)3. Da� die angegebene Funktion 'd wohlde�niert ist und mit ' eine Galoisver-bindung bildet, haben wir bereits in (1) gezeigt. Falls  : Y ! X eine weitereAbbildung ist, die mit ' eine Galoisverbindung bildet, so gilt nach 1.4.2 f�ur alley 2 Y :  (y) = Wfx 2 Xjx �  (y)g = Wfx 2 Xj'(x) � yg = 'd(y), d.h. dieDualadjungierte ist eindeutig bestimmt.H�au�g werden die Galoisverbindungen auch anders eingef�uhrt, indem man an-statt (Y;�) die dual geordnete Menge (Y;�)d betrachtet. Wir nennen solcheAbbildungen hier residuierte Abbildungen: Eine residuierte Abbildung ist eineAbbildung ' : X ! Y f�ur die das Urbild eines Hauptideals ein Hauptideal ist. Invollst�andigen Verb�anden sind das dann die _-erhaltenden Abbildungen. Es gibtdann genau eine zu ' residuale Abbildung  : Y ! X:1.4.8. Satz. Seien X und Y vollst�andige Verb�ande. Zu jeder _-erhaltenden Ab-bildung ' : X ! Y gibt es genau eine ^-erhaltende Abbildung  : Y ! X mitx �  (y), '(x) � y:' und  bestimmen sich gegenseitig durch'(x) = ^fy 2 Y j (y) � xg und  (y) =_fx 2 Xj'(x) � yg:Weiter sind dann 'j (Y ) und  j'(X) zueinander inverse Ordnungsisomorphismenzwischen  (Y ) und '(X).



16 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGENBeweis: Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus den vorherigen S�atzen. Manbetrachte lediglich statt ' und  die dualen Abbildungen '0 : X ! Y d und 0 : Y d ! X, welche dann eine Galoisverbindung bilden.1.5 HalbringeWir werden im Verlauf dieser Arbeit immer wieder ein Standardbeispiel betrach-ten: die Fuzzykontexte. Um diese de�nieren zu k�onnen, ben�otigen wir die Fuzzy-Algebra, das ist eine mathematische Struktur, die auf einer abgeschw�achten Ver-sion des Rings beruht. Deshalb geben wir hier kurz an, was wir unter einemHalbring verstehen. Zum ausf�uhrlicheren Studium dieser abgeschw�achten alge-braischen Struktur kann ich [HeWe93] empfehlen.1.5.1. De�nition. Eine Halbgruppe ist ein Paar (G; �), bestehend aus einer Men-ge G und einer assoziativen Verkn�upfung � : G � G ! G. Ist � zus�atzlich nochkommutativ, so ist (G; �) eine kommutative Halbgruppe.Die Eigenschaften linksneutral, linksabsorbierend und linksk�urzbar werden wie inder Algebra �ublich verwendet. Ebenso die entsprechenden "rechtsseitigen\ Be-gri�e.Enth�alt eine Halbgruppe sowohl ein linksneutrales Element el, als auch ein rechts-neutrales Element er, so stimmen beide wegen er = el � er = el �uberein und sindeindeutig. Dieses Element nennen wir dann neutrales Element der Halbgruppe.Eine analoge Aussage gilt f�ur links- / rechtsabsorbierende Elemente ol und or,da ol = ol � or = or ist. Auch das absorbierende Element ist eindeutig, sofern esexistiert.Kommutative Halbgruppen schreibt man oft additiv, d.h. man verwendet als Ver-kn�upfung +, anstatt mit �. Wir bezeichnen additive kommutative Halbgruppen(G;+) auch als Halbmodul. In Halbmoduln bezeichnet man das neutrale Element{ sofern es existiert { �ublicherweise als Null und schreibt daf�ur 0.Ist beispielsweise (V;^;_) ein Verband, so k�onnen wir (V;_) als Halbmodul anse-hen. Ist der Verband vollst�andig, so sind dann auch unendliche Summen m�oglich.Wir de�nieren also Halbmoduln, in denen unendliche Summen erlaubt sind, wiefolgt:1.5.2. De�nition. Ein vollst�andiger �-Halbmodul ist ein Halbmodul (M;+), inwelchem f�ur jede Familie (ai)i2I �uberM die SummePi2I ai existiert. Insbesonde-re soll auch die Summe �uber die leere Familie ; := (ai)i2; existieren. Desweiterenfordern wir f�ur eine beliebige Partition I = _[j2JIj von I:Xi2I ai =Xj2J (Xi2Ij ai)



1.5. HALBRINGE 17Wir haben hier nicht genau angegeben, was P ist { es m�u�te allerdings klarsein, was mit diesem Symbol gemeint ist. F�ur eine exaktere De�nition lese manin [HeWe93] das Kapitel IV. Hier werden unendliche Summen als �-Algebreneingef�uhrt und eine Reihe von Axiomen aufgestellt. In De�nition 3.1 auf Seite 226wird dann der �-Halbmodul, und speziell der vollst�andige �-Halbmodul de�niert.Im vollst�andigen �-Halbmodul existiert immer ein neutrales Element 0 =Pi2; ai,und f�ur eine beliebige Indexmenge I gilt:Pi2I 0 = 0.Weiter bezeichnen wir ein Halbmodul (M;+) als nullsummenfrei, falls f�ur je zweiElemente a; b 2 M aus a+ b = 0 bereits a = b = 0 folgt. Ist (M;+) nullsummen-freier, vollst�andiger �-Halbmodul, so gilt f�ur jede Familie (ai)i2I �uber M :Xi2I ai = 0) ai = 0 f�ur alle i 2 I1.5.3. Beispiel. Ist (V;^;_) vollst�andiger Verband, so ist (V;_) auch vollst�an-diger �-Halbmodul. Dieser ist nullsummenfrei. Ferner wissen wir, da� die Su-premumbildung idempotent ist, also gen�ugt es hier, anstatt der Summe �uberFamilien (ai)i2I , lediglich Summen �uber Mengen zu betrachten:Xi2I ai :=_i2I ai =_fai; i 2 Ig1.5.4. De�nition. Ein Halbring ist ein Tripel (R;+; �), bestehend aus einerMenge R und zwei Verkn�upfungen, der Addidtion + : R � R ! R, sowie derMultiplikation � : R �R! R. Weiterhin gelte:1. (R;+) ist Halbmodul.2. (R; �) ist Halbgruppe.3. Es gelten die Distributivgesetze: (Sei a; b; c 2 R beliebig.)(a+ b) � c = a � c+ b � ca � (b+ c) = a � b+ a � cIst (R; �) zus�atzlich noch kommutativ, so hei�t der Halbring auch kommutativ.In Halbringen rechnen wir nach der �ublichen Regel "Punkt vor Strich\, d.h. fallsnicht ausdr�ucklich durch Klammern etwas anderes verlangt wird, f�uhren wir stetszuerst Multiplikationen aus, und anschlie�end Additionen.Hat (R; �) ein neutrales Element, so bezeichnen wir dieses mit 1, und der Halbringhei�t dann Halbring mit Eins. Falls (R;+) ein neutrales Element 0 hat, so mu�dieses nicht unbedingt absorbierend bez�uglich der Multiplikation sein (d.h. eskann Elemente a 2 R geben mit 0 � a 6= 0 oder a � 0 6= 0). Gilt dies dennoch, sosagen wir, der Halbring habe eine absorbierende Null.Ist der Halbmodul (R;+) vollst�andiger �-Halbmodul, so k�onnen wir entsprechendde�nieren:



18 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN1.5.5. De�nition. Ein vollst�andiger �-Halbring ist ein Halbring (R;+; �), miteinem vollst�andigen �-Halbmodul (R;+), wobei zus�atzlich noch die allgemeineDistributivit�at gefordert wird:Sind (ai)i2I und (bj)j2J Familien �uber R, so gilt:(Xi2I ai) � (Xj2J bj) = X(i;j)2I�J ai � bjIn einem vollst�andigen �-Halbring ist das Nullelement stets absorbierend.Unter einem R-Linksmodul versteht man �ublicherweise ein Modul (M;+), das�uber eine Verkn�upfung � : R �M !M mit einem Ring (R;+; �) verbunden ist.Diese Verkn�upfung � erf�ullt dabei gewisse Gesetze. Auch diesen Begri� kann manin nat�urlicher Weise auf Halbringe und Halbmoduln verallgemeinern:1.5.6. De�nition. Es sei (R;+; �) ein Halbring und (M;+) ein Halbmodul. DasTripel (M;+; �) hei�t dann R-Linkshalbmodul, falls mit der skalaren Multiplika-tion � : R �M !M folgende Gesetze gelten:1. das Assoziativgesetz: (r1 � r2) � a = r1 � (r2 � a)2. die Distributivgesetze: (r1 + r2) � a = r1 � a+ r2 � ar � (a+ b) = r � a+ r � b(Wobei r; r1; r2 2 R und a; b 2 M beliebig sind.) Der Halbring (M;+; �) hei�tweiterhin unit�ar, falls R eine Eins 1R hat, und1R � a = af�ur alle a 2M erf�ullt ist.Ist R kommutativ, so sagen wir auch einfach R-Halbmodul anstatt R-Linkshalb-modul und de�nieren: a � r := r � a.Auch f�ur R-(Links-)Halbmoduln k�onnen wir unendliche Summen betrachten: Istn�amlich (M;+) zus�atzlich vollst�andiger �-Halbmodul, so hei�t M vollst�andiger�- (Links-)halbmodul �uber R, oder vollst�andiger R-�-(Links-)Halbmodul, fallsdas Operatoraxiom gilt:Ist (ai)i2I Familie �uber M so gilt f�ur jedes r 2 R:r � (Xi2I ai) =Xi2I r � aiIm Falle, da� auch (R;+; �) vollst�andiger �-Halbring ist, fordern wir noch allge-meiner f�ur eine Familie (ri)i2I �uber R und eine Familie (aj)j2J �uber M :(Xi2I ri) � (Xj2J aj) = X(i;j)2I�j ri � aj



Kapitel 2Verallgemeinerter Kontext undBegri�Nachdem wir die n�otigen mathematischen Grundlagen zusammengestellt haben,k�onnen wir uns nun dem eigentlichen Thema dieser Arbeit widmen, der formalenBegri�sanalyse.Es gibt bereits einige einf�uhrende Literatur zu diesem Gebiet (z.B. [GaWi96],[KeLe97]). Deshalb verzichte ich hier auf Motivationen und ausf�uhrliche Beispie-le, und m�ochte vielmehr die Vorteile der Verallgemeinerungen darstellen, die indieser Arbeit neu eingef�uhrt werden. Anstatt { wie bisher �ublich { Kontexte nur�uber Potenzmengen zu betrachten, f�uhren wir in diesem Kapitel Kontexte undBegri�e auf geordneten Mengen bzw. vollst�andigen Verb�anden ein, und erl�auterndie Analogie zur bisher �ublichen De�nition.2.1 De�nition2.1.1. De�nition. Ein Tripel K = (X;Y; ') hei�t verallgemeinerter Kontextoder Ordnungskontext, falls (X;�) und (Y;�) geordnete Mengen sind, und falls' : X ! Y eine Galoisabbildung ist. Weiter hei�t K Verbandskontext, falls X undY vollst�andige Verb�ande sind1 , und Potenzmengenkontext, falls X = P(G) undY = P(M) Potenzmengen sind.Wir bezeichnen x0 := '(x) als die Ableitung von x 2 X und y0 := 'd(y) als dieAbleitung von y 2 Y . ('d ist die Dualadjungierte zu ', siehe 1.4.6.)1Ich nenne einen Ordnungskontext �uber einem vollst�andigen Verband nicht "vollst�andigerVerbandskontext\, was zwar die De�nition besser umschreiben w�urde, allerdings u.U. zu Ver-wechsungen mit vollst�andigen mehrwertigen Kontexten f�uhren k�onnte. (siehe Kapitel 3)19



20 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFF2.1.2. Folgerung. Im Ordnungskontext K = (X;Y; ') seien x; x1; x2 2 X undy; y1; y2 2 Y . Dann gilt:1. x1 � x2 ) x02 � x012. x � x003. x0 = x0004. x � y0, y � x0 1'. y1 � y2 ) y02 � y012'. y � y003'. y0 = y000Ist K Verbandskontext, so gelten zus�atzlich f�ur A � X und B � Y :5. (WA)0 = Vfx0jx 2 Ag 5'. (WB)0 = Vfy0jy 2 BgBeweis: Diese Aussagen folgen aus der De�nition der Galoisverbindung (1.4.1),sowie den S�atzen 1.4.4, 1.4.2 und 1.4.7.2.1.3. Beispiel. Der klassische formale Kontext (nach [GaWi96]):Der klassische Kontext wird meist als Tripel K = (G;M; I) de�niert mit zweiMengen G und M und einer sogenannten Inzidenzrelation I � G � M . DieAbleitungen f�ur Teilmengen A 2 P(G) und B 2 P(M) sind dann gegeben alsA0 := fm 2M j(g;m) 2 I; 8g 2 AgB0 := fg 2 Gj(g;m) 2 I; 8m 2 BgWir k�onnen mit ' : P(G)! P(M); A 7! A0 : P(M)! P(G); B 7! B 0eine Galoisverbindung zwischen den beiden Potenzmengen de�nieren (siehe Be-weis), haben also zu K einen Potenzmengenkontext (P(G);P(M); ') mit glei-chen Ableitungsfunktionen. Umgekehrt gibt es zu jedem PotenzmengenkontextK = (P(G);P(M); ') einen klassischen Kontext (G;M; I) mitI � G �M; (g;m) 2 I :, m 2 '(fgg);der die gleichen Ableitungsfunktionen hat (Beweis, Teil 2). Man kann also sagen,die klassischen Kontexte sind genau die Potenzmengenkontexte.Beweis:1. Gegeben sei ein klassischer Kontext (G;M; I) und ',  seien wie oben de�-niert. Wir zeigen, da� dann ('; ) eine Galoisverbindung ist:Sei A 2 P(G) und B 2 P(M). B � '(A) = fm 2 M j(g;m) 2 I; 8g 2 Aggilt genau dann, wenn A� B � I ist, und genauso ist A �  (B) �aquivalent zuA�B � I. Nach 1.4.2 ist also ('; ) eine Galoisverbindung.



2.1. DEFINITION 212. Es sei ein Potenzmengenkontext (P(G);P(M); ') gegeben. Zeige, da� die Ab-leitungen des klassischen Kontextes (G;M; I) gleich ' bzw. gleich 'd sind:Sei dazu A 2 P(G). Dann ist A0 = fm 2 M j(g;m) 2 I; 8g 2 Ag. Abernach De�nition liegt (g;m) genau dann in I, wenn m 2 '(fgg) ist. Da ' aberGaloisverbindung ist, gilt wegen 1.4.7(2) m 2 Tg2A '(fgg) genau dann, wennm 2 '(Sg2Afgg) = '(A). Also ist A0 = '(A). Dual zeigt man B 0 = 'd(B).Die Theorie der Galoisverbindungen (siehe 1.4.4) legt folgende De�nition vonBegri�en nahe:2.1.4. De�nition. Sei K = (X;Y; ') ein verallgemeinerter Kontext. Ein Paarvon Elementen (x; y) 2 X � Y hei�t Begri� in K, falls gilt:x0 = y und y0 = xx hei�t dann der Begri�sumfang und y der Begri�sinhalt von (x; y). Die Mengealler Begri�e in K bezeichnen wir mit B(K). Sie ist geordnet mittels(x1; y1) � (x2; y2) :, x1 � x2:(x1; y1) hei�t dann Unterbegri� von (x2; y2) und (x2; y2) Oberbegri� von (x1; y1).2.1.5. Bemerkung.1. B(K) = f(x00; x0)jx 2 Xg = f(y0; y00)jy 2 Y g � 'd(Y )� '(X)2. Seien (x1; y1) und (x2; y2) Begri�e. Dann gilt(x1; y1) � (x2; y2), x1 � x2 , y1 � y2:Beweis:1. Jedes (x00; x0) mit x 2 X ist wegen 1.4.4(1) ein Begri�. (Es gilt (x00)0 = x0und (x0)0 = x00.) Umgekehrt gilt f�ur jeden Begri� (x; y): x00 = y0 = x, also ist(x; y) = (x00; x0). Wir haben gezeigt, da� B(K) = f(x00; x0)jx 2 Xg gilt. Analogkann man B(K) = f(y0; y00)jy 2 Y g zeigen. Und B(K) � 'd(Y ) � '(X) ist einedirekte Folgerung aus diesen beiden Aussagen.2. Die erste �Aquivalenz ist die De�nition der Ordnung in B(K), und die zweite�Aquivalenz gilt, weil die Ableitung einen Antiisomorphismus zwischen 'd(Y ) und'(X) bildet (siehe 1.4.4(4)).2.1.6. Satz. Die Vorschrift (x; y) 7! xde�niert einen Ordnungsisomorphismus zwischen B(X;Y; ') und 'd(Y ).



22 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFFBeweis: Wegen x = y0 = 'd(y) ist x 2 'd(Y ).Die Umkehrabbildung ist de�niert durch x 7! (x; x0). (F�ur x 2 'd(Y ) gibt esein y 2 Y , soda� x = y0 gilt. Also ist (x; x0) = (y0; y00) ein Begri�.) Die beidenAbbildungen sind zueinander invers, da die Gleichheit der Begri�e bereits ausder Gleichheit der Begri�sinhalte folgt. Weiter gilt (x1; y1) � (x2; y2), x1 � x2nach De�nition der Ordnung, also haben wir einen Ordnungsisomorphismus.Ebenso ist durch (x; y) 7! y ein Ordnungsantiisomorphismus zwischenB(X;Y; ')und '(X) de�niert.Wir bezeichnen zwei Kontexte als isomorph, falls die Begri�smengen isomorphsind:2.1.7. De�nition. Seien K i = (Xi; Yi; 'i) f�ur i = 1; 2 zwei verallgemeinerteKontexte. K1 hei�t isomorph zu K2, kurz K1 �= K2, falls es einen Ordnungsiso-morphismus zwischen B(K1) und B(K2) gibt.Die interessanteren Kontexte sind �uber vollst�andigen Verb�anden X und Y de�-niert. F�ur diese Verbandskontexte haben wir eine weitere wichtige Aussage:2.1.8. Satz. Sei K = (X;Y; ') ein Verbandskontext. Dann ist B(K) ein voll-st�andiger Verband. In�mum und Supremum sind f�ur eine Menge von Begri�enf(xi; yi)ji 2 Ig �B(K) (mit bel. Indexmenge I) gegeben durch:V(xi; yi) = (Vxi; (Vxi)0) = (Vxi; (W yi)00)W(xi; yi) = ((V yi)0;V yi) = ((Wxi)00;Vyi)Beweis: B(K) ist isomorph zum vollst�andigen Verband 'd(Y ), also ebenfallsvollst�andiger Verband (siehe 1.4.5). Aufgrund von 2.1.6 und der ^-Abgeschlos-senheit von 'd(Y ) ist V(xt; yt) wie angegeben. (Das zweite Gleichheitszeichenfolgt aus 1.4.7(2).)Die duale Aussage zu 2.1.6 (B(K) ! '(X); (x; y) 7! y ist Ordnungsantiisomor-phismus) liefert zusammen mit der ^-Abgeschlossenheit von '(X) die Formel f�urW(xt; yt).2.2 Beispiel: FuzzykontexteEin Beispiel verallgemeinerter Kontexte sind die L-Fuzzy-Kontexte, wie sie SilkeUmbreit in [Um94] einf�uhrt. Um dieses Beispiel verstehen zu k�onnen, brauchtman kein breites Grundwissen aus der Theorie unscharfer Mengen, auch wenndies nicht schaden w�urde. Eine umfassende Einf�uhrung in die Fuzzy-Theorie istbeispielsweise [KlYu95].



2.2. BEISPIEL: FUZZYKONTEXTE 23Wir ben�otigen hier vielmehr die Fuzzy-Algebra, eine selbst in diesem Spezialge-biet der Mathematik relativ unbekannte { in meinen Augen aber �au�erst interes-sante und vielversprechende { mathematische Struktur:2.2.1. De�nition. (L;^;_; �;!) hei�t Fuzzy-Algebra2 , falls gilt:1. (L;^;_) ist vollst�andiger Verband mit 1 := WL und 0 := VL2. (L;_; �) ist kommutativer, vollst�andiger �-Halbring mit 1 als Einselement,d.h. es gilt zus�atzlich zu (1):� Die Multiplikation � ist assoziativ und kommutativ� Es gilt das allgemeine Distributivgesetz: F�ur alle A � L und B � L gilt(WA) � (WB) = Wfa � bja 2 A; b 2 Bg� 1 ist neutrales Element bzgl. �, d.h. 8a 2 L : 1 � a = a3. a! b := Wfcjc � a � bg2.2.2. Beispiel. Verwenden wir den in der Theorie unscharfer Mengen bekann-teren Begri� der t-Norm { eine assoziative, monotone und symmetrischeFunktion� : [0; 1] � [0; 1] ! [0; 1], mit � (1; a) = a f�ur alle a 2 [0; 1] { so kann man eineFuzzy-Algebra wie folgt erzeugen: Sei � eine linksseitig partiell stetige t-Norm,d.h. zus�atzlich gelte � (a; sup bi) = sup � (a; bi), und sei L � [0; 1]. Wir erhaltenmit Hilfe der sogenannten � - Konjunktion!� (a; b) := supfc 2 Lj� (a; c) � bgeine Fuzzy-Algebra (L;^;_; �;!):� a ^ b := min(a; b)� a _ b := max(a; b) � a � b := � (a; b)� (a! b) := !� (a; b)Hier sind einige einfache Eigenschaften von (L;^;_; �;!), die wir ben�otigen wer-den. Es sei dabei im folgenden (L;^;_; �;!) stets eine Fuzzy-Algebra.2.2.3. Hilfssatz. Seien a; a1; a2; b 2 L.1. (L;_; �) ist geordnet, d.h. _ und � sind vertr�aglich mit der Ordnung:a1 � a2 ) a1 _ b � a2 _ ba1 � a2 ) a1 � b � a2 � b2. Die Null 0 := VL im Halbring (L;_; �)ist absorbierend:0 � a = 02Umbreit verweist hierbei auf [We78]



24 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFFBeweis:1. Die Vertr�aglichkeit von _ mit der Ordnung ist trivial, da _ der Supremum-Operator des Verbandes ist. F�ur die Multiplikation gilt:a1 � a2 , a1 _ a2 = a2) (a1 _ a2) � b = a2 � b, a1 � b _ a2 � b = a2 � b, a1 � b � a2 � b2. Die Null ist wie angegeben, denn f�ur alle a 2 L ist a _ VL = a. Weiter gilt:0 � 1 = 0, da 1 das neutrale Element bzgl. der Multiplikation ist. Also folgt f�urjedes a 2 L wegen der Vertr�aglichkeit von � mit der Ordnung: 0 �a � 0 �1 = 0.F�ur den Pfeiloperator gilt folgende wichtige Aussage:2.2.4. Satz. F�ur a; b; c 2 L gilt:a � b � c, a � b! cBeweis: b! c ist de�niert als das Supremum aller a mit a � b � c. Die Richtung")\ gilt also nach De�nition.Sei nun a � b! c. Dann ist a � b � (b! c) � b = (Wf~aj~a � b � cg) � b. Wegen derDistributivit�at ist letzteres aber gleich Wf~a � bj~a � b � cg � c. Also gilt auch dieR�uckrichtung obiger �Aquivalenz.Mit Hilfe dieser �Aquivalenz k�onnen wir f�ur den Pfeiloperator weitere Eigenschaf-ten beweisen:2.2.5. Hilfssatz. Seien a; a1; a2; b; b1; b2; c 2 L.1. a! b = 1, a � b2. 1! a = a3. a! (b! c) = (a � b)! c = b! (a! c)4. b1 � b2 impliziert a! b1 � a! b2 und5. a1 � a2 impliziert a2 ! b � a1 ! bBeweis: Diese Aussagen folgen alle aus 2.2.4:1. Es gilt: 1 � a! b, 1 � a � b, a � b2. Dies folgt aus: x � 1! a, x � 1 � a, x � a3. Es gilt: x � a! (b! c) , x � a � b! c, x � a � b � c, x � (a � b)! cDie zweite Gleichheit folgt aus der Kommutativit�at von �.



2.2. BEISPIEL: FUZZYKONTEXTE 254. Aus b1 � b2 und x � a! b1 folgt x � a � b1 � b2 und weiter x � a! b2.5. Sei a1 � a2. Dann folgt aus x � a2 ! b, x � a2 � b wegen der Vertr�aglichkeitvon � mit der Ordnung: x � a1 � b, x � a1 ! b.Weiterhin ist der Pfeiloperator in folgendem Sinne vertr�aglich mit den In�mum-und Supremum-Operatoren:2.2.6. Hilfssatz. Seien a; ai; b; bi 2 L, i 2 I, wobei I eine beliebige Indexmengeist. Dann gilt:1. a! (V bi) = V(a! bi)2. (W ai)! b = V(ai ! b)3. W(a! bi) � a! (W bi)4. W(ai ! b) � (V ai)! bBeweis: Auch diese Aussagen beweisen wir mit Hilfe von 2.2.4:1. F�ur jedes x 2 L sind folgende Aussagen �aquivalent:x � a! (^ bi)x � a � ^ bix � a � bi 8ix � a! bi 8ix � ^(a! bi)2. Dies beweisen wir �ahnlich. Wir ben�otigen jedoch zus�atzlich noch die Ver-tr�aglichkeit von � und _ (Distributivit�at), welche wir ja in der De�nition geforderthaben: x � (_ ai)! bx � (_ ai) � b_(x � ai) � bx � ai � b 8ix � ai ! b 8ix �^(ai ! b)3. Jedes bi, i 2 I ist kleiner als W bi, also ist auch a ! bi � a! (W bi), worausdie Behauptung folgt.4. Der Beweis dieser Aussage geht genauso einfach wie (3).Die Fuzzy-Algebra ist eine recht interessante Struktur, die in vielen Gebietender unscharfen Mathematik Anwendungen �ndet. Zum Beispiel kann man eineFuzzy-Algebra als unscharfe Logik interpretieren:



26 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFF2.2.7. De�nition. Wir ordnen jeder logischen Aussage A einen Quasiwahrheits-wert [A] 2 L zu. Dabei gelten f�ur die Aussagen A, B mit den Quasiwahrheits-werten a := [A] und b := [B]:� [A ^ B] := a ^ b � [A _B] := a _ b � [A) B] := a! bFalls notwendig, kann man zus�atzlich noch eine Negation wie folgt de�nieren:� [:A] := a! 0Seien weiter Ai, i 2 I logische Aussagen (f�ur eine beliebige Indexmenge I), mitden Quasiwahrheitswerten ai := [Ai], so k�onnen wir auch die logischen Quantoren"f�ur alle\ und "es existiert\ einf�uhren:� [8i 2 I : Ai] := î2I ai � [9i 2 I : Ai] :=_i2I aiDesweiteren ist es m�oglich, mit Hilfe der Fuzzy-Algebra einen unscharfen Potenz-mengenverband �uber einer Grundmenge X zu de�nieren:2.2.8. De�nition. Sei X eine Grundmenge. Eine L-Fuzzy-Teilmenge A von Xist de�niert als eine Abbildung von X nach L. Die Menge aller solchen Abbil-dungen PL(X) := LX = fA : X ! Lg hei�t die L-Fuzzy-Potenzmenge vonX.F�uhren wir den Quasiwahrheitswert der Aussage "A ist L-Fuzzy-Teilmenge vonB\ f�ur A;B 2 PL(X) wie folgt ein[A �L B] := x̂2X(A(x)! B(x));so erhalten wir:2.2.9. Satz. PL(X) bildet zusammen mit der OrdnungsrelationA � B :, [A �L B] = 1, A(x) � B(x); 8x 2 X:einen vollst�andigen Verband. Schnitt und Vereinigung von L-Fuzzy-Mengen, d.h.In�mum und Supremum sind gegeben durch:(\Ai)(x) = ^Ai(x)([Ai)(x) = _Ai(x)



2.2. BEISPIEL: FUZZYKONTEXTE 27Beweis: Zun�achst gilt wegen 2.2.5(1):[A �L B] = 1 , 1 = x̂2X(A(x)! B(x)), 1 = A(x)! B(x) 8x 2 X, A(x) � B(x) 8x 2 XUm zu veri�zieren, da� � eine Ordnungsrelation ist, rechnet man die Re
exi-vit�at, Antisymmetrie und die Transitivit�at nach. Diese folgen alle direkt aus derDe�nition und aus der Tatsache, da� (L;�) eine geordnete Menge ist.Da (L;^;_) der vollst�andige Verband zu � ist, sind Schnitt und Vereinigung vonL-Fuzzy-Mengen wie angegeben und deshalb ist auch PL(X) ein vollst�andigerVerband.Wir k�onnen PL(X) auch eine Halbmodulstruktur geben, indem wir das skalareProdukt � : L�PL(X)! PL(X) mit (l � A)(x) := l � A(x);de�nieren. Dies werden wir ausnutzen, um Fuzzy-Teilmengen darzustellen.2.2.10. Hilfssatz. Sei X Grundmenge. Dann ist (PL(X);[; �) ein L-�-Halb-modul.Beweis: Dies ist durch einfaches Nachrechnen der De�nition (siehe Seite 18) leichteinsehbar. Insbesondere ist (PL(X);[) ein �-Halbmodul.F�ur a 2 X de�nieren wir schlie�lich die einelementige Mengea : X ! L; x 7! ( 1 falls a = x0 sonst ;und k�onnen somit jede Fuzzy-Menge A 2 PL(X) als Linearkombination einele-mentiger Mengen darstellen: A = [x2XA(x) � xWir bezeichnen hierbei aus Gr�unden der besseren Lesbarkeit die einelementigenMengen identisch mit den Elementen aus X. Sind keine Verwechslungen m�oglich,so schreiben wir oft auch + anstatt [, und lassen meist den Punkt � f�ur dieskalare Multiplikation weg. Weiterhin k�onnen wir uns bei der Darstellung vonA als Linearkombination auf den Tr�ager von A beschr�anken, das hei�t auf dieMenge T (A) := fx 2 XjA(x) 6= 0g



28 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFFWir haben relativ kurz und trocken die Fuzzy-Algebra analysiert und deren An-wendung als unscharfe Logik oder zur De�nition unscharfer Mengen betrachtet.Damit k�onnen wir nun ein nicht triviales Beispiel eines Verbandskontextes her-leiten:Einen Verbandskontext haben wir als eine Galoisverbindung zwischen zwei voll-st�andigen Verb�anden de�niert. Als vollst�andige Verb�ande k�onnen wir nun { an-statt der Potenzmengen von G und M im klassischen Kontext { die L-Fuzzy-Potenzmengen verwenden. Wir ben�otigen daher lediglich eine Galoisverbindungzwischen PL(G) und PL(M).2.2.11. Satz. Seien G und M Mengen, und R eine L-Fuzzy-Relation zwischenG und M , d.h. R 2 PL(G � M). Dann de�nieren folgende Abbildungen eineGaloisverbindung:' : PL(G)! PL(M) mit '(A)(m) := ĝ2G(A(g)! R(g;m)) : PL(M)! PL(G) mit  (B)(g) := m̂2M(B(m)! R(g;m))(Die Fuzzy-Menge '(A) ist eine Abbildung vonM nach L, wir de�nieren sie also,indem wir den Wert der Abbildung f�ur beliebige m 2M angeben. Auf die gleicheWeise ist auch die De�nition von  (B) zu verstehen.)Beweis: Wir zeigen: A �  (B), B � '(A) (Kriterium 1.4.4).Sei A �  (B). Nach De�nition von � gilt dies genau dann, wenn f�ur alle g 2 Gdie Ungleichung A(g) �  (B)(g) erf�ullt ist. Setzen wir die De�nition von  ein,so gilt A �  (B) genau dann, wenn f�ur alle g 2 G und f�ur alle m 2M gilt:A(g) � B(m)! R(g;m)Diese Gleichung ist �aquivalent zuA(g) � B(m) � R(g;m)Aufgrund der Kommutativit�at von � kann man nun A(g) und B(m) vertauschen,und die Beweisschritte zur�uckverfolgen.B(m) � A(g) � R(g;m)B(m) � A(g)! R(g;m)Verwenden wir die De�nition von ', so gelten obige Gleichungen genau dann,wenn f�ur alle m 2 M gilt: B(m) � '(A)(m). Dies ist schlie�lich nach De�nitionvon � �aquivalent zu B � '(A).



2.2. BEISPIEL: FUZZYKONTEXTE 292.2.12. De�nition. Seien L eine Fuzzy-Algebra,G undM Mengen, sowieR eineL-Fuzzy-Relation zwischen G und M , d.h. eine L-Fuzzy-Teilmenge von G �M .Der L-Fuzzy-Kontext K = (G;M;R) ist de�niert als der VerbandskontextK = (G;M;R) = (PL(G);PL(M); ');wobei ' wie in 2.2.11 de�niert ist.2.2.13. Beispiel. Wir verwenden die Fuzzy-Algebra, welche mit Hilfe der Luka-siewicz-Norm � (a; b) := max(0; a+ b� 1) (das ist eine in der Theorie unscharferMengen recht beliebte t-Norm) �uber der Menge L = f0; 12 ; 1g de�niert ist:� a ^ b := min(a; b)� a _ b := max(a; b) � a � b := max(0; a+ b� 1)� a! b := min(1; 1� a+ b)Als Beispiel eines L-Fuzzy-Kontextes betrachten wir das Wetter einer Woche(entnommen aus [Um94], Seite 10): Gegenst�ande sind die Tage der Woche,G := fMo;Di;Mi;Do;Fr;Sa;Sog;und wir betrachten die Merkmale warm, kalt, niederschlagsarm und windstill:M := fwarm; kalt;nsarm;windstg:Der L-Fuzzy-Kontext ist dann durch die L-Fuzzy-Relation R zwischen G und Mgegeben: R warmkalt nsarmwindstMo 12 12 1 1Di 1 0 1 1Mi 12 12 1 0Do 12 12 0 0Fr 0 1 0 0Sa 0 1 12 0So 0 1 1 1Die Ableitung eines Tages gibt nun eine Beschreibung des Wetters an diesem Tag:Mo0 = 12warm+ 12kalt + nsarm+ windstd.h., am Montag war es zwar weder richtig warm, noch kalt, aber es war nieder-schlagsarm und windstill.



30 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFFNun kann man z.B. Fragen wie "War am Montag Badewetter>` beantworten:De�niert man Badewetter als B := warm+ nsarm;so kann man der Aussage "Montag war Badewetter\ den Quasiwahrheitswert[B �L Mo0] zuordnen, also m̂2M(B(m)! Mo0(m)) = 12Will man fragen wie "An welchen Tagen dieser Woche war Badewetter>` beant-worten, so kann man e�zienter B0 betrachten:B0 = g 7! m̂2M(B(m)!R(g;m))= 12Mo + Di + 12Mi;d.h., am Dienstag war Badewetter, und Montag und Mittwoch zumindest noch"etwas\, w�ahrend sich die anderen Tage dieser Woche sicher nicht zum Badeneigneten.Eine weitere m�ogliche Fragestellung w�are, welche Tage sich zum Wandern eig-neten. Zum Wandern mu� es nicht unbedingt warm sein, obwohl es von Vorteilw�are. Aber es sollte zumindest keinen Niederschlag geben. Wir vereinbaren alsoals Wanderwetter: W := 12warm+ nsarmund erhalten: W 0 = Mo + Di +Mi + 12Sa + 12SoAlso eignen sich Montag, Dienstag und Mittwoch hervorragend zum Wandern,w�ahrend am Donnerstag und Freitag dieser Woche von einer Wanderung abzu-raten w�are.2.3 InzidenzrelationenDer Erfolg der klassischen Kontexte ist zum gro�en Teil darauf zur�uckzuf�uhren,da� man die Informationen nicht f�ur alle Elemente der Potenzmengen von Gund M kennen mu�, welche sehr gro� sein k�onnen, sondern lediglich auf deneinelementigen Teilmengen von G und M .Auch beim L-Fuzzy-Kontext haben wir die Galoisabbildung nicht direkt f�ur je-des A 2 PL(G) angegeben. Wir sind mit einer sehr viel kleineren Tabelle auf



2.3. INZIDENZRELATIONEN 31G �M (der L-Fuzzy-Relation R) ausgekommen, aus der wir dann '(A) f�ur je-des A 2 PL(A) ablesen konnten.Wir werden nun ein allgemeines Verfahren angeben, soda� man mit m�oglichst we-nig Daten (=Speicherplatz) einen Verbandskontext darstellen kann. Als Vorbilddient uns hierbei der klassische Kontext (G;M; I) mit der Speicherung der Datendurch die sogenannte Inzidenzrelation I � G�M � P(G)�P(M). Dies verallge-meinern wir auf vollst�andige Verb�ande:Wir werden zeigen, da� man die Daten nurf�ur jeweils _-dichte Teilmengen G � X und M � Y kennen mu�, d.h. man kannden Kontext durch eine verallgemeinerte Inzidenzrelation I � G �M � X � Yangeben.Im Idealfall ist die Menge der _-irreduziblen Elemente I_(X) von X _-dicht, undebenso I_(Y ). Dann nennen wir den Verbandskontext _-erzeugt.2.3.1. Beispiel.1. In einer Potenzmenge P(G) ist die Menge der einelementigen TeilmengenG �= I_(P(G)) = ffggjg 2 Gg _-dicht. Also ist jeder Potenzmengenverband_-erzeugt.2. Sind X und Y endliche Verb�ande, so hei�t K = (X;Y; ') auch endlicher Ver-bandskontext. Da in endlichen Verb�anden die Menge der _-irreduziblen Ele-mente _-dicht ist (nach Satz 1.2.16), sind endliche Verbandskontexte _-er-zeugt.3. SeiX Grundmenge und (L;^;_; �;!) Fuzzy-Algebra. Ist �L � L , so de�nierenwir: �L �X := fl � x 2 PL(X)jl 2 �L; x 2 Xg:Ist �L _-dicht in L, so auch �L � X in PL(X). Die Menge der _-irreduziblenElemente von PL(X) ist: I_(PL(X)) = I_(L) �X(siehe Beweis). Die _-irreduziblen Elemente von PL(X) sind also genau dann_-dicht, wenn es die _-irreduziblen Elemente von L sind.Weiter sind demnach L-Fuzzy-Kontexte genau dann _-erzeugt, wenn die _-ir-reduziblen Elemente von L _-dicht sind.Beweis:a. Ist �L _-dicht in L, so ist jedes A 2 PL(X) darstellbar alsA = [x2T (A)A(x) � x= [x2T (A)� _l2�L;l�A(x) l� � x=[fl � x 2 �L �Xjl � A(x)g;also ist auch �L �X _-dicht in PL(X).



32 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFFb. Die _-irreduziblen Elemente von PL(X) haben genau einen unteren Nach-barn. B ist unterer Nachbar von A, genau dann, wenn es ein x0 2 X gibt,soda� zum einen B(x) = A(x) f�ur alle x 2 X n fx0g gilt, und zum ande-ren B(x0) unterer Nachbar von A(x0) ist. Jedes 0 6= l 2 L hat mindestenseinen unteren Nachbarn, also k�onnen h�ochstens Fuzzy-Teilmengen der Forml � x mit l 2 L, x 2 X _-irreduzibel sein, und zwar genau dann, wenn auchl _-irreduzibel ist. (Die leere Fuzzy-Menge ; : x 7! 0 hat keinen unterenNachbarn, alle anderen Fuzzy-Teilmengen mehr als einen.)Klassische Kontexte (G;M; I) gibt man meist als Kreuzchentabelle �uber dieGrundmengen G und M an, indem man in Zeile g 2 G und Spalte m 2 Mein Kreuzchen setzt, falls gIm gilt, d.h. falls (g;m) in der Relation I enthaltenist. I wird in diesem Zusammenhang Inzidenzrelation genannt. �Ahnlich kann manauch einen Verbandskontext durch eine Relation �uber _-dichte Teilmengen vonX und Y de�nieren, doch ist hier nicht jede Relation erlaubt. Deshalb f�uhren wirzun�achst eine Verallgemeinerung der Inzidenzrelation ein:2.3.2. De�nition. Seien X und Y vollst�andige Verb�ande, und seien G � X undM � Y _-dichte Teilmengen. Dann hei�t eine Relation I � G�M Inzidenzrela-tion (bzgl. X und Y ) , falls f�ur alle g 2 G und m 2M mitg! :=_fm 2M j(g;m) 2 Igm :=_fg 2 Gj(g;m) 2 Iggelte: m � g! ) (g;m) 2 I und g � m ) (g;m) 2 I2.3.3. Bemerkung.1. F�ur alle g 2 G und alle m 2Mgilt:m � g! , g � m :2. Die Abbildungen �! : G! Y und � :M ! X sind antiton.Beweis:1. In der Inzidenzrelation I gilt:m � g! , (g;m) 2 I , g � m 2. Sei g1; g2 2 G, mit g1 � g2. Dann gilt f�ur jedes m 2M :m � g!2 ) g2 � m ) g1 � m ) m � g!1 :Also folgt mit Hilfe der _-Dichtheit von M aus y � g!2 ) m � g!2 ; 8m � y) m � g!1 ; 8m � y ) y = Wfm 2M jm � yg � g!1 .Die Antitonie von � zeigt man analog.
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XAbbildung 2.1: I ist Inzidenzrelation bzgl. den Verb�anden X und Y , aber Jnicht.2.3.4. Beispiel.1. In Abbildung 2.1 sind zwei Verb�ande X und Y mit den _-dichten TeilmengenG = f1; 2; 3g von X und M = fa; b; cg von Y angegeben, sowie eine Inzidenz-relation I und eine Relation J zwischenG undM . J ist keine Inzidenzrelation,denn es ist: b � c = 2!, aber (2; b) 62 J .2. Seien X = P(G) und Y = P(M) Potenzmengen. Dann ist jede RelationI � I_(P(G)) � I_(P(M)) �= G �M eine Inzidenzrelation bzgl. P(G) undP(M), denn aus fgg � fmg! = fg 2 Gj(fgg; fmg) 2 Ig folgt trivialerweise(fgg; fmg) 2 I.Wir betrachten nun den Zusammenhang der Inzidenzrelationen mit den Galois-abbildungen:2.3.5. De�nition. Seien X und Y vollst�andige Verb�ande, sowie G � X undM � Y jeweils _-dicht.1. Ist ' : X ! Y Galoisabbildung, so hei�tIRG;M (') � G�M mit(g;m) 2 IRG;M (') :, m � '(g)die Inzidenzrelation zu ' (auf G�M).2. Ist I � G �M eine Inzidenzrelation, so hei�tGAX;Y (I) :X ! Y mitGAX;Y (I)(x) := Vfg!jg 2 G; g � xgdie Galoisabbildung zu I (zwischen X und Y ).Wir haben bis jetzt noch nicht gezeigt, da� IRG;M (') wirklich eine Inzidenz-relation ist, und da� GAX;Y (I) wirklich eine Galoisabbildung de�niert. DieseWohlde�niertheit zeigen wir mit im Beweis des folgenden Satzes:2.3.6. Satz. Seien X;Y;G;M wie in 2.3.5. Dann sind IRG;M und GAX;Y zu-einander inverse Bijektionen zwischen der Menge der Galoisabbildungen von Xnach Y , und der Menge aller Inzidenzrelation auf G �M .



34 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFFBeweis:1. Sei ' : X ! Y Galoisabbildung. Zeige, da� I := IRG;M (') Inzidenzrelationist:Seien g 2 G und m 2 M beliebig. Dann ist g! = Wfm 2M jm � '(g)g � '(g),also folgt aus m � g! ) m � '(g)) (g;m) 2 I.Weiter ist m = Wfg 2 Gjm � '(g)g � 'd(m) (m � '(g) ist �aquivalent zug � 'd(m) nach 1.4.2). Es folgt wieder aus g � m ) g � 'd(m)) m � '(g)) (g;m) 2 I.2. Sei I � G �M Inzidenzrelation. Wir zeigen mit Hilfe der _-Dichtheit von Gund M , da� mit' := GAX;Y (I) : x 7!^fg!jg 2 G; g � xg und : y 7!^fm jm 2M;m � ygeine Galoisverbindung gegeben ist. F�ur alle x 2 X und y 2 Y sind n�amlichfolgende Gleichungen �aquivalent:x �  (y)_fg 2 Gjg � xg �^fm jm 2 M;m � ygg � m 8g 2 G : g � x; 8m 2M : m � ym � g! 8g 2 G : g � x; 8m 2M : m � y_fm 2M jm � yg �^fg!jg 2 G : g � xgy � '(x)3. Sei ' : X ! Y Galoisabbildung, und I := IRG;M (') die zugeh�orige Inzidenz-relation. Wegen der _-Dichtheit von M gilt f�ur jedes g 2 G:g! =_fm 2M jm � '(g)g = '(g):Da ' Galoisverbindung ist (1.4.7), und wegen der _-Dichtheit von G gilt damitf�ur alle x 2 X: GAX;Y (I)(x) = ^fg!jg 2 G; g � xg= ^f'(g)jg 2 G; g � xg= '(_fg 2 Gjg � xg)= '(x)d.h. GAX;Y (IRG;M(')) = '.4. Ist andererseits I � G �M eine Inzidenzrelation und ' := GAX;Y (I), so giltwegen der Antitonie von �! f�ur alle g 2 G:'(g) =^f~g!j~g 2 G; ~g � gg = g!:



2.3. INZIDENZRELATIONEN 35Damit folgt f�ur (g;m) 2 G �M :(g;m) 2 IRG;M (') , m � '(g) , m � g! , (g;m) 2 I;d.h. IRG;M (GAX;Y (I)) = I.Man kann also jede Galoisabbildung ' zwischen vollst�andigen Verb�anden X undY { und damit jeden Verbandskontext (X;Y; ') { durch eine Kreuzchentabelledarstellen, wie es bei klassischen Kontexten �ublich ist. Als Zeileneintr�age nimmtman eine (m�oglichst kleine) _-dichte TeilmengeG vonX , und als Spalteneintr�ageeine _-dichte TeilmengeM von Y { meistens jeweils die _-irreduziblen Elemente.In die Zelle (g;m) kommt genau dann ein Eintrag, wenn m � '(g) ist. DieAbleitungen sind dann aus der Kreuzchentabelle ablesbar: x0 = Vfg!jg � xgund y0 = Vfm jm � yg.2.3.7. Beispiel.1. Sei K = (P(G);P(M); ') Potenzmengenkontext. Dann ist (G;M; IRG;M ('))der zugeh�orige klassische Kontext, den wir auch schon in Beispiel 2.1.3 be-trachtet haben.2. Sei K = (G;M;R) = (PL(G);PL(M); ') ein L-Fuzzy-Kontext und sei �L_-dicht in L. Setzen wir ~G := �L � G und ~M := �L �M , so ist die zugeh�origeInzidenzrelation IR ~G; ~M (') eine bin�are Relation zwischen ~G und ~M , mit(lg � g; lm �m) 2 IR ~G; ~M('), lg � lm � R(g;m)(Wobei g 2 G;m 2 M und lg; lm 2 �L sind.) Umbreit f�uhrt in [Um94] eine�ahnliche Relation unter dem Namen "doppelte Skalierung\ ein.Beweis: ~G � PL(G) und ~M � PL(M) sind jeweils _-dicht, wie wir in 2.3.1(3)gezeigt haben. Wir haben IR ~G; ~M(') mit folgender De�nition eingef�uhrt:(lg � g; lm �m) 2 IR ~G; ~M(') :, lm �m � '(lg � g)Wir zeigen nun, da� diese Bedingung �aquivalent zu obiger ist: Setzen wir dieDe�nition von � ein, so erhalten wir die Bedingung:8n 2M : (lm �m)(n) � '(lg � g)(n)Diese Ungleichungen sind aber f�ur n 6= m immer erf�ullt, weil (lm �m)(n) = 0nach De�nition der einelementigen Fuzzy-Mengem 2 PL(M) ist. Desweiterenist (lm �m)(m) = lm, also vereinfacht sich die Bedingung zu:lm � '(lg � g)(m)Dies k�onnen wir mit Hilfe der De�nition von ' weiter umformen in:lm � ĥ2G((lg � g)(h)! R(h;m))lm � (lg � g)(h) � R(h;m) 8h 2 Glm � lg � R(g;m)



36 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFF3. Betrachten wir das Beispiel 2.2.13 (auf Seite 29): Die _-irreduziblen Elemente�L := I_(L) = f12; 1g sind _-dicht in L, also ist K _-erzeugt. _-Irreduzibel inPL(G) bzw. PL(M) sind:~G := �L �G = f12Mo;Mo; 12Di;Di; : : :g und~M := �L �M = f12warm;warm; 12kalt; kalt; : : :g:Wir k�onnen also IR ~G; ~M(') in Form der folgenden Kreuzchentabelle angeben:1 2warmwarm1 2kaltkalt 1 2nsarmnsarm1 2windstwindst12 Mo � � � � � � � �Mo � � � � � �12 Di � � � � � � �Di � � � � � �12 Mi � � � � � � �Mi � � � �12 Do � � � � � �Do � �12 Fr � � � � �Fr � �12 Sa � � � � � �Sa � � �12 So � � � � � � �So � � � � � �Dies bringt uns zwar nicht unbedingt eine sparsamere Darstellung des Fuzzy-Kontextes { Fuzzy-Kontexte konnten wir bereits mit Fuzzy-Relationen sehr gutdarstellen. Aber auch hier ist dieses Verfahren sinnvoll, weil wir dadurch, wiewir im folgenden Abschnitt sehen werden, einen isomorphen klassischen Kontextde�niert haben.2.4 Inzidenzisomorphe KontexteEs liegt nun die Vermutung nahe, da� der Begri�sverband eines Verbandskontex-tes K = (X;Y; ') isomorph zum Begri�sverband des klassischen Kontextes mitInzidenzrelation I = IRG;M (') ist, wobei respektive G und M _-dichte Teilmen-gen von X und Y sind. Dies werden wir in diesem Kapitel zeigen, indem wir eine



2.4. INZIDENZISOMORPHE KONTEXTE 37Relation zwischen Verbandskontexten de�nieren, welche auf IRG;M(K) basiert {die Inzidenzisomorphie.Hierzu f�uhren wir zun�achst Isomorphismen zwischen Inzidenzrelationen ein:2.4.1. De�nition. F�ur i = 1; 2 seien Xi und Yi vollst�andige Verb�ande, Gi � Xi,Mi � Yi jeweils _-dichte Teilmengen, und Ii � Gi�Mi Inzidenzrelationen. Dannhei�en I1 und I2 isomorph, kurz I1 �= I2, falls es zwei Bijektionen 
X : G1 ! G2und 
Y :M1 !M2 gibt, soda�(g;m) 2 I1 , (
X(g); 
Y (m)) 2 I2:Wir nennen in diesem Fall 
 := (
X ; 
Y ) Inzidenzisomorphismus.2.4.2. Beispiel. Seien X und Y vollst�andige Verb�ande, G � X und M � Y_-dicht und I � G � M eine Inzidenzrelation. Betrachte die Potenzmengen-verb�ande P(G) und P(M), und die Inzidenzrelation I� � I_(P(G))� I_(P(M))zwischen den einelementigen Mengen aus G und M , mit(fgg; fmg) 2 I� :, (g;m) 2 I:Dann sind die beiden Inzidenzrelationen I und I� isomorph.Beweis: Die Bijektionen 
X und 
Y sind gegeben durch die Abbildungsvorschrif-ten g 7! fgg bzw. m 7! fmg.Mit Hilfe der Isomorphie von Inzidenzrelationen f�uhren wir jetzt die Inzidenziso-morphie f�ur _-erzeugte Verbandskontexte ein:2.4.3. De�nition. Seien K 1 = (X1; Y1; '1) und K 2 = (X2; Y2; '2) Verbandskon-texte. Dann hei�en K 1 und K 2 inzidenzisomorph, falls es _-dichte TeilmengenGi � Xi undMi � Yi (i = 1; 2) gibt, soda� die Inzidenzrelationen zu 'i isomorphsind, d.h. IRG1;M1('1) �= IRG2;M2('2):Mit Hilfe des zugeh�origen Inzidenzisomorphismus 
 = (
X ; 
Y ) de�nieren wirdann zwei neue Funktionen �X : X1 ! X2 und �Y : Y1 ! Y2 wie folgt:�X(x) := _f
X(g)jg 2 G1; g � xg�Y (y) := _f
Y (m)jm 2M1;m � ygWir bezeichnen � := (�X ; �Y ) als Begri�sisomorphismus zwischen K 1 und K 2 .



38 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFF2.4.4. Bemerkung.1. Achtung: Es kann Elemente g1; g2 2 G geben, mit g1 � g2, aber 
X(g1) 6�
X(g2). Dann ist �X(g2) � 
X(g1)_
X (g2) > 
X(g2). Es gilt also insbesonderenicht: �X(g) = 
X(g).2. Die Inzidenzisomorphie ist nicht transitiv:Seien beispielsweise X1;X2;X3 die rechts abge-bildeten Verb�ande, und sei weiter Y ein beliebi-ger vollst�andiger Verband mit der _-dichten Teil-menge M � Y . Wir betrachten die KontexteK i := (Xi; Y; 'i) f�ur gewisse 'i (i = 1; 2; 3). a1X1 X2 X3a3b3 d3b2a2 c3Es gibt isomorphe, jeweils _-dichte Teilmengen G1 := fa1g � X1, sowieG2 := fb2g � X2, also sind die zwei Verbandskontexte K 1 und K 2 inzidenziso-morph, wenn f�ur alle m 2 M gilt: m � '1(a1), m � '2(b2). Weiter gibt esisomorphe _-dichte TeilmengenG02 := fa2; b2g � X2 und G3 := fb3; c3g � X3.Also sind auch K 2 und K 3 inzidenzisomorph, wenn f�ur alle m 2 M gilt:m � '2(a2), m � '3(b3) und m � '2(b2) , m � '3(c3). K 1 und K 3 sindaber unter keinen Umst�anden inzidenzisomorph, denn es gibt keine _-dichteTeilmenge von X3, welche isomorph zu einer _-dichten Teilmenge von X1 ist.Als n�achstes wollen wir zeigen, da� der Begri�sisomorphismus seinem Namen ge-recht wird, d.h. da� er ein Isomorphismus zwischen den Begri�sverb�andenB(K 1)und B(K 2) ist.Weil folgende Ungleichungen gleich mehrmals ben�otigt werden, formulieren wirsie in einem Hilfssatz:2.4.5. Hilfssatz. Seien K 1 = (X1; Y1; '1) und K 2 = (X2; Y2; '2) inzidenziso-morphe Verbandskontexte. Weiter sei 
 = (
X ; 
Y ) der Inzidenzisomorphismuszwischen den entsprechenden Inzidenzrelationen IRG1;M1('1) und IRG2;M2('2),sowie � = (�X ; �Y ) der zugeh�orige Begri�sisomorphismus.Dann gilt f�ur alle g 2 G1, m 2M1 und f�ur alle x 2 X1, y 2 Y1:g � y0 , 
X(g) � �Y (y)0m � x0 , 
Y (m) � �X(x)0Beweis:1. F�ur alle g 2 G1 und m 2 M1 gilt g � m0, 
X(g) � 
Y (m)0:g � m0 ist �aquivalent zu (g;m) 2 IRG1;M1(K 1) und dies wegen der De�nitiondes Inzidenzisomorphismus 
 widerum zu (
X(g); 
Y (m)) 2 IRG2;M2(K 2), also zu
X(g) � 
Y (m)0.



2.4. INZIDENZISOMORPHE KONTEXTE 392. F�ur alle g 2 G1 und y 2 Y1 sind �aquivalent:g � y0g � (_fm 2M1jm � yg)0g �^fm0jm 2M1;m � ygg � m0 8m 2 M1 mit m � y
X(g) � 
Y (m)0 8m 2M1 mit m � y
X(g) �^f
Y (m)0jm 2M1;m � yg
X(g) � (_f
Y (m)jm 2M1;m � yg)0
X(g) � �Y (y)0Die zweite Gleichung zeigt man analog.2.4.6. Satz. Seien K i = (Xi; Yi; 'i), Gi, Mi (i = 1; 2), sowie 
 und � wiein 2.4.5. Dann sind die Ableitungen der Kontexte vertr�aglich mit �, d.h. f�urx 2 X1 und y 2 Y1 gilt: �X(x)0 = �Y (x0)�Y (y)0 = �X(y0)Beweis: Betrachten wir �X(x)0:Dies ist wegen der _-Dichtheit von M2 gleich Wfm2 2 M2jm2 � �X(x)0g. Da
Y : M1 ! M2 bijektiv ist, gibt es zu jedem m2 2 M2 genau ein m 2 M1 mit
Y (m) = m2. Weiter gilt nach 2.4.5: 
Y (m) � �X(x)0 , m � x0. Insgesamthaben wir also: �X(x)0 = Wf
Y (m)jm 2M1;m � x0g = �Y (x0).2.4.7. Folgerung. � : X1 � Y1 ! X2 � Y2 bildet Begri�e auf Begri�e ab.Beweis: Sei (x; y) 2 B(K 1) ein Begri�. Dann ist x0 = y und y0 = x. Also giltf�ur �(x; y) = (�X(x); �Y (y)): �X(x)0 = �Y (x0) = �Y (y) und �Y (y)0 = �X(y0) =�X(x).2.4.8. Satz. Seien K i = (Xi; Yi; 'i), Gi, Mi (i = 1; 2), sowie 
 und � wiein 2.4.5. Dann ist � ein Ordnungsisomorphismus zwischen B(K 1) und B(K 2),die Kontexte K 1 und K 2 sind also isomorph.Beweis:1. Wir zeigen zun�achst: F�ur x1; x2 2 'd1(Y1) � X1 giltx1 � x2 , �X(x1) � �X(x2) :x1 l�a�t sich als Wfg 2 G1jg � x1g darstellen, und f�ur x2 gilt: x002 = x2. Also istx1 � x2 �aquivalent zu g � x002 f�ur alle g 2 G1 mit g � x1. Hier k�onnen wir nun 2.4.5anwenden und erhalten 
X(g) � �Y (x02)0 f�ur die gleichen g. Supremumbildung der



40 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFFlinken Seiten, sowie 2.4.6 f�uhren zu �X(x1) � �Y (x02)0 = �X(x002) = �X(x2). DieBeweisschritte sind umkehrbar, also gilt die �Aquivalenz.2. Die Bijektivit�at von �X : 'd1(Y1) ! 'd2(Y2) folgt aus der Symmetrie der De�-nition:Falls K1 �= K2 ist, so auch K2 �= K1 , man hat also neben �X : X1 ! X2 eineweitere Funktion �X : X2 ! X1:�X(x) :=_f
�1X (g)jg 2M2; g � xg:Nach 2.4.7 ist �X('d1(Y1)) � 'd2(Y2) und �X('d2(Y2)) � 'd1(Y1). Wir zeigen nochf�ur x 2 'd1(Y1), da� �X(�X(x)) = x ist:Zun�achst gilt f�ur jeden Begri�sumfang x 2 'd1(Y1): x00 = x. Also ist �X(�X(x)) =�X(�X(x00)) = �X(�Y (x0)0) wegen 2.4.6. Nach De�nition von �X ist letzteres gleichWf
�1X (g)jg 2 G2; g � �Y (x0)0g = Wfg 2 G1j
X(g) � �Y (x0)0g. Wenden wir Hilfs-satz 2.4.5 auf die Bedingung dieser Menge an (
X(g) � �Y (x0)0, g � x00 = x),so ist �X(�X(x)) = Wfg 2 G1jg � xg = x.Aus Symmetriegr�unden ist auch �X(�X(x)) = x f�ur x 2 'd2(Y2).3. Wegen (1) und (2) ist �X : 'd1(Y1) ! 'd2(Y2) ein Ordnungsisomorphismus.Weiterhin haben wir die Ordnungsisomorphismen B(K1) ! 'd1(Y1); (x; y) 7! xund 'd2(Y2)!B(K2); x 7! (x; x0). Falls also folgendes Diagramm kommutiert, soist � = (�X ; �Y ) : B(K1) ! B(K2); (x; y) 7! (�X(x); �Y (y)) auch Ordnungsiso-morphismus: B(K1) (x;y)7!�(x;y)�������! B(K2)(x;y)7!x??y x??x7!(x;x0)'d1(Y1) �����!x7!�X(x) 'd2(Y2)Dies kommutiert aber wegen 2.4.6:(�X(x); �X(x)0) = (�X(x); �Y (x0)) = (�X(x); �Y (y)) = �(x; y):Eine direkte Folgerung daraus ist, da� die Verbandsstrukturen von X und Yunwichtig sind, wenn man eine Inzidenzrelation kennt. Das hei�t, der Potenz-mengenkontext �uber den _-dichten Teilmengen G � X und M � Y hat einenisomorphen Begri�sverband:2.4.9. Folgerung. Sei K = (X;Y; ') ein Verbandskontext, und seien G � Xund M � Y jeweils _-dicht. Dann ist K isomorph zum klassischen KontextK � := (G;M; IRG;M (')):Man kann also die bereits vorhandenen Algorithmen zur Erzeugung des Begri�s-verbandes eines klassischen Kontextes auch f�ur allgemeine Verbandskontexte nut-zen, indem man sie auf K � anwendet. Ein Computerprogramm, das solche Algo-rithmen zur Verf�ugung stellt, wird beispielsweise in [Boe97] vorgestellt.



2.5. REDUZIERTER KONTEXT 412.4.10. Beispiel. Der Begri�sverband des L-Fuzzy-Kontextes K = (G;M;R)aus Beispiel 2.2.13 ist also isomorph zum Begri�sverband des klassischen Kon-textes ( ~G; ~M; IR ~G; ~M(')) (siehe Beispiel 2.3.7(3)).2.5 Reduzierter KontextAus der klassischen Begri�sanalyse kennen wir Algorithmen zur Bereinigung undReduzierung eines Kontextes (siehe [GaWi96]). Diese erzeugen zu einem klassi-schen Kontext einen kleineren Kontext (mit weniger Gegenst�anden und wenigerMerkmalen) mit isomorphem Begri�sverband: Beim Bereinigen eines Kontexteswerden Gegenst�ande bzw. Merkmale zusammengefa�t, die die gleiche Ableitunghaben, und beim Reduzieren werden Gegenst�ande/Merkmale weggelassen, derenBegri�e nicht _- bzw. ^-irreduzibel sind. Dadurch erh�alt man einen Kontext, derleichter und e�zienter zu analysieren ist.Etwas Vergleichbares kann man aufgrund des folgenden Satzes auch f�ur Verbands-kontexte einf�uhren:2.5.1. Satz. Sei K = (X;Y; ') ein Verbandskontext, und seien �X � X und�Y � Y _-Unterhalbverb�ande, soda� gilt:'d(Y ) � �X und '(X) � �Y :Dann sind die Kontexte K und K := ( �X; �Y ; �') mit �' : �X ! �Y ; x 7! '(x)isomorph.Beweis: Die Abbildung �' ist eine Galoisabbildung und f�ur die Dualadjungierte�'d gilt (mit y 2 �Y ) �'d(y) = 'd(y) :F�ur x 2 �X und y 2 �Y ist �'(x) � y , '(x) � y , 'd(y) � x. De�nieren wir also : �Y ! �X; y 7! 'd(y), so ist nach 1.4.2 ( �'; ) Galoisabbildung.Weiter ist B(K) �= 'd(Y ). Da '(X) � �Y � Y , und weil 'd('(X)) = 'd(Y ) ist,gilt B(K) �= 'd(Y ) = 'd( �Y ) �= B(K ).Streng genommen ist die Galoisabbildung �' des Kontextes K = ( �X; �Y ; �') un-gleich '. Die beiden Abbildungen haben n�amlich unterschiedliche De�nitionsbe-reiche und Wertebereiche. Da wir diese f�ur Kontexte aber stets explizit angeben,k�onnen wir Abbildungen mit ihren Zuordnungsvorschriften identi�zieren. Damitist �' = ' und wir k�onnen K = ( �X; �Y ; ') schreiben. Insbesondere k�onnen wirohne Bedenken die Kurzschreibweise x0 anstatt '(x) (und y0 statt 'd(y)) verwen-den, da die Ableitungen eines x 2 �X (und eines y 2 �Y ) in den beiden KontextenK und K identisch sind.



42 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFF2.5.2. De�nition. Sei K = (X;Y; ') ein Verbandskontext.Ein �x 2 X hei�t reduzierbar, falls �x _-irreduzibel ist, und falls es ein x 2 X gibt,mit x 6� �x und x0 = �x0.Analog hei�t ein _-irreduzibles �y 2 Y reduzierbar, falls f�ur ein y 2 Y mit y 6� �ygilt: y0 = �y0.2.5.3. Hilfssatz. Sei K = (X;Y; ') ein Verbandskontext. Dann gilt f�ur jedesreduzierbare �x 2 X und f�ur jedes reduzierbare �y 2 Y :K �= (X n f�xg; Y; ')K �= (X;Y n f�yg; ')Beweis: �X := X n f�xg ist _-Unterhalbverband von X, denn wegen der _-Irredu-zibilit�at von �x gilt f�ur alle Mengen A � �X: WA 6= �x, also: WA 2 �X .Weiter ist �x00 6= �x: Nach der De�nition von reduzierbar gibt es ein ~x 2 X mit~x 6� �x und ~x0 = �x0. Mit der Formel f�ur 'd aus 1.4.7 erhalten wir: �x00 = 'd('(�x)) =Wfx 2 Xj'(x) � '(�x)g � ~x _ �x, denn es gilt '(~x) � '(�x). Aber es ist auch~x 6� �x, also folgt �x00 � ~x _ �x > �x.Daraus k�onnen wir 'd(Y ) � �X folgern, denn �x ist kein Begri�sumfang und damitauch nicht in 'd(Y ) enthalten.Mit 2.5.1 folgt die erste Behauptung.F�ur die zweite Isomorphie zeigt man analog, da� �Y := Y n f�yg _-Unterhalbver-band ist, und da� �y 62 '(X) gilt, d.h. '(X) � �Y .Aufgrund obiger Aussage k�onnen wir nun reduzierte Kontexte wie folgt de�nieren:2.5.4. De�nition. Sei K = (X;Y; ') ein Verbandskontext.1. Ist �x 2 X reduzierbar, so hei�t der Verbandskontext (Xnf�xg; Y; ') elementareX-Reduzierung von K.Analog hei�t der Verbandskontext (X;Y n f�yg; '), mit reduzierbarem �y 2 Y ,elementare Y -Reduzierung von K.Ist K elementare X- oder Y -Reduzierung, so nennen wir K auch allgemeinelementare Reduzierung.2. Ein Verbandskontext K hei�t Reduzierung von K, falls es eine Folge von Ver-bandskontexten K = K 0;K 1 ; : : : ;K n�1 ;K n = Kgibt, soda� f�ur i = 1; : : : n jeweils K i elementare Reduzierung von K i�1 ist.3. Ist K = ( �X; �Y ; ') Reduzierung von K , und gibt es kein weiteres reduzierbaresElement �x 2 �X oder �y 2 �Y , so hei�t K reduziert oder reduzierter Kontext zuK .Jede Reduzierung von K ist isomorph zu K . Den reduzierten Kontext zu endlichenVerbandskontexten k�onnen wir noch genauer angeben:



2.5. REDUZIERTER KONTEXT 432.5.5. Hilfssatz. Sei K = (X;Y; ') endlicher Verbandskontext. Der eindeutigbestimmte reduzierte Kontext zu K ist(h'd(Y )i; h'(X)i; ');wobei h'd(Y )i := fWAjA � 'd(Y )g den kleinsten _-Unterverband von X be-zeichnet, der 'd(Y ) beinhaltet. (Analog ist h'(X)i := fWAjA � '(X)g de�-niert.)Beweis: Sei K = ( �X; �Y ; ') reduzierter Kontext zu K .1. Dann ist �X _-Unterhalbverband von X, und es gilt: 'd(Y ) � �X. Also ist auchh'd(Y )i � �X .2. Sei x 2 �X n 'd(Y ) beliebig. Dann ist x00 6= x, und da die zweite Ableitung'd' extensiv ist, gilt insbesondere: x00 6� x. Weiter ist (x00)0 = x0, also ist x genaudann reduzierbar, wenn es _-irreduzibel ist. Da es laut Vorraussetzung in �X keinereduzierbaren Elemente gibt, kann also keines der x 2 �X n 'd(Y ) _-irreduzibelsein, d.h. I_( �X) � 'd(Y ).3. Wir haben vorausgesetzt, da� X, und damit auch �X, endlich ist. Also istI_( �X) _-dicht in �X . Das widerum hei�t, da� sich jedes x 2 �X als Supremum vonElementen aus I_( �X) � 'd(Y ) darstellen l�a�t. Also ist h'd(Y )i = �X.Analog zeigt man �Y = h'(X)i.Zusammen mit dem Ergebnis des vorherigen Abschnitts k�onnen wir jetzt dieisomorphen Verbandskontexte klassi�zieren:2.5.6. Satz. F�ur i = 1; 2 seien K i := (Xi; Yi; 'i) endliche Verbandskontexte.Folgende Aussagen sind �aquivalent:1. K 1 und K 2 sind isomorph.2. Der reduzierte Kontext zu K 1 ist inzidenzisomorph zum reduzierten Kontextzu K 2 .3. Es gibt Reduzierungen K 1 zu K 1, und K 2 zu K 2, soda� K 1 inzidenzisomorphzu K 2 ist.Beweis:"1) 2\. Der reduzierte Kontext zu K i ist nach 2.5.5 gleich (h'di (Y )i; h'i(X)i; 'i)(f�ur i = 1; 2). Da K 1 und K 2 isomorph sind, gibt es einen Ordnungsisomorphis-mus zwischen B(K 1) und B(K 2), und weil 'di (Yi) �= B(K i) ist (i = 1; 2), gibt esauch einen Ordnungsisomorphismus
X : 'd1(Y1)! 'd2(Y2):Weiter ist 'i : 'di (Yi)! 'i(Xi) f�ur i = 1; 2 jeweils Ordnungsantiisomorphismus,mit der Inversen 'di : 'i(Xi)! 'di (Yi). (Dies gilt nach 1.4.4.) Also ist auch
Y := '2 � 
X � 'd1 : '1(X)! '2(X)



44 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFFein Ordnungsisomorphismus. Betrachten wir nun folgende Inzidenzrelationen f�urdie reduzierten Kontexte: Ii := IR'di (Yi);'i(Xi)('i):(trivialerweise ist 'di (Yi) _-dicht in h'di (Yi)i und genauso 'i(Xi) in h'i(Xi)i.)Dann ist 
 := (
X ; 
Y ) ein Inzidenzisomorphismus: Sei dazu x 2 'd1(Y1) undy 2 '1(X1). (x; y) ist genau dann in I1 enthalten, wenn y � '1(x) ist. Da 
Y Ord-nungsisomorphismus ist, ist dies �aquivalent zu 
Y (y) � 
Y ('1(x)) = '2(
X(x)).Dies liegt nach De�nition von I2 genau dann vor, wenn (
X(x); 
Y (y)) 2 I2 ist."2) 3\. Dies ist trivial."3) 1\. InzidenzisomorpheKontexte sind insbesondere isomorph, also gilt K 1 �=K 1 �= K 2 �= K 2 .In Anwendungen sind meist spezielle Verbandskontexte erw�unscht { z.B. Fuzzy-Kontexte. Es macht daher nur selten Sinn, den eben de�nierten reduzierten Kon-text wirklich zu berechnen. Bei Bedarf kann man entsprechende De�nitionenformulieren, welche die besonderen Struktureigenschaften der gew�unschten Klas-se von Verbandskontexten erhalten. Umbreit de�niert in [Um94] beispielsweisebereinigte, streng bereinigte und reduzierte Fuzzy-Kontexte.Eine andere Strategie besteht darin, die bereits vorhandenen klassischen Algorith-men zur Analyse der Kontexte auf den zu K = (X;Y; ') isomorphen klassischenKontext K � = (G;M; IRG;M (')), mit _-dichten G � X und M � Y , anzu-wenden. Damit diese Algorithmen e�zient arbeiten k�onnen, sollte man dann beiBedarf K � zun�achst klassisch bereinigen und reduzieren.Zu diesem Zweck f�uhren wir die Potenzmengenreduzierung ein:2.5.7. De�nition. Sei K = (X;Y; ') ein Verbandskontext. Ein Potenzmengen-kontext K � = (P(G);P(M); IRP(G);P(M)(')) hei�t reduzierter Potenzmengen-kontext zu K, falls K � durch klassische Bereinigung und Reduzierung eines zu Kinzidenzisomorphen Potenzmengenkontextes entstanden ist.K � ist dann inzidenzisomorph zum reduzierten Kontext K zu K.2.5.8. Satz. Sei K = (X;Y; ') ein endlicher Verbandskontext. Dann gibt es (bisauf Umbenennung von Gegenst�anden und Merkmalen) genau einen reduziertenPotenzmengenkontext K � = (G;M; I).Beweis: vgl. [GaWi96] Hilfssatz 12 auf Seite 27.



2.6. BEGRIFFSVERB�ANDE 452.6 Begri�sverb�andeDie Menge der Begri�e eines Ordnungskontextes ist, wie wir bereits wissen, ei-ne geordnete Menge. Diese k�onnen wir im endlichen Fall mit Hilfe eines Hasse-Diagramms darstellen.Betrachten wir wieder einen Verbandskontext K = (X;Y; '), so bildet die Be-gri�smenge ja einen Verband (siehe Satz 2.1.8). Weiterhin haben wir bereits des�ofteren _-dichte TeilmengenG � X undM � Y ben�otigt. Diese k�onnen wir auchf�ur eine sparsamere Beschriftung des Hasse-Diagramms ausnutzen:2.6.1. De�nition. Sei K = (X;Y; ') Verbandskontext, und seien G � X undM � Y _-dicht. Ein Begri� (g00; g0) mit g 2 G hei�t Gegenstandsbegri� und einBegri� (m0;m00), m 2M Merkmalsbegri�.2.6.2. Hilfssatz. Sei (X;Y; ') endlicher Verbandskontext, G � X und M � Y_-dichte Teilmengen, und sei (x; y) ein Begri�. Dann gilt:x =_fg00j(g00; g0) istGegenstandsbegri�; (g00; g0) � (x; y)gy =_fm00j(m0;m00) istMerkmalsbegri�; (m0;m00) � (x; y)gDamit kann man den Umfang von (x; y) als Supremum der Umf�ange aller klei-neren Gegenstandsbegri�e darstellen, und den Inhalt von (x; y) erh�alt man alsSupremum der Inhalte aller gr�o�eren Merkmalsbegri�e.Beweis: Sei (x; y) beliebiger Begri�. Dann ist x = Wfg 2 Gjg � xg. Ist g � x,so ist auch g00 � x00 = x. Also ist x = Wfg00jg 2 G; g00 � xg. Weiter ist f�urjedes g 2 G (g00; g0) ein Begri�, also insbesondere Gegenstandsbegri�, und nachDe�nition ist (g00; g0) � (x; y), g00 � x. Damit ist die erste Aussage gezeigt.Die Gleichung f�ur y kann man �ahnlich zeigen.Im Hasse-Diagramm des Begri�sverbandes ist es also nicht n�otig, alle Begri�ezu beschriften. Es gen�ugt, an die Gegenstandsbegri�e den Umfang zu schreiben,und an die Merkmalsbegri�e den Inhalt. Hierbei ist es �ublich, den Umfang etwasunterhalb des Knotens, und den Inhalt etwas oberhalb davon zu schreiben. DenUmfang eines Begri�s im Diagramm erh�alt man dann, indem man das Supre-mum aller Umf�ange bildet, die unterhalb des Begri�s stehen, d.h. die durch einenaufsteigenden Linienzug mit ihm verbunden sind. Analog erh�alt man den Inhalt,indem man das Supremum aller Inhalte bildet, die "oberhalb\ stehen.



46 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFF
trocken feucht

Feuer

kaltwarm

Erde Luft WasserAbbildung 2.2: Begri�sverband des Kontextes "Vier Elemente\2.6.3. Beispiel. Folgender klassischer Kontext gibt Aristoteles' Vorstellung vonden vier (irdischen) Elementen wieder (entnommen aus [KeLe97]):warmkalt trockenfeuchtFeuer � �Erde � �Luft � �Wasser � �In das Hasse-Diagramm des zugeh�origen Begri�sverbandes (Abb. 2.2) tragen wirdie _-irreduziblen Elemente von P(G) und P(M) ein. Dies sind die einelemen-tigen Teilmengen, also die Gegenst�ande und die Merkmale. Aus dem Diagrammkann man dann z.B. die Merkmale des Gegenstandes Luft ablesen { alle Merk-male, die �uber dem Begri� mit der Beschriftung Luft liegen: warm und feucht.Die Merkmale, die Feuer und Luft gemeinsam haben, liegen oberhalb beider Ge-genst�ande: Feuer und Luft sind beide warm.Bevor man den Begri�sverband eines (klassischen) Kontextes berechnet, bereinigtund reduziert man diesen zun�achst, damit der Algorithmus zur Berechnung desBegri�sverbandes e�zient arbeiten kann (siehe [GaWi96], [Boe97]). Hierbei sollteman sich allerdings Informationen merken, soda� man auch den gestrichenenElementen Begri�e zuordnen kann.Algorithmus zur Berechnung des Begri�sverbandes.Sei K = (X;Y; ') endlicher Verbandskontext mit _-dichten Teilmengen G � Xund M � Y . Bezeichne mit K � = (G;M; IRG;M (')) den isomorphen klassi-schen Kontext. Bereinige und reduziere diesen Kontext. F�ur den resultierendenreduzierten Potenzmengenkontext K = ( �G; �M; �I) von K gilt: �G � G � X,�M � M � Y und �I = IRG;M(') \ �G � �M . Merke dabei f�ur jedes g 2 G n �Gin einer Tabelle eine Menge �G(g) � �G, f�ur welche gilt: �G(g)0 = g0 \ �M . In



2.7. TEILKONTEXTE 47[GaWi96] ist ein Algorithmus angegeben, der diese Information speichert. Ana-log speichert man f�ur alle m 2 M n �M die zugeh�origen Mengen �M (m). F�ur denverbliebenen reduzierten klassischen Kontext K kann man nun den Begri�sver-band berechnen und wie �ublich beschriften. Die g 2 G n �G, schreibt man nunan den Begri�, welcher oberhalb aller �g 2 �G(g) steht (das Supremum der ent-sprechenden Gegenstandsbegri�e). Die gestrichenen m 2 M kann man dual andas In�mum der Begri�e zu �m 2 �M(m) nachtragen. Als Ergebnis hat man denBegri�sverband von K = (X;Y; ') { beschriftet durch die g 2 G und die m 2M .2.6.4. Beispiel. Betrachten wir wieder unser Standardbeispiel 2.2.13 (auf Sei-te 29), den Fuzzy-Kontext K = (G;M;R) = (PL(G);PL(M); '). In Beispiel 2.3.7(siehe Seite 35) haben wir den dazu inzidenzisomorphen klassischen KontextK � = ( ~G; ~M; IR ~G; ~M (')) angegeben (siehe auch Beispiel 2.4.10 auf Seite 41). Die-ser Kontext ist bereits bereinigt. Beim Reduzieren fallen vier Gegenst�ande weg:12Mo, Mo, 12Fr und 12Sa. Mengen mit respektive gleichen Ableitungen sind:� ~G(12Mo) = ;� ~G(Mo) = f12Di; 12Sog � ~G(12Fr) = f12Do; 12Sog� ~G(12Sa) = f12Mi; 12SogZum reduzierten Kontext kann man nun mit entsprechender Software den Be-gri�sverband zeichnen lassen. (In [Vo96] wird eine Bibliothek mit Algorithmenzur Begri�sanalyse vorgestellt. Hiermit lassen sich u.a. recht gut gesetzte Hasse-Diagramme zu Begri�sverb�anden erzeugen.) Die reduziblen Gegenst�ande schrei-ben wir im Begri�sverband jeweils an das Supremum der entsprechenden Gegen-standsbegri�e (12Mo an das kleinste Element, Mo an das Supremum der Begri�ezu 12Di und 12So, u.s.w.). Der resultierende Begri�sverband ist in Abb. 2.3 zusehen.2.7 TeilkontexteWir haben bereits isomorphe Verbandskontexte betrachtet, also Verbandskontex-te, deren Begri�sverb�ande zueinander isomorph sind. Wir haben dabei in Satz2.5.1 gesehen, das ein Kontext K = ( �X; �Y ; ') zu K = (X;Y; ') isomorph ist, falls�X � X und �Y � Y _-Unterhalbverb�ande sind, und zus�atzlich 'd(Y ) � �X und'(X) � �Y gilt. Erf�ullt ein Kontext K diese Zusatzbedingung nicht, so sind dieKontexte zwar nicht mehr isomorph, aber es gibt immer noch eine enge Beziehungzwischen den Begri�sverb�anden:2.7.1. De�nition. Sei K = (X;Y; ') ein Verbandskontext. Ein weiterer KontextK = ( �X; �Y ; �') hei�t Teilkontext von K, falls �X � X und �Y � Y _-Unterhalb-verb�ande sind, und falls weiter f�ur alle x 2 �X gilt:�'(x) =_fy 2 �Y jy � '(x)g:
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12FrMi12warm Do 12nsarm 12kalt kaltFrSa12windstnsarmwarm 12Do12Mi12DiDi 12Mo 12SoMo 12Sa Sowindst

Abbildung 2.3: Der Begri�sverband zum L-Fuzzy-Kontext aus Bsp. 2.2.132.7.2. Hilfssatz. Ist K = (X;Y; ') Verbandskontext, so ist f�ur alle _-Unterhalb-verb�ande �X � X und �Y � Y der Teilkontext K = ( �X; �Y ; �'), mit �' wie oben,wohlde�niert, d.h. �' ist Galoisabbildung.Beweis: Setze f�ur x 2 �X: �'(x) := Wfy 2 �Y jy � '(x)g und weiter f�ur y 2 �Y : (y) := Wfx 2 �X jx � 'd(y)g. Dann ist zun�achst �'(x) 2 �Y und  (y) 2 �X, dasowohl �Y als auch �X _-Unterhalbverb�ande von Y bzw. von X sind. Weiter giltf�ur x 2 �X und y 2 �Y :x �  (y) , x �_fx 2 �Xjx � 'd(y)g, x � 'd(y), y � '(x), y �_fy 2 �Y jy � '(x)g, y � �'(x);also ist nach 1.4.2 ( �'; ) eine Galoisverbindung.2.7.3. Beispiel. Sei K = (G;M;R) ein L-Fuzzy-Kontext, und sei H � G, sowieN �M . Dann ist PL(H) _-Unterhalbverband von PL(G), und PL(N) _-Unter-halbverband von PL(M).Wir betrachten jetzt den L-Fuzzy-Kontext K = (H;N;R), wobeiR := R \ (H �N)



2.7. TEILKONTEXTE 49(Wir verwenden hierbei implizit f�ur Y � X die nat�urliche Einbettung� : PL(Y )! PL(X);A 7! �(A) : x 7! (A(x) fallsx 2 Y0 sonstder L-Fuzzy-Teilmengen von Y in die Menge der L-Fuzzy-Teilmengen von X,sowie die nat�urliche Projektion� : PL(X)! PL(Y ) : A 7! �(A) : y 7! A(y)von PL(X) nach PL(Y ).)Bezeichnen wir mit ' : PL(G) ! PL(M) die Galoisabbildung zu K, sowie mit�' : PL(H) ! PL(N) die Galoisabbildung zu K , so gilt f�ur A 2 PL(H) undm 2 N : �'(A)(m) = ĝ2HA(g)! R(g;m)= ĝ2HA(g)! R(g;m)= '(A)(m);denn es ist A(g) = 0 und damit A(g)!R(g;m) = 1 f�ur g 2 G nH. Damit ist�'(A) =_fB 2 PL(N)jB � '(A)g;also ist K = (H;N;R) ein Teilkontext von K = (G;M;R).2.7.4. Bemerkung. Sei K = (X;Y; ') Verbandskontext und K = ( �X; �Y ; �')Teilkontext von K. Dann gilt f�ur jedes x 2 �X und y 2 �Y :1. �'(x) � '(x)2. �'d(y) � 'd(y)3. Ist 'd(Y ) � �X, so gilt weiter �'d(y) = 'd(y).4. Ist '(X) � �Y , so gilt weiter �'(x) = '(x).Teilkontexte sind nat�urlich im allgemeinen nicht mehr isomorph zu K. Wir k�onnenaber immer noch interessante Aussagen �uber den Begri�sverband eines Teilkon-textes machen:2.7.5. Satz. Sei K = (X;Y; ') ein Verbandskontext, und K = ( �X; �Y ; �') einTeilkontext von K.1. Ist 'd(Y ) � �X , so ist die AbbildungB(K )! B(K); (x; y) 7! (x; '(x))eine ^-erhaltende Ordnungseinbettung.



50 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFF2. Ist '(X) � �Y , so ist die AbbildungB(K )! B(K); (x; y) 7! ('d(y); y)eine _-erhaltende Ordnungseinbettung.3. Die AbbildungenB(K )! B(K); (x; y) 7! ('d('(x)); '(x)) undB(K )! B(K); (x; y) 7! ('d(y); '('d(y)))sind Ordnungseinbettungen der Begri�sverb�ande.Beweis:1. Jeder Begri�sumfang x 2 �'d( �Y ) von K ist auch Begri�sumfang in K. Dennaus x = �'d( �'(x)) = 'd( �'(x)) � 'd('(x)) � xfolgt x = 'd('(x)). Also ist die oben angegebene Abbildung wohlde�niert. NachDe�nition der Ordnung in Begri�sverb�anden ist sie sogar ^-erhaltende Ordnungs-einbettung.2. Dies kann man analog beweisen.3. Betrachte zun�achst K 1 := (X; �Y ; '1) als Teilkontext von K, und anschlie�endK als Teilkontext von K 1, so erhalten wir mit (1) und (2) die erste Abbildung.F�ur die zweite Abbildung gehen wir umgekehrt vor, d.h. wir betrachten zun�achstden Teilkontext K 2 := ( �X;Y; '2) von K, und anschlie�end den Teilkontext K vonK 2.



Kapitel 3Mehrwertige KontexteWir haben im vorherigen Kapitel allgemeine Ergebnisse f�ur Ordnungskontex-te und insbesondere f�ur Verbandskontexte zusammengetragen. Nun wollen wireine spezielle Klasse von Verbandskontexten, die mehrwertigen Kontexte, neueinf�uhren.Mehrwertige Kontexte wurden zwar auch schon bisher in der formalen Begri�s-analyse behandelt. Aber zur Analyse betrachtete man immer gewisse einwertigeKontexte, die durch sogenannte Skalierung aus dem ersten entstanden sind. Un-sere Neuerungen werden diese Skalierungen nicht vollkommen ersetzen, sie bildenlediglich eine sch�one Erg�anzung der Theorie. Wir werden n�amlich sehen, da� dieSkalierungen Teilkontexte des mehrwertigen Kontextes erzeugen.3.1 Klassische De�nitionIn Anwendungen der formalen Begri�sanalyse gibt es h�au�g nicht nur Merkma-le, die ein Gegenstand haben oder nicht haben kann. Merkmale wie "Farbe\,"Gewicht\ oder "Geschlecht\ haben Auspr�agungen oder Werte. Hierf�ur hat manden mehrwertigen Kontext eingef�uhrt, welcher auch solche Merkmale verarbeitenkann:3.1.1. De�nition. Ein mehrwertiger Kontext K = (G;M;W; I) besteht aus ei-ner Menge G von Gegenst�anden, einer MengeM von (mehrwertigen) Merkmalen,einer Menge W von Merkmalsauspr�agungen oder Werten und einer dreistelligenRelation I � G�M �W , mit(g;m;w); (g;m; v) 2 I ) w = v:Jedes Merkmalm kann als Funktion von einer Teilmenge vonG nachW aufgefa�twerden. Wir schreiben deshalb f�ur (g;m;w) 2 I auch m(g) = w und sprechen:51



52 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTE"Das Merkmalm hat bei Gegenstand g den Wert w.1 Den De�nitionsbereich vonm bezeichnen wir mit dom(m) und das Bild mit m(G):dom(m) := fg 2 Gj9w 2 W : (g;m;w) 2 Igm(G) := fw 2 W j9g 2 dom(m) : (g;m;w) 2 IgEin Merkmal m hei�t vollst�andig, falls dom(m) = G ist. Der Kontext hei�t voll-st�andig, falls alle Merkmale vollst�andig sind.3.1.2. Beispiel. Ich bringe hier ein Beispiel eines mehrwertigen Kontextes ausder Algebra: Man betrachte die Merkmale irrational, algebraisch und transzen-dent einer reellen Zahl. Hierbei seien irrational und transzendent jeweils einwerti-ge Merkmale, d.h. ein � in der Tabelle bedeutet, da� eine Zahl die entsprechendeEigenschaft hat. Das Merkmal algebraisch sei aber mehrwertig: Ein n 2 N be-deutet, da� diese Zahl algebraisch vom Grad n sei. Das hei�t, es ist Nullstelleeines normierten Polynoms �uber Q. Falls die Zahl nicht algebraisch ist, so stehtkein Eintrag bei diesem Merkmal. i a t2 1p2 � 23p2 � 3� � �3.2 Ansatz f�ur vollst�andige mehrwertige Kon-texteWir m�ochten nun Begri�e in mehrwertigen Kontexten einf�uhren. Um die De�-nitionen �ubersichtlich zu lassen, beschr�anken wir uns zun�achst auf vollst�andigeKontexte. Wir k�onnen aus jedem Kontext einen vollst�andigen Kontext konstru-ieren, indem wir einen zus�atzlichen Nullwert � einf�uhren: Ist g 62 dom(m), sosetzen wir m(g) := �.Um Begri�e zu de�nieren, welche analoge Eigenschaften wie diejenigen im ein-fachen klassischen Kontext haben, ben�otigen wir eine Galoisabbildung zwischenzwei vollst�andigen Verb�anden. Es gibt sicherlich mehrere M�oglichkeiten, geeigne-te vollst�andige Verb�ande und eine Galoisverbindung dazwischen anzugeben, unddamit einen Begri�sverband �uber einen mehrwertigen Kontext zu de�nieren. Die1In Literatur �uber Datenbanken betrachtet man h�au�g g als Funktion �uberM , und schreibtentsprechend g(m) = w. Wir halten uns aber an die in der Begri�sanalyse �ubliche Schreibweise.



3.2. ANSATZ F�UR VOLLST�ANDIGE MEHRWERTIGE KONTEXTE 53folgende ist von der Art inspiriert, mit welcher man im Alltag Gegenst�ande be-schreibt: Man gibt die m�oglichen Werte an, die eine Gegenstandsmenge in einemMerkmal annehmen kann.Will man z.B. in einer Gruppe von Menschen die Teenager beschreiben, so k�onnteman etwa angeben, ihr Alter liege zwischen 15 und 20 Jahren. Da das Ge-schlecht dabei keine Rolle spielt, k�onnte man erw�ahnen, da� das Geschlecht so-wohl m�annlich als auch weiblich sein kann.Wir beschreiben also Gegenst�ande, indem wir jedem Merkmal eine Teilmenge derWertemenge zuordnen:3.2.1. De�nition. Sei K = (G;M;W; I) ein vollst�andiger mehrwertiger Kon-text. Eine Beschreibung in K ist eine Abbildung B : M ! P(W ) von der Merk-malsmengeM in die Potenzmenge von W .Eine Beschreibung ist genauer, d.h. sie tri�t auf weniger Gegenst�ande zu, wennman die Anzahl der Werte beschr�ankt, die ein Gegenstand in einem Merkmalannehmen kann. Wir haben also eine Ordnung auf der Menge der Beschreibungen:3.2.2. Hilfssatz. Die Menge P(W )M der Beschreibungen in K mit der Teilord-nung B1 � B2 :, B1(m) � B2(m);8m 2Mbildet einen vollst�andigen Verband.Beweis: Es ist die Vollst�andigkeit des Verbandes zu zeigen: Sei T eine beliebigeIndexmenge und zu t 2 T sei Bt eine Beschreibung in K. Das In�mum und dasSupremum der Bt, t 2 T sind dann:t̂2T Bt : m 7! [t2T Bt(m) und _t2T Bt : m 7! \t2T Bt(m)Im klassischen einwertigen Kontext ist die Ableitung einer Menge von Gegen-st�anden A de�niert als die gr�o�te Merkmalsmenge, die mit allen Gegenst�andeng 2 A inzidiert (A0 = Sfm 2 M jgIm;8g 2 Ag). Analog nehmen wir jetzt immehrwertigen Fall die genaueste Beschreibung, die auf alle g 2 A "zutri�t\, d.h.da� f�ur alle g 2 A gilt: m(g) 2 A0(m);8m 2M .3.2.3. De�nition. Sei K = (G;M;W; I) vollst�andiger mehrwertiger Kontext.Wir de�nieren die Abbildungen ' : P(G)! P(W )M und  : P(W )M ! P(G),indemwir f�ur eine GegenstandsmengeA � G und eine BeschreibungB 2 P(W )Msetzen: '(A) := M ! P(W );m 7! m(A) (B) := fg 2 Gjm(g) 2 B(m); 8m 2Mg



54 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTEDa wir ' und  als die Ableitungen in unserem Verbandskontext verwenden wol-len, schreiben wir kurz A0 f�ur '(A) und B 0 f�ur  (B). Dazu m�ussen wir allerdingsnoch zeigen, da� diese Abbildungen tats�achlich eine Galoisverbindung bilden:3.2.4. Hilfssatz. Die beiden Abbildungen ' und  bilden eine Galoisverbindungzwischen P(G) und P(W )M .Beweis: Wir zeigen dies mit Hilfe des Kriteriums 1.4.2: A � B 0, A0 � B.")\. Sei A � B 0 ) A0(m) = m(A) � m(B 0) � B(m);8m 2M ) A0 � B"(\. Sei A0 � B ) m(A) = A0(m) � B(m);8m 2M ) A � B 03.2.5. Folgerung. Im vollst�andigen mehrwertigen Kontext K = (G;M;W; I)seien A;A1; A2 � G Gegenstandsmengen und B;B1; B2 : M ! P(W ) Beschrei-bungen. Weiterhin sei I beliebige Indexmenge, und f�ur alle i 2 I sei Ai � GGegenstandsmenge und Bi :M ! P(W ) Beschreibung. Dann gilt:1. A1 � A2 ) A02 � A012. A � A003. A0 = A0004. (SAi)0 = VA0i5. A � B 0, B � A0 1'. B1 � B2 ) B 02 � B 012'. B � B 003'. B 0 = B 0004'. (WBi)0 = TB0iBeweis: Diese Aussagen folgen aus der De�nition der Galoisverbindung, sowieden S�atzen 1.4.4, 1.4.7 und 1.4.2.Als Ergebnis unserer �Uberlegungen k�onnen wir den mehrwertigen Kontext alsVerbandskontext au�assen:3.2.6. Satz. Sei K = (G;M;W; I) ein vollst�andiger mehrwertiger Kontext. Wiridenti�zieren dann K mit dem VerbandskontextK = (P(G);P(W )M ; ');wobei ' wie in 3.2.3 de�niert ist, und erhalten dadurch Ableitungen und Begri�ein K. Die Menge aller Begri�e B(K) ist ein vollst�andiger Verband.Aus Kapitel 2 wissen wir, da� es f�ur jeden Verbandskontext einen inzidenziso-morphen einwertigen Kontext gibt: Mit _-dichten Teilmengen ~G � P(G) und~M � P(W )M ist K isomorph zueK = ( ~G; ~M; IR ~G; ~M(')):Die _-irreduziblen Elemente von P(G) { die einelementigen Teilmengen fgg mitg 2 G { sind _-dicht in P(G): ~G := I_(P(G)) �= G



3.2. ANSATZ F�UR VOLLST�ANDIGE MEHRWERTIGE KONTEXTE 55Um die _-irreduziblen Elemente von P(W )M zu beschreiben, betrachten wir fol-gende De�nition:3.2.7. De�nition. F�urm 2M und w 2 W ist die Beschreibungm 6= w de�niertdurch: (m 6= w)(n) := (W n fwg falls n = mW sonst3.2.8. Hilfssatz. Die _-irreduziblen Elemente von P(W )M sind durch die Be-schreibungen m 6= w gegeben:I_(P(W )M) = fm 6= wjm 2M;w 2 Wg:Diese Menge ist _-dicht in P(W )M .Beweis: Das kleinste Element des Verbandes P(W )M ist0P(W )M :M ! P(W );m 7!W:1. I_(P(W )M ) = fm 6= wjm 2M;w 2 Wg:"�\. Wir geben f�ur jede Beschreibung B 6= 0P(W )M , die nicht von der Formm 6= w ist, zwei kleinere Beschreibungen an, deren Supremum gleich B ist:Da B 6= 0P(W )M ist, gibt es ein m1 2 M mit B(m1) ( W . Es existiert also einw1 2 W mit w1 62 B(m1). Da B 6= (m1 6= w1) ist, gibt es ein weiteres Paarm2 2 M , w2 2 W mit w2 62 B(m2). Folgende Beschreibungen sind also echtkleiner als B: B1 : m 7! (B(m1) _[fw1g falls m = m1B(m) sonstB2 : m 7! (B(m2) _[fw2g falls m = m2B(m) sonstBetrachten wir nun B1 _B2 : m 7! B1(m) \B2(m):Falls m1 6= m2 ist, so gilt f�ur i = 1; 2: B1(mi) \ B2(mi) = B(mi). Ist andernfallsm1 = m2, so mu� w1 6= w2 sein, und es gilt ebenso B1(m1) \B2(m1) = B(m1).Die Gleichheit gilt erst recht f�ur die restlichen m 2 M , d.h. B1(m) \ B2(m) =B(m) f�ur alle m 2M . Also ist B = B1 _B2 und damit ist B nicht _-irreduzibel.Die 0P(W )M ist auch nicht _-irreduzibel, da nach De�nition 0P(W )M = W ; gilt."�\. Wir betrachten alle Beschreibungen B, die echt kleiner als m 6= w sind:Ist B < (m 6= w), so gilt f�ur jedes n 2M : B(n) � (m 6= w)(n). Da die Beschrei-bungen nicht gleich sind, gibt es weiter ein n0 2 M mit B(n0) ) (m 6= w)(n0).Der Wert (m 6= w)(n0) kann aber nur f�ur das Merkmal n0 = m erweitertwerden, da f�ur n 6= m bereits (m 6= w)(n) = W = 1P(W ) gilt. Weiter ist(m 6= w)(m) = W nfwg, also gibt es inP(W ) nur ein Element, das echt gr�o�er als



56 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTE(m 6= w)(m) ist, n�amlich die 1P(W ) = W . Die einzige Beschreibung in P(W )M ,welche echt kleiner als m 6= w ist, ist also die 0P(W )M .Damit gilt: WfB 2 P(W )M jB < (m 6= w)g = 0P(W )M , also ist m 6= w _-irredu-zibel.2. Wir haben noch die _-Dichtheit von I_(P(W )M ) zu zeigen:Diese folgt aus der De�nition derm 6= w: Jedes B 2 P(W )M kann man darstellenals B =_fm 6= wjm 2M;w 62 B(m)g:Wir verwenden also folgende _-dichte Teilmenge von P(W )M :~M := fm 6= wjm 2M;w 2 Wg:Wir kennen nun _-dichte Teilmengen G � P(G) und ~M � P(W )M . Um deninzidenzisomorphen klassischen Kontext zu K = (P(G);P(W )M ; ') angeben zuk�onnen, m�ussen wir noch die Inzidenzrelation ~I := IRG; ~M(') analysieren.Ein Paar (g;m 6= w) ist nach De�nition genau dann in der Inzidenzrelation ~Ienthalten, wenn (m 6= w) � '(g) ist, also (m 6= w)(n) � n(g) f�ur alle n 2 Mgilt. Dies ist nur f�ur n = m eine echte Einschr�ankung, also kann man ~I wie folgtbeschreiben: (g;m 6= w) 2 ~I , m(g) 2 W n fwg , m(g) 6= w:Damit haben wir den inzidenzisomorphen einwertigen Kontext eK = (G; ~M; ~I)beschrieben:3.2.9. Satz. Sei K = (G;M;W; I) vollst�andiger mehrwertiger Kontext. Dann istder Begri�sverband von K isomorph zum Begri�sverband des klassischen Kontex-tes eK = (G; ~M; ~I), wobei ~M := fm 6= wjm 2M;w 2 Wgund (g;m 6= w) 2 ~I :, m(g) 6= w:3.2.10. Beispiel. Betrachten wir den Kontext aus Beispiel 3.1.2 (siehe Seite 52).Diesen k�onnen wir k�unstlich vollst�andig machen und erhalten so den vollst�andi-gen Kontext K v = (Gv;Mv;Wv; Iv)mit gleicher Gegenstandsmenge Gv = G und Merkmalsmenge Mv = M , derWertemenge Wv = W _[f�g = N [ f�; �g und der Inzidenzrelation Iv:



3.3. MEHRWERTIGE KONTEXTE ALS VERBANDSKONTEXT 57a 6= 3i 6= �2 �t 6= �i 6= �, a 6= 1p2 a 6= 23p2t 6= �, a 6= �
Abbildung 3.1: Der Begri�sverband des vollst�andigen Kontextes Kv .i a t2 � 1 �p2 � 2 �3p2 � 3 �� � � �Der einwertige Kontext eKv hat unendlich viele Merkmale, da Wv unendlich ist.Die Merkmalem 6= w, die f�ur alle Gegenst�ande gelten, k�onnen wir aber weglassen,da sie bei einer Reduzierung des Kontextes sowieso gestrichen w�urden.m 6= w giltf�ur alle Gegenst�ande, falls kein Gegenstand g 2 G beim Merkmal m den Wertw hat. Der Kontext eK v { und damit auch K v { ist also zu folgendem Kontextisomorph: i 6= � i 6= �a 6= �a 6= 1a 6= 2a 6= 3t 6= �t 6= �2 � � � � �p2 � � � � �3p2 � � � � �� � � � � �Der zugeh�orige Begri�sverband ist in Abbildung 3.1 zu sehen.3.3 Mehrwertige Kontexte als VerbandskontextNachdem wir nun f�ur vollst�andige mehrwertige Kontexte den Begri�sverbandsinnvoll eingef�uhrt haben, �uberlegen wir uns jetzt, wie man diese De�nition auf



58 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTEnicht vollst�andige Kontexte erweitern kann. Dabei verstehen wir unter "nichtvollst�andig\, da� der Kontext leere Zellen haben kann, d.h. Paare (g;m) mit:(g;m;w) 62 I;8w 2 W .Unsere De�nition sollte vertr�aglich mit dem einwertigen Kontext sein. Das hei�t,falls man einen einwertigen Kontext K = (G;M; I) als mehrwertigen Kontext miteiner einelementigenWertemengeW = f�g auffa�t, so sollte der Begri�sverbandisomorph zum klassischen einwertigen Begri�sverband sein.Im einwertigen Kontext entscheidet nur das Auftreten von Merkmalen �uber dieZugeh�origkeit von Gegenst�anden zu Begri�en, nicht das Fehlen von Merkmalen.Wird letzteres ben�otigt, so f�uhrt man ein zus�atzliches dichotomes Merkmal :mein, das genau dann auf einen Gegenstand g zutri�t, wenn g nicht mitm inzidiert.Der dichotome Kontext ist entsprechend der Kontext, der neben den Merkmalenm 2 M zus�atzlich alle dichotomen Merkmale :m enth�alt.Der naheliegende L�osungsversuch, einen mehrwertigen Kontext zun�achst k�unst-lich vollst�andig zu machen, und dann den Ansatz des vorherigen Kapitels anzu-wenden, ergibt also nicht das gew�unschte Verhalten: Der Begri�sverband eineseinwertigen Kontextes { aufgefa�t als mehrwertiger Kontext { w�are dann iso-morph zum Begri�sverband des dichotomen Kontextes, welcher i.a. wesentlichmehr Begri�e enth�alt als der einwertige Begri�sverband.Wir m�ussen also das Verhalten der leeren Zellen getrennt betrachten: Falls eineMenge A von Gegenst�anden einen Gegenstand g enth�alt, der bei Merkmal mkeinen Eintrag hat (d.h. (g;m) ist leere Zelle), so sollte der zugeh�orige Begri� beiMerkmal m keinerlei Einschr�ankungen haben. Letzteres bedeutet, die Ableitungvon A sollte bei Merkmal m alle m�oglichen Eintr�age zulassen, insbesondere auchkeinen Eintrag.Zur Erl�auterung ein Beispiel: Unter allen Fortbewegungsmitteln ist die Leistungdes Motors ein interessantes Unterscheidungsmerkmal: Hierin unterscheidet sichBeispielsweise ein Mofa vom Motorrad. Aber f�ur ein Fahrrad hat dieses Merk-mal keinen Sinn, da es gar keinen Motor hat. Man kann also den Begri� allermotorisierten Fahrzeuge bestimmen, indem man alle Fahrzeuge betrachtet, f�urdie eine Leistung des Motors angegeben ist. Andererseits geh�oren zu dem Begri�aller Zweir�ader sowohl Fahrzeuge mit, als auch ohne Motor. Will man also dieMenge aller Zweir�ader beschreiben, so mu� man f�ur das Merkmal Leistung nichtnur alle Werte w 2 W zulassen, sondern auch "keinen Eintrag\.Um diesen Sachverhalt mathematisch zu fassen, f�ugen wir zur Potenzmenge derWertemengeW ein k�unstliches gr�o�tes Element � hinzu. Dadurch k�onnen wir dieBeschreibungen, die wir in Abschnitt 3.2 f�ur vollst�andige mehrwertige Kontexteeingef�uhrt haben, verallgemeinern: Es ist dann f�ur eine Beschreibung B ein Un-terschied, ob B(m) =W ist, oder ob B bei Merkmalm keinerlei Einschr�ankungenaufweist. Anschlie�end leiten wir daraus analog zum vorherigen Abschnitt einenVerbandskontext her, welchen wir mit dem mehrwertigen Kontext identi�zieren.



3.3. MEHRWERTIGE KONTEXTE ALS VERBANDSKONTEXT 59
f3gf2;3gf1;3gf1;2gf1g f2g;

�f1;2;3g
Abbildung 3.2: Der vollst�andige Verband _P(A) mit A = f1; 2; 3g.Das Hinzuf�ugen eines k�unstlichen gr�o�ten Elementes zu einem vollst�andigen Ver-band nennen wir Punktieren des Verbandes. Wir werden es im folgenden h�au�gerben�otigen:3.3.1. De�nition. Sei V ein vollst�andiger Verband. Dann entsteht der punktier-te Verband zu V , _V := V _[f�g, indem man zu V ein neues maximales Element �hinzuf�ugt, mit x < � f�ur alle x 2 V .Der punktierte Verband _V zu einem vollst�andigen Verband V ist wieder vollst�an-dig. F�ur A � V setzen wir dann _A := A _[f�g. Ist A ^-Unterhalbverband von V ,so ist auch _A ^-Unterhalbverband von _V .3.3.2. Beispiel. Abbildung 3.2 zeigt f�ur A := f1; 2; 3g den Verband _P(A).Mit diesem Hilfsmittel k�onnen wir Beschreibungen sinnvoll auf allgemeine (d.h.nicht vollst�andige) mehrwertige Kontexte erweitern:3.3.3. De�nition. Sei K = (G;M;W; I) ein mehrwertiger Kontext. Eine Be-schreibung in K ist eine Abbildung B :M ! _P(W ).Wir de�nieren wie im vollst�andigen Fall eine Teilordnung auf der Menge derBeschreibungen:3.3.4. Hilfssatz. Die Menge _P(W )M der Beschreibungen in K mit der Teilord-nung B1 � B2 :, B1(m) � B2(m);8m 2Mbildet einen vollst�andigen Verband.Beweis: Analog zu 3.2.2.



60 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTEWie auch schon in Abschnitt 3.2, haben wir wieder zwei vollst�andige Verb�andeX = P(G) und Y = _P(W )M gegeben und ben�otigen noch eine Galoisverbin-dung zwischen diesen. Hierzu ersetzen wir in De�nition 3.2.3 die Abbildungm : P(dom(m))! P(W );m 7! m(A) durch die erweiterte Abbildung_m : P(G)! _P(W ); _m(A) := (m(A) falls A � dom(m)� sonstund k�onnen somit ' und  verallgemeinern:3.3.5. De�nition. Sei K = (G;M;W; I) ein mehrwertiger Kontext. F�ur eineGegenstandsmenge A � G und eine Beschreibung B : M ! _P(W ) de�nierenwir: _'(A) := M ! _P(W );m 7! _m(A)_ (B) := fg 2 Gj _m(g) � B(m);8m 2 MgWir schreiben f�ur _'(A) wieder kurz A0 und f�ur _ (B) kurz B 0. Durch diese De-�nition der Ableitungen erhalten wir das gew�unschte Verhalten f�ur leere Zellen:Falls eine Menge A von Gegenst�anden einen Gegenstand g enth�alt, welcher beiMerkmalm 2M keinen Eintrag hat, so gilt f�ur die AbleitungA0:A0(m) = � ) W .Man kann analog zum vollst�andigen Fall beweisen, da� diese Abbildungen ei-ne Galoisverbindung ergeben. Damit de�niert K = (P(G); _P(W )M ; _') wirklicheinen Verbandskontext.3.3.6. Hilfssatz. Die beiden Ableitungen _' und _ bilden eine Galoisverbindungzwischen P(G) und _P(W )M .Beweis: Analog zu 3.2.4.Halten wir das Ergebnis unserer bisherigen �Uberlegungen wieder in einem Satzfest:3.3.7. Satz. Wir identi�zieren den mehrwertigen Kontext K = (G;M;W; I) mitdem Verbandskontext K = (P(G); _P(W )M ; _');wobei _' wie in 3.3.5 de�niert ist. Die Menge aller Begri�e B(K) ist ein vollst�an-diger Verband.Auch hier sind wir wieder an einem inzidenzisomorphen einwertigen KontexteK = (G; ~M; ~I) interessiert. Wir betrachten also die _-irreduziblen Elemente von_P(W )M und �uberpr�ufen, ob sie _-dicht sind. Um I_( _P(W )M) zu umschreiben,de�nieren wir �ahnlich wie oben einige besondere Beschreibungen:



3.3. MEHRWERTIGE KONTEXTE ALS VERBANDSKONTEXT 613.3.8. De�nition. F�ur m 2 M sind die Beschreibungen m 6= � wie folgt de�-niert: (m 6= �)(n) := (W falls n = m� sonstFalls keine Verwechslungen auftreten k�onnen, schreiben wir f�ur m 6= � oft auchkurz m. Weiterhin de�nieren wir die Beschreibungenm 6= w mitm 2M , w 2 W :(m 6= w)(n) := (W n fwg falls n = m� sonst3.3.9. Hilfssatz. Die Menge aller _-irreduziblen Beschreibungen ist gleich:I_( _P(W )M) = fm 6= �jm 2Mg [ fm 6= wjm 2M;w 2 Wg:Diese Menge ist _-dicht in _P(W )M .Beweis: Da� alle Beschreibungen B, welche nicht von der Form m 6= w oderm 6= � sind, _-reduzibel sind, zeigt man analog wie im vollst�andigen Fall (3.2.8).Echt kleiner als eine Beschreibungm 6= � ist nur die 0 _P(W )M :M ! _P(W );m 7! �.Und kleiner als m 6= w sind lediglich die Beschreibungen m 6= � und 0 _P(W )M . Inbeiden F�allen ist die Beschreibung _-irreduzibel, da sie ungleich dem Supremumaller echt kleineren Beschreibungen ist.Die _-Dichtheit ist ebenfalls einleuchtend.Wir erhalten also durch folgende De�nition eine _-dichte Teilmenge von _P(W )M :~M := fm 6= �jm 2Mg [ fm 6= wjm 2M;w 2 Wg:3.3.10. Beispiel. Zur Veranschaulichung der Verbandstruktur ist in Abb. 3.3der vollst�andige Verband _P(W )M f�ur eine zweielementige Merkmalsmenge Mund eine zweielementige Wertemenge W zu sehen. Die _-irreduziblen Elementesind durch gro�e Knoten hervorgehoben. Hier wird insbesondere deutlich, da�(m 6= �) � (m 6= w) ist f�ur m 2 M und w 2 W . Also ist der Verband derBeschreibungen nicht atomistisch. (In einem atomistischen Verband V sind al-le _-irreduziblen Elemente obere Nachbarn der 0V .) Es zahlt sich also aus, da�wir Verbandskontexte allgemein f�ur vollst�andige Verb�ande behandelt haben. Vie-le Beweise w�aren n�amlich wesentlich einfacher, wenn man sich auf atomistischeVerb�ande beschr�ankte, aber man k�onnte diese Ergebnisse dann nicht f�ur mehr-wertige Kontexte verwenden.Weiterhin sind die Beschreibungen, welche mindestens ein m 2 M auf ; 2 _P(W )abbilden, durch wei�e Knoten gekennzeichnet. Zu diesen Beschreibungen kann eskeine Gegenst�ande im Kontext geben, da f�ur keinen Gegenstand m(g) � ; gilt.



62 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTE
Abbildung 3.3: Verbandstruktur von _P(W )M f�ur eine jeweils zweielementigeMerkmalsmengeM und Wertemenge W .Betrachten wir nun die Inzidenzrelation ~I := IRG; ~M ( _'):(g;m 6= �) 2 ~I , (m 6= �) � _'(g), _'(g)(m) �W, g 2 dom(m)(g;m 6= w) 2 ~I , (m 6= w) � _'(g), _'(g)(m) �W n fwg, g 2 dom(m) und m(g) 6= wAls Ergebnis k�onnen wir den inzidenzisomorphen einwertigenKontext eK angeben:3.3.11. Satz. Der mehrwertige Kontext K = (G;M;W; I) ist isomorph zum ein-wertigen Kontext eK = (G; ~M; ~I), wobei~M := fm 6= �jm 2Mg [ fm 6= wjm 2M;w 2 Wgund (g;m 6= �) 2 ~I :, g 2 dom(m)(g;m 6= w) 2 ~I :, g 2 dom(m) und m(g) 6= wWie wir zu Beginn des Abschnitts bereits gefordert haben (siehe Seite 58), solltees m�oglich sein, unsere De�nitionen als Verallgemeinerungen des einwertigenKon-textes zu verstehen. Ein einwertiger Kontext K e = (G;M; Ie) kann auf nat�urlicheWeise als mehrwertiger Kontext Km = (G;M;W; Im) aufgefa�t werden, indemman W := f�g setzt und (g;m;�) 2 Im :, (g;m) 2 Ie.



3.3. MEHRWERTIGE KONTEXTE ALS VERBANDSKONTEXT 633.3.12. Satz. Jeder einwertige Kontext K e = (G;M; Ie) ist isomorph zum ent-sprechenden mehrwertigen Kontext K m = (G;M;W; Im).Beweis: Wir betrachten den zu Km inzidenzisomorphen einwertigen KontexteK m = (G; ~M; ~Im): ~M enth�alt f�ur jedes m 2M die Elemente m 6= � und m 6= �.Es ist (g;m 6= �) 2 ~Im , g 2 dom(m) und m(g) 6= �. Da aber W = f�g ist,ist dies unm�oglich, also ist (g;m 6= �) 62 ~Im f�ur alle g 2 G und alle m 2 M .Durch Streichen der Merkmalem 6= � �andert sich also der Begri�sverband nicht.Setzen wir also �M := fm 6= �jm 2Mg � ~Mm, und �I := ~Im \ (G � �M ), so ist:B(K m) �= B(eK m) �= B(G; �M; �I):Weiter ist (g;m 6= �) 2 �I , g 2 dom(m), (g;m) 2 Ie, d.h. Ie �= �I. MitM �= �Merhalten wir also B(K e) �= B(G; �M; �I) �= B(K m):3.3.13. Beispiel. Betrachten wir noch einmal unser Beispiel 3.1.2 (auf Seite 52):Wir brauchen jetzt nicht mehr die Vollst�andigkeit des Kontextes zu erzwingenund k�onnen gleich den zu K isomorphen einwertigen Kontext eK = (G; ~M; ~I)berechnen. Die Inzidenzrelation ~I sieht dabei wie folgt aus:i i 6= �a a 6= 1a 6= 2a 6= 3t t 6= �2 � � �p2 � � � �3p2 � � � �� � �Es f�allt auf, da� die Spalten i 6= � und t 6= � leer sind. Dies beruht auf der Tat-sache, da� f�ur diese Merkmale im mehrwertigen Kontext nur ein Wert vorkommt,es sind also einwertige Merkmale. Bei einem einwertigen Merkmal gen�ugt es, dasMerkmalm = (m 6= �) zu ber�ucksichtigen, welches isomorph zum urspr�unglichenMerkmal m ist. Wir k�onnen den Kontext also vereinfachen zu:i a a 6= 1a 6= 2a 6= 3t2 � � �p2 � � � �3p2 � � � �� � �Der Begri�sverband f�ur diesen Kontext ist in Abbildung 3.4 zu sehen.



64 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTEi�ta 6= 2a 6= 32 3p2p2 a 6= 1a
Abbildung 3.4: Der Begri�sverband des Kontextes f�ur reellen Zahlen3.4 Begri�iche DatenbankenWerfen wir einen kurzen Blick auf eine Anwendung dieser Theorie: die Begri�-liche Datenbank. Dabei wird eine Datenbank als mehrwertiger Kontext aufge-fa�t, in dessen Begri�sverband der Anwender navigieren kann, um eine Auswahlan Gegenst�anden mit gewissen Egenschaften zu tre�en. Durch eine geeigneteDarstellung des Begri�sverbandes erh�alt man so ein intuitives Werkzeug, dasden Umgang mit gro�en Datenbanken erleichtern kann. Eine solche Begri�icheDatenbank ist beispielsweise in dem Computerprogramm Toscana ([Tos]) im-plementiert, allerdings verwendet Toscana nat�urlich nicht den hier neu ein-gef�uhrten mehrwertigen Begri�sverband, sondern arbeitet mittels Skalierungen(siehe weiter unten).Eine Implementierung des mehrwertigen Begri�sverbandes wie wir ihn hier ein-gef�uhrt haben, erfordert noch die L�osung einiger Probleme:In gro�en Datenbanken mit unterschiedlichen Merkmalstypen ist es g�unstiger,anstatt eines globalen Wertebereichs W f�ur den ganzen Kontext, f�ur jedes Merk-malm 2M eine separate WertemengeWm zu betrachten. Beschreibungen ordnendann jedemMerkmalm 2M jeweils eine Teilmenge von Werten aus Wm zu. Einesolche Sichtweise verkompliziert aber die Theorie, da wir dann die Beschreibun-gen nicht mehr einfach als Abbildungen de�nieren k�onnen (sondern z.B. als Folge(Bm)m2M mitBm � Wm). Da separate Wertemengen keine wichtigen �Anderungender Ergebnisse bringen { es werden dabei nur einige f�ur den Begri�sverband nichtentscheidende Beschreibungen von vornherein weggelassen { benutzen wir hier f�urdie Theorie weiterhin einen globalem Wertebereich, und behalten im Hinterkopf,da� man dies auf dem Computer anders implementieren w�urde.Weiterhin enth�alt der Begri�sverband in ernsthaften Anwendungen meist so vieleBegri�e, da� man das Hasse-Diagramm nicht mehr �ubersichtlich darstellen kann.Hier helfen gestufte Liniendiagramme weiter:



3.4. BEGRIFFLICHE DATENBANKEN 65Den Begri�sverband eines einwertigen Kontextes K = (G;M; I) kann man dar-stellen, indem man f�ur zwei Teilmengen M1;M2 � M mit M = M1 [ M2 dieHasse-Diagramme der Begri�sverb�ande von K 1 := (G;M1; I \ G � M1) undK 2 := (G;M2; I \ G � M2) verschachtelt. Das hei�t man stellt den VerbandV := (B(K 1)�B(K 2);�) mit(x1; x2) � (y1; y2) :, x1 � y1 undx2 � y2dar, indem man anstelle von jedem Knoten des Hasse-Diagramms zu B(K 1) einRechteck zeichnet, und darin eine Kopie des Diagramms zu B(K 2) darstellt. Esgibt nun eine _-erhaltende Ordnungseinbettung von B(K) nach V :(A;B) 7! (((B \M1)0; B \M1); ((B \M2)0; B \M2)) :Man kann also die Begri�e von K in der Zeichnung hervorheben. F�ur eine genauereBeschreibung gestufter Liniendiagramme, und auch f�ur einen Beweis, da� manB(K) immer auf diese Weise darstellen kann, schlage man in [GaWi96], Seite 75�nach.Dieses Verfahren kann man (mit M =M1 [M2 [ : : : [Mn) auch mehrfach an-wenden und erh�alt dadurch mehrfach gestufte Liniendiagramme. In einem Com-puterprogramm kann man diese Diagramme auch interaktiv in mehreren Ebenendarstellen: Man zeichnet das �ubliche Hasse-Diagramm von B(K 1), und der Be-nutzer kann per Mausklick auf einen Knoten eine Ebene tiefer zum entsprechen-den Hasse-Diagramm vonB(K 2) vordringen. Durch einen weiterer Mausklick aufeinen Knoten erscheint das zugeh�orige Diagramm von B(K 3), u.s.w. Mit diesemVerfahren kann man beliebig komplizierte Verb�ande auf eine leicht verst�andlicheWeise �ubersichtlich darstellen, wie die recht komfortable Implementierung in demProgramm Toscana zeigt.3.4.1. Beispiel. Betrachte den klassischen einwertigen Kontext K = (G;M; I)mit G = f1; 2; 3; 4g, M = fA;B;C;Dg und der InzidenzrelationI A B C D1 � �2 � � �3 � �4 � � �Der Begri�sverband dieses Kontextes ist in Abb. 3.5(1) als Hasse-Diagramm dar-gestellt. Man kann aber auch ein gestuftes Liniendiagramm erzeugen, indemman M1 := fA;Bg und M2 := fC;Dg setzt, und die Begri�sverb�ande vonK 1 := (G;M1; I \G �M1) (siehe Abb. 3.5(2)) und K 2 := (G;M2; I \ G�M2)(Abb. 3.5(3)) verschachtelt. Das resultierende gestufte Liniendiagramm ist inAbb. 3.5(4) zu sehen.
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2Abbildung 3.5: Darstellung eines Begri�sverbandes als gestuftes LiniendiagrammDieses Verfahren l�a�t sich auch auf mehrwertige Kontexte anwenden: Man parti-tioniert die Merkmalsmenge:M =M1[: : :[Mn und bildet ein mehrfach gestuftesLiniendiagramm der mehrwertigen Kontexte K i := (G;Mi;W; I \G�Mi �W ).Dies ist m�oglich, da die mehrwertigen Begri�sverb�ande isomorph zu Begri�s-verb�anden klassischer einwertiger Kontexte sind: Wir wissen, da� B(K) �= B(eK )(eK wie in 3.3.11) und B(K i) �= B(eK i) ist. Wegen ~M = ~M1 [ : : : [ ~Mn und~Ii = ~I \ G � ~Mi kann man also B(eK ) als gestuftes Liniendiagramm der B(eK i)darstellen, also auch B(K) durch die B(K i).3.5 SkalierungDer mehrwertige Begri�sverband enth�alt viele Begri�e, die f�ur die Anwendunguninteressant sind. Beispielsweise ist wohl kaum ein Begri� erw�unscht, der alleFahrzeuge beschreibt, deren Motor eine Leistung von 40 kW oder 50 kW hat,nicht aber diejenigen mit einer Leistung von 45 kW. Betrachten wir geeigneteTeilkontexte (vgl. Abschnitt 2.7), indem wir _-Unterhalbverb�ande des Verbandesaller Beschreibungen verwenden, so k�onnen wir uns auf die interessanten Begri�ebeschr�anken. Dabei wird im wesentlichen das gemacht, was in der formalen Be-gri�sanalyse bereits unter dem Namen Skalierung bzw. schlichte Skalierung be-kannt ist. Deshalb bezeichnen wir die Einschr�ankung der BeschreibungenP(W )Mauf einen _-Unterhalbverband als die Skalierung eines mehrwertigen Kontextes:3.5.1. De�nition. Sei K = (G;M;W; I) = (P(G); _P(W )M ; _') ein mehrwertigerKontext, und sei Y _-Unterhalbverband von _P(W )M . Dann hei�t der TeilkontextK Y := (P(G); Y; 'Y ) skalierter Kontext oder Skalierung zu K, wobei 'Y wiein 2.7.1 de�niert ist:'Y (A) :=_fB 2 Y jB � _'(A)g= _fB 2 Y j _m(A) � B(m);8m 2Mg:



3.5. SKALIERUNG 67Wir nennen K Y schlicht skaliert, falls die Bedingungen, die an die BeschreibungenB 2 Y bei einem Merkmal m 2M gestellt werden, unabh�angig von den Wertender Beschreibungen in den anderen Merkmalen ist. Das hei�t, falls es f�ur jedesm 2 M einen ^-Unterhalbverband Ym von P(W ) gibt, soda�Y = fB 2 P(W )M jB(m) 2 _Ym;8m 2Mg:Etwas genauer formuliert, hei�t K schlicht skaliert in den Merkmalen mi 2 M ,i 2 I, falls f�ur alle n 2 M mit n 6= mi (i 2 I) zus�atzlich gilt: Yn = P(W ), d.h.,falls die Beschreibungen nur in den Merkmalen mi, i 2 I, eingeschr�ankt sind.Im Fall der schlichten Skalierung kann die De�nition von 'Y auch wie folgt for-muliert werden. F�ur A � G ist 'Y (A) eine Abbildung vonM nach _P(W ), es giltalso f�ur jedes m 2M :'Y (A)(m) =^fBm 2 _Ymj _m(A) � BmgAus Abschnitt 2.7 erhalten wir:3.5.2. Bemerkung. Sei K Y = (P(G); Y; 'Y ) eine Skalierung zummehrwertigenKontext K = (G;M;W; I) = (P(G); _P(W )M ; _'). Dann gilt:1. Die Ableitung einer Beschreibung B 2 Y ist in den beiden Kontexten K Yund K gleich: 'dY (B) = _'d(B):2. F�ur jede Gegenstandsmenge A � P(G) und jede Beschreibung B 2 Y gilt:B � 'Y (A), B � _'(A)Beweis:1. Siehe 2.7.4(3).2. Aus (1) folgt mit 1.4.2: B � 'Y (A), A � 'dY (B) = _'d(B), B � _'(A).3.5.3. Satz. Sei K Y = (P(G); Y; 'Y ) eine Skalierung zum mehrwertigen Kon-text K = (G;M;W; I). Dann ist die AbbildungB(K Y )! B(K); (A;B) 7! (A; _'(A))eine ^-erhaltende Ordnungseinbettung.Beweis: Siehe 2.7.5(1).Ist man lediglich an einem klassischen Kontext interessiert, der inzidenzisomorphzu einer Skalierung von K = (G;M;W; I) = (P(G); _P(W )M ; _') ist (dies wirdwohl meistens der Fall sein), so braucht man den _-Unterhalbverband Y von



68 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTEPL(W )M gar nicht anzugeben (und braucht entsprechend auch nicht nachzuwei-sen, da� dies wirklich _-Unterhalbverband ist). Man w�ahlt einfach die Beschrei-bungen aus, die einen interessieren: ~M � P(W )M . Bezeichnen wir den davonerzeugten _-Unterhalbverband mit Y := fWAjA � ~Mg, und die zugeh�orige Ska-lierung von K mit K Y = (G;Y; 'Y ), so ist der klassische Kontext eK ~M = (G; ~M; ~I)mit ~I := IRG; ~M ('Y ) inzidenzisomorph zu K Y . Die Inzidenzrelation ~I erh�alt mandann durch 3.5.2(2): (g;B) 2 ~I , B � 'Y (g), B � _'(g)3.5.4. Beispiel. Betrachte den Kontext der reellen Zahlen (Beispiel 3.1.2 aufSeite 52 und Beispiel 3.3.13 auf Seite 63): An dem Begri� mit der Beschreibunga 6= 2, also dem Begri�, der alle Zahlen enth�alt, die algebraisch vom Grad 1 odervon einem gr�o�eren Grad als 2 sind, sind wir nicht unbedingt interessiert. Unsinteressiert vielmehr, welche Zahlen algebraisch vom Grad � 1, � 2, usw. sind.Also betrachten wir f�ur i 2 N folgende Beschreibungen:(a � i) :M ! P(W );m 7! ( f1; : : : ; ig falls m = a� sonst(Da in unserem Kontext keine Zahlen vorkommen, die algebraisch von einemGrad � 4 sind, gen�ugt es, die Beschreibungen a � 1, a � 2 und a � 3 zu be-trachten.)Weiterhin interessiert uns nat�urlich, ob eine Zahl irrational oder transzendent ist,also betrachten wir auch die bereits bekannten Beschreibungen i 6= � und t 6= �(f�ur die wir kurz i bzw. t schreiben).Wir erhalten damit den klassischen Kontext eK = (G; ~M; ~I) mit der Merkmals-menge ~M = fi; a � 1; a � 2; a � 3; tg und der Inzidenzmatrix ~I:i a � 1a � 2a � 3t2 � � �p2 � � �3p2 � �� � �Der zugeh�orige Begri�sverband (siehe Abbildung 3.6) enth�alt weniger Begri�e alsB(K) und ist dadurch �ubersichtlicher.Nach 3.5.3 l�a�t sich der Begri�sverband der Skalierung in B(K)(vgl. Abb. 3.4) einbetten. Dies ist rechts angedeutet: Die aus-gef�ullten Knoten stellen die Begri�e des skalierten Kontextes dar.Wie man in der Skizze leicht erkennen kann, ist diese Einbettungsogar ^-erhaltend, denn das In�mum zweier ausgef�ullter Knotenist wieder ausgef�ullt.



3.5. SKALIERUNG 69
a � 1a � 2a � 3 �ti3p2p22Abbildung 3.6: Der Begri�sverband des skalierten Kontextes f�ur reelle ZahlenDie (schlichte) Skalierung mehrwertiger Kontexte ist in der formalen Begri�sana-lyse bereits bekannt { sie war bisher die einzige Methode, mehrwertige Kontextezu analysieren. Da wir Beschreibungen allerdings erst in dieser Arbeit eingef�uhrthaben, de�nierte man Skalierungen bisher auf eine andere Weise. Wir vergleichennun die herk�ommliche Formulierung (nach [GaWi96]) mit der neuen und werdensehen, da� diese �aquivalent sind.Bei der klassischen Formulierung der Skalierung mehrwertiger Kontexte ordnetman einem mehrwertigen Kontext mit Hilfe einer Reihe von einwertigen Kontex-ten, den sogenannten Skalen, einen weiteren einwertigen Kontext zu.3.5.5. De�nition. Eine Skala zu einem Merkmal m eines mehrwertigen Kon-textes ist ein einwertiger Kontext Sm = (Gm;Mm; Im) mit m(G) � Gm. DieGegenst�ande einer Skala nennen wir Skalenwerte, die Merkmale Skalenmerkmale.Jede Skala �ubersetzt die Werte, die ein Gegenstand in je einem mehrwertigenMerkmal einnehmen kann (die Skalenwerte), in einwertige Merkmale (die Skalen-merkmale). F�ur die weitere �Ubersetzung der Skalenmerkmale in die einwertigenMerkmale des neuen Kontextes gibt es verschiedene Methoden. Wir betrachtenhier lediglich die einfachste, die der (klassischen) schlichten Skalierung. Dabeisind die Merkmale des einwertigen Kontextes einfach die disjunkte Vereinigungder Skalenmerkmale, d.h. jedes einwertige Merkmal h�angt genau von einemmehr-wertigen Merkmal ab (�uber eine Skala). Die Disjunktheit der Skalenmerkmalewird k�unstlich erreicht, indem man fmg �Mm verwendet.3.5.6. De�nition. Sei K = (G;M;W; I) ein mehrwertiger Kontext und sei zujedem m 2 M eine Skala Sm = (Gm;Mm; Im) gegeben. Dann ist bK = (G; M̂ ; Î)der von K abgeleitete Kontext bez�uglich (klassischer) schlichter Skalierung, fallsgilt:



70 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTE1. die Gegenstandsmenge bleibt gleich.2. die Merkmalsmenge ist die disjunkte Vereinigung der Skalenmerkmale:M̂ := [m2Mfmg �Mm3. Ein Gegenstand g hat im neuen Kontext das Merkmal (m;a) 2 M̂ (wobeim 2 M ein mehrwertiges Merkmal von K und a 2 Mm ein Skalenmerkmalvon Sm ist), falls g im De�nitionsbereich von m liegt, und der Wert m(g) inder Skala Sm mit a inzidiert:(g; (m;a)) 2 Î :, g 2 dom(m) ^ (m(g); a) 2 Im3.5.7. Beispiel. Wir haben den Kontext K = (G;M;W; I) der reellen Zahlenbereits in Beispiel 3.5.4 mit Hilfe der in dieser Arbeit eingef�uhrten Formulierungenskaliert. Den gleichen einwertigen Kontext erreicht man durch Skalierung von Kim klassischen Sinne, mit folgenden Skalen:Si i� � Sa a � 1a � 2a � 31 � � �2 � �3 � St t� �(Wir haben in diesem Beispiel die Skalenmerkmale eindeutig benannt, so da� wirdieMm nicht mehr k�unstlich disjunkt zu machen brauchen. Das hei�t, wir k�onnenM̂ :=Mi [Ma [Mt = fi; a � 1; a � 2; a � 3; tg = ~M setzen.)Nachdem wir nun beide Varianten der Skalierung formuliert haben, zeigen wirnoch, da� sie �aquivalent sind:3.5.8. Satz. Sei K = (G;M;W; I) ein mehrwertiger Kontext.1. Sei bK = (G; M̂; Î) der von K abgeleitete Kontext bzgl. (klassischer) schlichterSkalierung mit Hilfe der Skalen Sm = (Gm;Mm; Im) (m 2M).Wir setzen Ym := fC 0jC �Mmg:(O�ensichtlich ist mit dem 0 bei C 0 die Ableitung in der Skala Sm gemeint.)Diese Ym, m 2M , sind jeweils ^-Unterhalbverb�ande von P(W ), also erhaltenwir mit Y := fB 2 _P(W )M jB(m) 2 _Ym;8m 2Mgeinen schlicht skalierten Kontext K Y = (P(G); Y; 'Y ) zu K. Weiter sind dieKontexte bK und K Y isomorph.



3.5. SKALIERUNG 712. Seien Ym � P(W ) ^-Unterhalbverb�ande f�ur alle m 2 M , das hei�t mitY := fB 2 _P(W )M jB(m) 2 _Ym;8m 2Mg ist ein schlicht skalierter KontextK Y = (P(G); Y; 'Y ) zu K gegeben.Wir w�ahlen in jedem Ym, m 2M , eine ^-dichte TeilmengeMm � Ymund de�nieren damit die Skalen Sm := (W;Mm; Im) mit(w; a) 2 Im :, w 2 a:Dann ist K Y isomorph zum einwertigen Kontext bK = (G; M̂; Î), welcher ausK durch (klassische) schlichte Skalierung mit den Skalen Sm entstanden ist.Beweis:1. Ohne Einschr�ankung sei Gm = W f�ur alle m 2M . Dann sind die angegebenenYm, m 2 M , jeweils ^-Unterhalbverb�ande von P(W ): F�ur eine beliebige Index-menge I und jedes i 2 I sei Bi 2 Ym. Dann gibt es jeweils ein Ci 2 Mm mitC 0i = Bi (i 2 I). Nach 1.4.7(2) ist also TfBiji 2 Ig = TfC 0iji 2 Ig = (SfCiji 2Ig)0 2 Ym.Damit ist K Y = (P(G); Y; 'Y ) ein schlicht skalierter Kontext zu K im Sinnevon 3.5.1.Um die Isomorphie von K Y und bK zu zeigen, betrachten wir den inzidenzisomor-phen Kontext eK = (G; ~M; ~I) zu K Y : Dazu de�nieren wir spezielle Beschreibun-gen in Y , welche eine _-dichte Teilmenge in Y bilden: F�ur m 2 M und a 2 Mmsei die Beschreibung m = a wie folgt:m = a :M ! _P(W ); n 7! ( a0 fallsn = m� sonstWir setzen also ~M := fm = ajm 2 M;a 2 Mmg. Es ist leicht einzusehen, da�diese Menge _-dicht in Y ist (Die a0, a 2Mm sind jeweils ^-dicht in Ym). F�ur dieInzidenzrelation ~I := IRG; ~M ('Y ) gilt weiter (mit 3.5.2(2)):(g;m = a) 2 ~I , (m = a) � 'Y (g), (m = a) � _'(g), _'(g)(n) � (m = a)(n) 8n 2M, m(g) 2 a0 (und g 2 dom(m)), (m(g); a) 2 Im (und g 2 dom(m)), (g; (m;a)) 2 ÎWir k�onnen also einen Inzidenzisomorphismus 
 = (
X ; 
Y ) mit
X : G! G; g 7! g
Y : ~M ! M̂; (m = a) 7! (m;a)zwischen den Kontexten eK und bK angeben, die Kontexte sind also isomorph. DaeK inzidenzisomorph zu K Y ist, folgt schlie�lich die Isomorphie von K Y undbK .



72 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTE2. Die R�uckrichtung zeigen wir analog:Wir betrachten den zu K Y inzidenzisomorphen Kontext eK = (G; ~M; ~I) mit ~Mwie eben. ~M := fm = ajm 2M;a 2Mmg ist _-dicht in _P(W )M , da Mm f�ur allem 2 M ^-dicht in P(W ) ist. Und ~I sei die Inzidenzrelation ~I = IR(G; ~M;'Y ).Damit gilt wieder die �Aquivalenz (g;m = a) 2 ~I , (g; (m;a)) 2 Î (wie in (1)).Also sind eK und bK isomorph, und damit auch K Y und bK .Es bleibt noch nachzupr�ufen, inwieweit andere Arten von (klassischen) Skalie-rungen (d.h. nicht schlichte Skalierungen, in [GaWi96] wird diesbez�uglich auf[GaWi89] verwiesen) durch die hier neu eingef�uhrte De�nition mittels Teilkon-texten abgedeckt werden k�onnen.Eine Implementierung der schlichten Skalierung auf dem Computer verlangt vielBenutzerinteraktion { der Anwender mu� die Skalen f�ur jedes Merkmal per Handde�nieren. Dies ist erw�unscht, wenn ein mit dem Programm vertrauter Anwenderein Problem ersch�opfend behandeln will, denn er kann dann problemorientiert dief�ur ihn interessanten Begri�e erzeugen.F�ur einen ersten �Uberblick �uber ein Anwendungsproblem sind aber zus�atzlichVerfahren sinnvoll, die mit wenig Aufwand des Anwenders bereits sinnvolle Ergeb-nisse liefern, d.h. �ubersichtliche Begri�sverb�ande. Um diese M�oglichkeit zur Ver-f�ugung zu stellen, kann man Standardskalierungen implementieren. In [GaWi96]sind hierzu einige m�ogliche Standardskalen de�niert.Auch hier w�aren weitere Analysen interessant: Man k�onnte untersuchen, welche_-Unterhalbverb�ande zu den entsprechenden Standardskalen geh�oren.3.6 Fuzzy-wertige KontexteIn der Praxis sind zu Merkmalen wie Alter oder Geschwindigkeit oft keine exakteWerte bekannt. Man wei� nur, da� etwas "ziemlich alt\ oder "sehr schnell\ ist.Solche linguistischen Ausdr�ucke kann man durch unscharfe Mengen beschreiben.Beispielsweise kann man die Geschwindigkeit von Autos durch die unscharfenMengen L;N undS beschreiben, d.h. durch Abbildungen R+ ! L, welche re-spektive f�ur die linguistischen Ausdr�ucke "langsam\, "normal\, "schnell\ stehen.Benutzt man eine Fuzzy-Algebra �uber L = [0; 1], so k�onnte man sich auf folgendeDe�nition einigen: -. ����@@@@����6 @@@@500 100 150 200L N S1



3.6. FUZZY-WERTIGE KONTEXTE 73F�ur Situationen, in denen nur unscharfe Angaben bekannt sind, eignet sich derL-Fuzzy-wertige Kontext, welcher { wie auch der L-Fuzzy-Kontext (siehe Ab-schnitt 2.2) { von S. Umbreit in [Um94] eingef�uhrt wurde:Hierzu sei (L;^;_; �;!) in diesem Abschnitt stets eine Fuzzy-Algebra.3.6.1. De�nition. Als L-Fuzzy-wertigen Kontext verstehen wir ein QuadrupelK = (G;M;W;R), wobei G eine Gegenstandsmenge, M eine Merkmalsmenge,W die Menge von Werten und R eine dreiwertige Relation zwischen G, M undPL(W ) ist, so da� gilt: Zu jedem g 2 G und m 2M gibt es genau eine L-Fuzzy-Teilmenge U 2 PL(W ) mit (g;m;U) 2 R.Indem wir in der letzten Forderung "genau ein\ anstatt "h�ochstens ein\ stehenhaben, ist jeder Fuzzy-wertige Kontext vollst�andig. Dies ist keine Einschr�ankung,da man notfalls eine unscharfe Menge "Keine Angaben\: W ! L;w 7! c de�nie-ren kann mit c 2 L. (Umbreit hat zwar in der De�nition des L-Fuzzy-wertigenKontextes nicht die Vollst�andigkeit gefordert, in der weiteren Arbeit setzt sie aberimplizit voraus, da� zu jedem g und m ein U mit (g;m;U) 2 R existiert.)Wir k�onnen die unscharfen Mengen U 2 PL(W ) als linguistischeWerte der lingui-stischen Variablen m 2 M au�assen. Demnach schreiben wir auch oft m(g) = Ustatt (g;m;U) 2 R.3.6.2. Beispiel. Folgendes Beispiel ist in [Um94] auf Seite 34 zu �nden: Es sollbei der Entscheidung eines Fahrzeugverk�aufers helfen, welches Fahrzeug am be-sten den W�unschen eines Kunden entspricht. Gegenst�ande sind die zum Verkaufangebotenen Fahrzeuge und es werden die Merkmale Alter, Preis, Benzinver-brauch und H�ochstgeschwindigkeit betrachtet. Die Daten sind teilweise in Formlinguistischer Werte angegeben, zu denen man noch passende unscharfe Mengende�nieren m�u�te.Alter Preis Verbrauch GeschwindigkeitF1 neu teuer sparsam ziemlich schnellF2 weniger als 3 J. etwa 45 TDM ziemlich sparsam 180-200 km/hF3 fast neu zw. 50 und 60 TDM hoch schnellF4 etwa 5 J. weniger als 20 TDM 8-9 Liter 180 km/hF5 5 - 10 J. etwa 10 TDM hoch ziemlich schnellF6 alt billig sparsam nicht sehr schnellF7 neu 32-40 TDM sehr sparsam zw. 140 und 160 km/hUmAbleitung und Begri� zu de�nieren, ordnen wir dem Quadrupel (G;M;W;R)einen Verbandskontext (X;Y; ') zu. Hierzu ben�otigen wir zwei vollst�andige Ver-b�ande und eine Galoisverbindung. Als erster Verband X bietet sich die L-Fuzzy-Potenzmenge von G, PL(G) an. F�ur Y de�nieren wir { �ahnlich wie beim mehr-wertigen Kontext { den Verband der L-Fuzzy-Beschreibungen:



74 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTE3.6.3. De�nition. Sei K = (G;M;W;R) ein L-Fuzzy-wertiger Kontext. EineL-Fuzzy-Beschreibung in K ist eine Abbildung B :M ! PL(W ).3.6.4. Hilfssatz. Die Menge PL(W )M der L-Fuzzy-Beschreibungen in K bildetmit der TeilordnungB1 � B2 :, B1(m) � B2(m) 8m 2M, B1(m)(w) � B2(m)(w) 8m 2M;8w 2 Weinen vollst�andigen Verband.Beweis: Analog zu 3.2.2.Schlie�lich ben�otigen wir noch eine Galoisverbindung zwischen diesen beidenVerb�anden. Hierzu verwenden wir ein Hilfsmittel, n�amlich die Abbildung m, wel-che eine L-Fuzzy-Teilmenge A von G auf eine L-Fuzzy-Teilmenge U von W ab-bildet, soda� die Aussage "(g 2 A) ) (m(g) �L U)\ f�ur jedes g 2 G denQuasiwahrheitswert 1 bekommt:m : PL(G)! PL(W );A 7! m(A) mitm(A) :=\fU 2 PL(W )j ĝ2G([g 2 A]! [m(g) �L U ]) = 1g= \fU 2 PL(W )j ĝ2G(A(g)! ŵ2W(m(g)(w)! U(w))) = 1gDie Bedingung f�ur die U k�onnen wir umformen:1 = ĝ2G�A(g)! ŵ2W(m(g)(w)! U(w))�, A(g) � ŵ2W(m(g)(w)! U(w)) 8g 2 G, A(g) �m(g)(w) � U(w) 8g 2 G;8w 2 W, _g2GA(g) �m(g)(w) � U(w) 8w 2 Walso k�onnen wir m(A) wie folgt angeben:m(A)(w) = _g2GA(g) �m(g)(w)Mit diesem Hilfsmittel de�nieren wir eine Galoisverbindung (';'d):3.6.5. Hilfssatz. Sei K = (G;M;W;R) ein L-Fuzzy-wertiger Kontext. FolgendeAbbildungen de�nieren eine Galoisverbindung:' : PL(G)! PL(W )M mit '(A) :M ! PL(W );m 7! m(A) : PL(W )M ! PL(G) mit  (B) : G! L; g 7! [8m 2M : m(g) �L B(m)]d:h:  (B)(g) = m̂2M ŵ2W m(g)(w)! B(m)(w)



3.6. FUZZY-WERTIGE KONTEXTE 75Beweis: Wir rechnen das Kriterium 1.4.2 nach: A �  (B), B � '(A)Sei A �  (B). Nach De�nition von � gilt dies genau dann, wenn f�ur alle g 2 Gdie Ungleichung A(g) �  (B)(g) erf�ullt ist. Setzen wir die De�nition von  ein,so ist A �  (B) genau dann, wenn gilt:A(g) � m(g)(w)! B(m)(w) 8g 2 G;8m 2M;8w 2 W, A(g) �m(g)(w) � B(m)(w) 8g 2 G;8m 2M;8w 2 W, _g2GA(g) �m(g)(w) � B(m)(w) 8m 2M;8w 2 W, m(A) � B(m) 8m 2M, '(A)(m) � B(m) 8m 2M, B � '(A)Mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse k�onnen wir nun einen Verbandskontext de�-nieren:3.6.6. Satz. Sei L eine Fuzzy-Algebra, und sei K = (G;M;W;R) ein L-Fuzzy-wertiger Kontext. Wir ordnen K dem VerbandskontextK = (PL(G);PL(W )M ; ')zu, wobei ' wie in 3.6.5 de�niert ist, und erhalten somit Ableitungen und Begri�ein K. Die Menge der Begri�e B(K) bildet einen vollst�andigen Verband.Um die bereits bekannten Algorithmen f�ur einwertige Kontexte (z.B. zur Be-rechnung des Begri�sumfangs) nutzen zu k�onnen, geben wir einen isomorpheneinwertigen Kontext eK an. Wir wissen bereits aus Beispiel 2.3.1(3), da� f�ur eine_-dichte Teilmenge �L � L folgende Menge _-dicht in PL(G) ist:~G := fl � gjg 2 G; l 2 �LgIch habe kein generell zufriedenstellendes Verfahren gefunden, das eine _-dichteTeilmenge von PL(W )M erzeugt. Wir besprechen deshalb mehrere Ans�atze:Ansatz 1Um eine _-dichte Teilmenge von PL(W )M angeben zu k�onnen, ben�otigen wir^-dichte Teilmengen von PL(W ). Dazu de�nieren wir zun�achst f�ur eine Grund-menge X die Fuzzy-Teilmengen:(l; x): X ! L; a 7! ( l falls a = x1 sonst



76 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTE3.6.7. Hilfssatz. Sei X Grundmenge und L � L eine ^-dichte Teilmenge. Dannist die Menge f(l; x)jx 2 X; l 2 Lg^-dicht in PL(X).Wir erhalten eine _-dichte Teilmenge in PL(W )M , indem wir folgende Beschrei-bungen betrachten:([m = a] � l) :M ! PL(W ); n 7! ( (l; a) fallsn = mw 7! 1 sonstd:h:; ([m = a] � l)(n)(w) = ( l fallsn = mundw = a1 sonst3.6.8. Hilfssatz. Sei L ^-dichte Teilmenge von L. Dann ist folgende Menge_-dicht in PL(W )M :~M := f([m = a] � l) 2 PL(W )M jm 2M;a 2 W; l 2 LgBeweis: Dies folgt aus der De�nition der Ordnung in PL(W )M und der ^-Dicht-heit der (l; a) in PL(W ).Betrachten wir nun die Inzidenzrelation ~I := IR ~G; ~M(') zum VerbandskontextK = (PL(G);PL(W )M ; '):(lg � g; [m = a] � lm) 2 ~I, '(lg � g) � ([m = a] � lm), '(lg � g)(n) � ([m = a] � lm)(n) 8n 2M, m(lg � g) � (lm; a), _h2G((lg � g)(h) �m(h)(w)) � (lm; a)(w) 8w 2 W, _h2G((lg � g)(h) �m(h)(a)) � lm, lg �m(g)(a) � lm, lg � m(g)(a)! lmDamit k�onnen wir den inzidenzisomorphen Kontext eK = ( ~G; ~M; ~I) angeben:3.6.9. Satz. Sei L eine Fuzzy-Algebra und K = (G;M;W;R) ein L-Fuzzy-werti-ger Kontext. Ist �L _-dicht, und L ^-dicht in L, so ist K isomorph zum einwertigenKontext eK = ( ~G; ~M; ~I), wobei~G := fl � g 2 PL(G)jg 2 G; l 2 �Lg~M := f[m = a] � lj 2 PL(W )M jm 2M;a 2 W; l 2 Lgund f�ur alle g 2 G, m 2M , w 2 W , sowie lg 2 L und lm 2 L gelte:(lg � g; [m = a] � lm) 2 ~I , lg � m(g)(a)! lm:



3.6. FUZZY-WERTIGE KONTEXTE 773.6.10. Beispiel. Als Beispiel eines L-Fuzzy-wertigen Kontextes betrachten wireine �ahnliche Tabelle wie 3.6.2 (vgl auch [Um94], Seite 40�):Verbrauch GeschwindigkeitF1 hoch schnellF2 niedrig ziemlich schnellF3 niedrig langsamAls Fuzzy-Algebra verwenden wir die dreiwertige Lukasiewicz-Algebra, wie wirsie in Bsp. 2.2.13 (auf Seite 29) de�niert haben. Die in der Tabelle auftreten-den linguistischen Werte fassen wir als Fuzzy-Mengen auf, welche wir wie folgtcharakterisieren: Verbrauch GeschwindigkeitF1 -66 8 10 121 -6140 160 2001 180F2 -66 8 10 121 -6140 160 2001 180F3 -66 8 10 121 -6140 160 2001 180Um eine endlicheWertemenge zu bekommen, diskretisieren wir denWertebereich:Wie wir in der Tabelle sehen sind die linguistischen Werte jeweils auf Intervallenkonstant. Wir nehmen also aus jedem Intervall einen Wert, und erhalten so eineendliche Wertemenge. Desweiteren ist es sinnvoll, anstatt einer globalen Werte-menge separate Wertemengen f�ur jedes Merkmal zu betrachten:W :=WV [WG.(V steht f�ur Verbrauch und G f�ur Geschwindigkeit):WV := f7; 9; 11g undWG := f150; 170; 190gNun k�onnen wir f�ur die Mengen �L := f12; 1g und L = f0; 12g die Gegenstandsmen-ge ~G und Merkmalsmenge ~M des einwertigen Kontextes eK = ( ~G; ~M; ~I) angeben:~G := f12F1;F1; 12F2;F2; 12F3;F3; 12F4;F4g~M := f[V = 7] � 12 ; [V = 7] � 0; : : : ; [V = 11] � 12 ; [V = 11] � 0;[G = 150] � 12 ; [G = 150] � 0; : : : ; [G = 190] � 12 ; [G = 190] � 0g



78 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTE[V = 9] � 0[G = 170] � 0[G = 150] � 0 [V = 9] � 12[V = 7] � 0 [V = 11] � 12[G = 150] � 12 [G = 150] � 12[V = 7] � 12F1 12F312F212F1 F3[G = 190] � 12
[V = 11] � 0[G = 190] � 0F2

Abbildung 3.7: Der Begri�sverband zum Kontext AutosDie Inzidenzrelation ~I sieht dann wie folgt aus:[V = 7] �1 2[V = 7] � 0[V = 9] �1 2[V = 9] � 0[V = 11] �1 2[V = 11] � 0[G = 150] �1 2[G = 150] � 0[G = 170] �1 2[G = 170] � 0[G = 190] �1 2[G = 190] � 012F1 � � � � � � � � � �F1 � � � � � �12F2 � � � � � � � � �F2 � � � �12F3 � � � � � � � � � �F3 � � � � � �Wir haben also einen inzidenzisomorphen, klassischen Kontext eK = ( ~G; ~M; ~I)de�niert und k�onnen damit den Begri�sverband erzeugen (siehe Abb. 3.7).



3.6. FUZZY-WERTIGE KONTEXTE 79Ein Nachteil dieses Ansatzes ist die Notwendigkeit einer ^-dichten Teilmenge Lvon L. Es w�are sch�on, wenn wir auf diese verzichten, und stattdessen ~M durchdie _-dichte Teilmege �L de�nieren k�onnten. Letztere ben�otigen wir ja bereits f�ur~G. Falls L eine zus�atzliche Eigenschaft besitzt so k�onnen wir dies durch folgendenzweiten Ansatz erreichen:Ansatz 2Sei L hierzu komplement�arer Verband, d.h. f�ur jedes l 2 L gibt es ein Komplement:l, soda� l ^ :l = 0 und l _ :l = 1 gilt. Dann k�onnen wir unter Ausnutzungdieser Eigenschaft wie folgt vorgehen:3.6.11. Bemerkung. Ist L komplement�arer Verband, so ist f�ur eine _-dichteTeilmenge �L � L folgende Menge ^-dicht in L:L := fl! 0jl 2 �LgBeweis: Sei a 2 L. Aus x = Wfl 2 �Ljl � xg f�ur alle x 2 L folgt^fl! 0jl 2 �L und l � a! 0g = �_fl 2 �Ljl � a! 0g�! 0= (a! 0)! 0In [Um94], Hilfssatz 1.2 auf Seite 7 wird folgendes gezeigt: Ist (L;^;_; �;!) eineFuzzy-Algebra, und ist dabei (L;^;_) komplement�arer Verband, so ist f�ur jedesa 2 L das Komplement :a eindeutig bestimmt durch :a = a ! 0. Also ista = :(:a) = (a! 0)! 0. Wir k�onnen also a = (a! 0)! 0 als In�mum �uberElemente l! 0 mit l 2 �L darstellen.De�nieren wir das Komplement zu einer L-Fuzzy-Menge A 2 PL(X) durch:A : X ! L; x 7! (A(x)! 0)so erhalten wir:3.6.12. Folgerung. Ist L komplement�aren Verband, so ist durch eine _-dichteTeilmenge �L � L auch eine ^-dichte Teilmenge von PL(W ) gegeben:fl � xjl 2 �L; x 2 Xg:Die _-irreduziblen Elemente von PL(W )M k�onnen wir dann mit Hilfe der Be-schreibungen [m = a] 6= l angeben:([m = a] 6= l) := ([m = a] � l! 0) :M ! PL(W ); n 7! ( l � a fallsn = mw 7! 1 sonst



80 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTEDamit k�onnen wir ~M auch wie folgt beschreiben:~M = f[m = a] 6= l)jm 2M;a 2 W; l 2 �LgUnd es gilt (mit der Formel f�ur ~I aus 3.6.9):(lg � g; [m = a] 6= lm) 2 ~I, (lg � g; [m = a] � lm ! 0) 2 ~I, lg � m(g)(a)! (lm ! 0), lg � lm ! (m(g)(a)! 0), lg � lm � m(g)(a)! 03.6.13. Satz. Ist L komplement�are Fuzzy-Algebra, so k�onnen wir zum L-Fuzzy-wertigen Kontext K = (G;M;W;R) folgenden isomorphen einwertigen Kontextangeben: Sei dazu �L _-dicht in L, sowie:~G := fl � g 2 PL(G)jg 2 G; l 2 �Lg~M := f[m = a] 6= l 2 PL(W )M jm 2M;a 2 W; l 2 �Lgund f�ur alle g 2 G, m 2M , w 2 W , sowie lg; lm 2 L gelte:(lg � g; [m = a] 6= lm) 2 ~I , lg � lm � m(g)(a)! 0:Dann ist der einwertige Kontext eK = ( ~G; ~M; ~I) isomorph zu K.Wir erhalten im Grunde den gleichen einwertigen Kontext wie beim ersten An-satz. Lediglich die Merkmale sind anders beschriftet. Der Vorteil dieses Verfahrensliegt in der Tatsache, da� man mit einer _-dichten Teilmenge �L von L auskommt,und nicht eine weitere ^-dichte Teilmenge L ben�otigt.3.6.14. Beispiel. Die Fuzzy-Algebra in Beispiel 3.6.10 ist nicht komplement�ar.(F�ur 12 2 L gibt es kein Komplement :12.) Trotzdem bildet f�ur �L = f12; 1g � Ldie Menge L := fl ! 0jl 2 �Lg = f12; 0g eine ^-dichte Teilmenge von L. DerAnsatz ist also anwendbar. Man k�onnte demnach die Merkmale [V = 7] � 12,[V = 7] � 0, : : : auch wie folgt beschriften: [V = 7] 6= 12, [V = 7] 6= 1, : : :Ansatz 3Ein Problem in unseren bisherigen Ans�atzen ist, da� PL(W ) in Anwendungenmeist sehr gro� ist { oder da� gar, wie imBeispiel,W unendlich ist. Normalerweisewerden im L-Fuzzy-wertigen Kontext aber nur wenige verschiedene Fuzzy-WerteU 2 PL(W ) verwendet (z.B langsam, ziemlich langsam, ziemlich schnell, schnell),und wir ben�otigen deshalb meist gar keine _-dichte Teilmenge vonPL(W )M . Wir



3.6. FUZZY-WERTIGE KONTEXTE 81k�onnen uns vielmehr auf einen _-Unterhalbverband von PL(W )M beschr�anken,welcher unter Umst�anden wesentlich kleiner ist.Zudem ist man { wie auch schon beim mehrwertigen Kontext { meist gar nicht aneinem isomorphen Kontext interessiert, sondern will mittels Skalierung nur die f�urdas Anwendungsproblem interessanten Begri�e untersuchen. Deshalb betrachtenwir nun eine M�oglichkeit, Fuzzy-wertige Kontexte zu skalieren, d.h. Teilkontextezu erzeugen. W�ahlt man dabei die Skalierung genau genug, so erh�alt man aucheinen isomorphen einwertigen Kontext.Als Skalierung im mehrwertigen Kontext haben wir _-Unterhalbverb�ande derMenge aller Beschreibungen genommen (siehe 3.5.1). Analog de�nieren wir jetzt:3.6.15. De�nition. Ein Verbandskontext K Y = (PL(G); Y; 'Y ) hei�t Skalie-rung zum Fuzzy-wertigen Kontext K = (G;M;W;R), wenn Y _-Unterhalbver-band von PL(W )M ist, und'Y (A) =_fB 2 V jB � '(A)ggilt. Weiterhin hei�t die Skalierung schlicht, wenn es f�ur m 2 M ^-Unterhalb-verb�ande Ym � PL(W ) gibt, soda�Y = fB 2 PL(W )M jB(m) 2 Ym; 8m 2MgWir w�ahlen nun eine Menge von Beschreibungen ~M � PL(W )M . Bezeichnen wirden davon erzeugten _-Unterhalbverbandes mit Y := fWAjA � ~Mg, und denzugeh�origen schlicht skalierten Kontext mit K Y = (PL(G); Y; 'Y ), so ist derklassische Kontext eK : ~=( ~G; ~M; ~I) mit ~I = IRG; ~M ('Y ) inzidenzisomorph zu K Y .Da f�ur eine Beschreibung B 2 ~M und eine Gegenstandsmenge A 2 PL(G) gilt:B � 'Y (A) , B � '(A) (vgl. 3.5.2), k�onnen wir ~I wie folgt angeben: F�url � g 2 ~G und B 2 ~M ist(l � g;B) 2 ~I , B � '(l � g), l �m(g) � B(m);8m 2M3.6.16. Satz. Sei K = (G;M;W;R) ein L-Fuzzy-wertiger Kontext und sei weiter~M � PL(W )M eine Menge von Beschreibungen. Setzen wir:~G := fl � g 2 PL(G)jg 2 G; l 2 �Lgund weiter f�ur alle g 2 G, B 2 ~M , sowie l 2 L:(l � g;B) 2 ~I , l �m(g) � B(m);8m 2MDann existiert eine ^-erhaltende Einbettung vom Begri�sverband des klassischenKontextes eK = ( ~G; ~M; ~I) nach B(K). Gilt zus�atzlich f�ur jedes A 2 PL(G) undjedes m 2M : A0(m) =^fB 2 ~M jA0 � Bg;so sind die Kontexte sogar isomorph.



82 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTE
12F1F1 V=niedrigG=langsamF312F3F2G=z. schnellG=schnellV=hoch V=mittel12F2Abbildung 3.8: Ein skalierter Begri�sverband zum Kontext Autos3.6.17. Beispiel. Wir betrachten noch einmal den L-Fuzzy-wertigen KontextK = (G;M;W; I) aus Beispiel 3.6.10 (siehe Seite 77): Man kann f�ur die Skalie-rung beliebige Beschreibungen w�ahlen, aber am einfachsten ist es, wenn man f�urjedes Merkmal getrennt gewisse Beschreibungen aussucht. (Das hei�t, wir skalie-ren schlicht.) Um den Beschreibungen der Skalierung m�oglichst intuitive Namengeben zu k�onnen, de�nieren wir zun�achst f�ur m 2M und a 2 PL(W ):(m = a) :M ! (W )M ;m 7! ( a fallsn = mw 7! 1 sonstNun w�ahlen f�ur jedes Merkmal gewisse linguistische Werte, an denen wir interes-siert sind. Dabei sind wir nicht an die Werte gebunden, die im L-Fuzzy-wertigenKontext vorkommen. Wir verwenden diese hier aber aus Gr�unden der Einfach-heit: ~WV = fniedrig;mittel;hochg= � -66 8 10 121 , -66 8 10 121 , -66 8 10 121 �~WG = flangsam; ziemlichschnell; schnellg= � -6140 160 2001 180 , -6140 160 2001 180 , -6140 160 2001 180 �



3.6. FUZZY-WERTIGE KONTEXTE 83De�nieren wir nun ~M := fm = ajm 2M;a 2 ~Wmg, so erhalten wir den skaliertenKontext eK = ( ~G; ~M; ~I), mit:~I V=niedrigV=mittelV=hochG=langsamG=z. schnellG=schnell12F1 � � � �F1 � � �12F2 � � � �F2 � �12F3 � � � �F3 � �Der zugeh�orige Begri�sverband in Abb. 3.8 ist wesentlich leichter zu interpretie-ren, als der Begri�sverband zu K (siehe Abb 3.7). Dies liegt zum einen an denintuitiveren Namen f�ur die Merkmale, und zum anderen an der Tatsache, da� wirviele "uninteressante\ Begri�e wegskaliert haben.
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Kapitel 4ImplikationenFormal ist eine Implikation nichts weiter als ein Paar von Elementen x; y 2 Veines endlichen Verbandes V . Wir schreiben hierf�ur x! y. Sie erhalten ihrenSinn erst durch eine weitere De�nition, welche festlegt, wann eine Implikation imVerband gilt.Implikationen spielen in der Begri�sanalyse eine gro�e Rolle um Zusammenh�angezwischen Merkmalen darzustellen. Ist K = (G;M; I) ein klassischer Kontext, sobedeutet A!B, da� ein Gegenstand, der mit allen Merkmalen einer TeilmengeA � M inzidiert, auch die Merkmale m 2 B � M erf�ullt. Angewendet werdensolche Implikationen beispielsweise in der Wissensexploration (siehe [Boe97]).Aber auch in der Theorie relationaler Datenbanken werden funktionale Abh�angig-keiten in einer �ahnlichen mathematischen Situation gebraucht. Sei dazu A eineMenge von Attributen und R eine Relation �uber A. Das hei�t zu jedem AttributA 2 A gibt es einen Wertebereich D(A), und ein Tupel t ist eine Abbildung, diejedem Attribut A ein Element aus dessen Wertebereich D(A) zuordnet. Schlie�-lich ist R eine Menge solcher Tupel. (F�ur eine ausf�uhrliche Einf�uhrung schlageman in der Literatur �uber relationale Datenbanken nach. Neben der Vorlesungvon Prof. R. Laue [Laue], auf die ich mich hier beziehe, sei z.B. [May83] genannt.)Dann bedeutet X!Y , da� je zwei Tupel t1; t2 2 R, welche auf einer Menge vonAttributen X � A �ubereinstimmen, auch in den Attributen aus Y � A gleicheWerte besitzen.Allgemein k�onnen Implikationen �uberall da Anwendung �nden, wo ein H�ullen-operator auf einem endlichen Verband dargestellt werden soll. Wir fassen nunErgebnisse zusammen, die in den eben genannten mathematischen Teilgebieten�uber Implikationen gewonnen wurden, und geben sie allgemein f�ur H�ullenopera-toren 
 : V ! V �uber vollst�andigen Verb�anden wieder.Soweit nicht ausdr�ucklich etwas anderes angegeben wird, seien in diesem Kapitelstets V ein endlicher Verband und I eine Menge von Implikationen in V .85



86 KAPITEL 4. IMPLIKATIONEN4.1 Implikationen im endlichen VerbandEine Implikation an sich hat keine gro�e Aussagekraft { sie ist nach De�nitionlediglich ein Paar von Elementen von V . Bedeutung f�ur V erh�alt sie erst durchfolgende De�nition:4.1.1. De�nition. Ein a 2 V respektiert eine Implikation x! y in V genaudann, wenn aus x � a bereits y � a folgt.Betrachten wir zun�achst, wie diese De�nition in den oben erw�ahnten Anwen-dungsgebieten verwendet wird, um Implikationen im Kontext bzw. funktionaleAbh�angigkeiten zu de�nieren:1. Sei K = (G;M; I) ein klassischer Kontext mit endlicher Merkmalsmenge.Dann sagt man, eine Implikation A!B gilt in K, wenn alle Gegenstandsin-halte g0 2 P(M), mit g 2 G die Implikation respektieren.2. Ist A eine Attributenmenge, und R eine Relation �uber A. Eine funktionaleAbh�angigkeit X ! Y gilt in R, falls f�ur je zwei Tupel t1; t2 2 R folgendeAussage gilt: Die Menge der Attribute, in welchen t1 und t2 �ubereinstimmen,respektiert X!Y .In beiden F�allen wird f�ur die Implikation gefordert, da� sie von gewissen Teilmen-gen { also von Elementen einer Potenzmenge respektiert wird. Da dies jeweils dieeinzige grundlegende De�nition ist, wird die ganze Struktur von Implikationendurch 4.1.1 bestimmt.Wir sagen im folgenden, a respektiere eine Menge I von Implikationen, falls ajede Implikation x!y 2 I respektiert, und bezeichnen mitHI := fa 2 V ja respektiertIgdie Menge aller a 2 V , welche I respektieren.4.1.2. Hilfssatz. HI ist ein ^-Unterhalbverband von V .Beweis: 1V respektiert alle x!y 2 I, denn es gilt immer y � 1V .Seien A � HI und x!y 2 I beliebig. Dann folgt aus x � VA bereits x � a f�uralle a 2 A. Da all diese a die Implikation x!y 2 I respektieren, gilt auch y � af�ur alle a 2 A. Also ist y � VA, d.h. VA respektiert x!y.In Kapitel 1 (Satz 1.3.2) haben wir bereits gesehen, da� zu jedem ^-Unterhalb-verband ein H�ullenenoperator existiert. Diesen bezeichnen wir mit:
I := 
(HI) : V ! V; a 7!^fb 2 HIja � bg



4.1. IMPLIKATIONEN IM ENDLICHEN VERBAND 874.1.3. Hilfssatz. Den H�ullenoperator 
I : V ! V k�onnen wir wie folgt berech-nen. Wir setzen f�ur a 2 V :aI := a __fyjx!y 2 I und x � ag;aII := aI __fyjx!y 2 I und x � aIg;: : :und de�nieren I(a) = aI���I als das erste Element dieser Folge, f�ur das gilt:I(a) = I(a)I. Dann ist 
I(a) = I(a):Beweis:1. Da V endlich ist, mu� die monoton wachsende Folge (aI; aII; : : :) stagnieren,es gibt also so ein I(a).2. Nach Konstruktion von I(a) gilt: I(a) respektiert alle Implikationen in I, d.h.I(a) 2 HI.3. Ist b 2 HI mit a � b, so gilt: I(a) � b .Angenommen, es ist I(a) 6� b. Dann gibt es ein a0 = aI���I mit a0 � b und aI0 6� b.Sei nun I0 := fx! y 2 Ijx � a0g. F�ur alle x! y 2 I0 gilt demnach x � b.Da b alle Implikationen aus I0 � I respektiert, folgt y � b. Dann ist aber auchaI0 = a0 _ Wfyjx! y 2 I0g � b, was ein Widerspruch zur De�nition von a0ist.Wir k�onnen also jeder Menge I von Implikationen in V einen H�ullenoperator
I : V ! V zuordnen. Eine naheliegende Frage ist nun, f�ur welche Implikatio-nenmengen die zugeh�origen H�ullenoperatoren identisch sind. Hierzu betrachtenwir den Abschlu� einer Implikationenmenge:4.1.4. De�nition. Eine Implikation x! y in V folgt (semantisch) aus I, fallsjedes a 2 V , welches alle Implikationen aus I respektiert, auch x!y respektiert,d.h. falls gilt HI � Hfx!yg:Der Abschlu� I+ von I sei die Menge aller Implikationen, die aus I folgen. Ihei�t abgeschlossen, falls I = I+ ist.Der Abschlu� I+ ist eine Obermenge von I, denn jede Implikation x! y 2 Ifolgt trivialerweise aus I. Nach De�nition von HI gilt damit HI � H(I+), und weilalle Implikationen in I+ aus I folgen, gilt HI = HI+ . Der H�ullenoperator zu HIist 
I, also k�onnen wir folgern:4.1.5. Hilfssatz. Es gilt: 
I = 
(I+)



88 KAPITEL 4. IMPLIKATIONENWir verwenden nun folgendes Ergebnis aus der Theorie der funktionalen Ab-h�angigkeiten ([Laue]), um I+ zu charakterisieren:4.1.6. Satz. (Armstrong-Axiome)Sei I eine Menge von Implikationen in ei-nem endlichen Verband V . Dann gilt f�ur alle w; x; y; z 2 V :A1. x!x 2 I+A2. x!y 2 I+ und x � z ) z!y 2 I+A3. x!y 2 I+ und y _ z!w 2 I+ ) x _ z!w 2 I+Die 3 Axiome erzeugen I+ vollst�andig, d.h. man kann jede Implikation, die ausI folgt, durch sukzessives Anwenden der Regeln (A1) { (A3) herleiten.Beweis:A1. x!x wird trivialerweise von allen a 2 V respektiert: x � a) x � a.A2. F�ur alle a 2 V , die x!y respektieren, folgt aus z � a wegen x � z bereitsx � a) y � a, also respektiert a auch z!y.A3. a 2 V respektiere sowohl x! y als auch y _ z! w. Aus x _ z � a folgteinerseits x � a und aufgrund der ersten Implikation y � a. Andererseits folgtaus x _ z � a auch z � a, also insgesamt y _ z � a. Weil a auch die zweiteImplikation respektiert, gilt also w � a. Wir haben x _ z � a ) w � a gezeigt,und somit respektiert a auch die Implikation x _ z!w.Zum Beweis f�ur die Vollst�andigkeit der Axiome ben�otigen wir noch mehr Theorie:Sei I� die kleinste Obermenge von I, so da� durch Anwenden der Armstrong-Axiome (A1) { (A3) auf I� keine weiteren Implikationen erzeugt werden k�onnen.Wir bezeichnen I� auch als Armstrong-Abschlu� von I.Unser Ziel ist nun, zu zeigen, da� I� = I+ ist. Hierzu haben wir bereits dieInklusion I� � I+ gezeigt.4.1.7. Hilfssatz. F�ur I� gelten neben den Armstrong-Axiomen noch folgendeweitere Regeln (f�ur x; y; z 2 V ):A4. x!y 2 I� und y!z 2 I� ) x!z 2 I�A5. x!y 2 I� und x!z 2 I� ) x!y _ z 2 I�A6. x!y 2 I� und y � z ) x!z 2 I�Beweis:A4. folgt aus (A3) mit z = x ^ y.A5. Aufgrund von (A1) gilt y _ z! y _ z 2 I�. Mit (A3) folgt aus x! y undy _ z ! y _ z: x _ z ! y _ z 2 I�, und weiter aus x ! z und x _ z ! y _ z:x _ x!y _ z 2 I�.A6. Wegen (A1) ist z!z 2 I� und wegen (A2) auch y!z 2 I�. Aus x!y undy!z folgt aber mit (A4) : x!z 2 I�.



4.1. IMPLIKATIONEN IM ENDLICHEN VERBAND 89De�nieren wir nun f�ur a 2 V den Armstrong-Abschlu� :a� :=_fb 2 V ja!b 2 I�gso k�onnen wir I� wie folgt charakterisieren:4.1.8. Hilfssatz. F�ur x; y 2 V gilt:x!y 2 I� , y � x�Beweis: Die Richtung ")\ gilt nach De�nition von x� und die R�uckrichtungfolgt mit (A6) aus x!x� 2 I�. Letzteres erh�alt man durch sukzessives Anwen-den von (A5) auf alle x! y 2 I�. (Hierzu ben�otigen wir die Endlichkeit desVerbandes).Nun k�onnen wir den Beweis von Satz 4.1.6 fortf�uhren:Beweis: (der Vollst�andigkeit der Armstrong-Axiome (4.1.6))Zu zeigen ist: I+ � I�. Sei x! y 62 I�, d.h. x! y kann nicht aus I mit Hilfeder Armstrong-Axiome abgeleitet werden. Falls wir ein a 2 V �nden, welches alleImplikationen aus I respektiert, aber nicht x!y, so ist x!y 62 I+, der Satz istdann also bewiesen.W�ahle a := x�: x� respektiert nicht x! y, denn es gilt x � x� (x! x 2 I�wegen (A1) und 4.1.8). Aber es ist nicht y � x� (sonst w�are x!y 2 I� { wiederaufgrund von 4.1.8). Andererseits respektiert x� alle Implikationen aus I: Sei dazuv!w 2 I. Falls v 6� x� ist, so respektiert x� die Implikation v!w trivialerweise.Sei also v � x�. Dann ist nach 4.1.8 x! v 2 I�. Mit (A4) ist auch x!w 2 I�,woraus wir wieder mit 4.1.8 folgern: w � x�, d.h. x� respektiert v!w.Damit ist 4.1.6 bewiesen, es ist also I+ = I�. Wir verwenden ab jetzt nurnoch die Bezeichnung I+ f�ur den Abschlu� einer Implikationenmenge. Auch derArmstrong-Abschlu� a�, den wir f�ur den Beweis ben�otigt haben, ist nun hinf�allig,denn es gilt:4.1.9. Hilfssatz. F�ur jedes a 2 V gilt:
I(a) = a�Beweis: Nach 4.1.5 ist 
I(a) = 
(I+)(a), und 
(I+) bildet nach De�nition a aufdas kleinste �a 2 V mit a � �a ab, welches alle Implikationen in I+ respektiert.Wegen a! a� 2 I+gilt demnach: 
I(a) � a�. Wir m�ussen also lediglich zeigen,da� a� alle Implikationen in I+ respektiert. Dies ist aber der Fall, denn g�abe eseine Implikation x! y 2 I+ mit x � a� und y 6� a�, so w�are mit (A2) aucha�! y 2 I+ und mit (A4) und a! a� 2 I+ w�urde folgen: a! y 2 I+. Dannst�ande aber y 6� a� im Widerspruch zur De�nition von a�.



90 KAPITEL 4. IMPLIKATIONEN4.1.10. Folgerung. I+ = fx!yjx 2 V; y � 
I(x)gWir haben bisher jeder Implikationenmenge einen H�ullenoperator zugeordnet.De�nieren wir nun umgekehrt f�ur jeden H�ullenoperator 
 : V ! V die MengeI
 := fx!yjx 2 V; y � 
(x)g;so gilt:4.1.11. Hilfssatz.1. I+ = I(
I).2. F�ur jeden H�ullenoperator 
 : V ! V gilt: 
 = 
(I
).3. I
 ist f�ur jeden H�ullenoperator 
 abgeschlossen.Beweis:1. Dies folgt aus 4.1.10 und der De�nition von I
:I+ = fx!yjx 2 V; y � 
I(x)g = I(
I)2. Betrachte 
(I
)(a) f�ur ein a 2 V . Nach De�nition ist 
(I
)(a) das kleinste �a 2 Vmit a � �a, welches alle Implikationen in I
 respektiert. Da nun a ! 
(a) 2 I
(und a � 
(I
)(a)) ist, gilt: 
(a) � 
I
 (a). �Ahnlich wie im Beweis zu 4.1.9 gen�ugtes also zu zeigen, da� 
(a) alle Implikationen in I
 respektiert: Sei x ! y 2I
 beliebig mit x � 
(a). Da 
 monoton wachsend und idempotent ist, folgty � 
(x) � 
(
(a)) � 
(a), also respektiert 
(a) die Implikation.3. I
 ist genau dann abgeschlossen, wenn I
 = (I
)+ ist. Dies gilt aber nach (1)und (2): (I
)+ = I(
(I
 )) = I
Fassen wir die bisherigen Ergebnisse in einem Satz zusammen:4.1.12. Satz. (Hauptsatz f�ur Implikationen) Sei V endlicher Verband. Dieabgeschlossenen Implikationenmengen in V sind dann genau die H�ullenoperatorenauf V . Das hei�t:1. Zu jedem H�ullenoperator 
 : V ! V existiert eine abgeschlossene Implikatio-nenmenge I
: I
 := fx!yjy � 
(x)g2. Zu jeder Implikationenmenge I in V kann man einen H�ullenoperator 
I an-geben: 
I : V ! V; a 7! I(a)



4.1. IMPLIKATIONEN IM ENDLICHEN VERBAND 913. Ist I abgeschlossen, so sind die angegebenen Operatoren zueinander invers,d.h. 
 = 
(I
)I = I(
I)Beweis: Der H�ullenoperator 
I ist nach 4.1.3 wie angegeben. Die restlichen Aus-sagen wurden in 4.1.11 gezeigt.Wir k�onnen nun zu jedem H�ullenoperator eine �aquivalente ImplikationenmengeI
 angeben. Leider enth�alt I
 sehr viele Implikationen, obwohl die meisten zurBeschreibung von 
 gar nicht notwendig sind. Wir suchen also zu gegebenemH�ullenoperator 
 nach m�oglichst kleinen Teilmengen I � I
, soda� 
I = 
 gilt.4.1.13. De�nition. Eine Implikationenmenge I hei�t nichtredundant, wenn kei-ne der Implikationen aus den anderen folgt, d.h. falls gilt:@I0 ( I : I � I+0 :Sei weiter 
 H�ullenoperator. Dann hei�t I vollst�andig oder Erzeugendensystemvon 
, falls gilt I+ = I
:Ein nichtredundantes Erzeugendensystem von 
 nennen wir Basis von 
.Wir geben nun eine nat�urliche und eindeutig bestimmte Basis zu jedem H�ullen-operator 
 : V ! V an. Hierbei orientieren wir uns an einer Arbeit von Guiguesund Duquenne [GuDu86]. Dort wurde laut [GaWi96] f�ur den Spezialfall des klas-sischen Kontextes (als H�ullenoperator dient hier die zweite Ableitung von Merk-malsmengen) mit Hilfe sogenannter Pseudoinhalte eine solche Basis eingef�uhrt.Da der Name Pseudoinhalt in Anlehnung an Begri�sinhalte gew�ahlt wurde, ist eswohl sinnvoller, die entsprechende Verallgemeinerung hier Pseudoh�ulle zu nennen.Diese sind rekursiv de�niert:4.1.14. De�nition. Sei 
 : V ! V H�ullenoperator. Ein p 2 V hei�t Pseudoh�ullevon 
, falls 
(p) 6= p ist, und falls f�ur jede Pseudoh�ulle q < p auch 
(q) � p gilt.4.1.15. Satz. Ist 
 : V ! V H�ullenoperator, so ist die ImplikationenmengeI := fp! 
(p)jp Pseudoh�ulle von 
gnichtredundant und vollst�andig. Sie hei�t Duquenne-Guigues-Basis von 
.Beweis: Es gilt I � I
 nach De�nition von I
, also ist auch I+ � I+
 = I
.Um I
 � I+ zu veri�zieren, gen�ugt es zu zeigen, da� jedes a 2 V , welches Irespektiert, eine H�ulle zu 
 ist, da� also a = 
(a) gilt. Sei also a 2 HI. Dannrespektiert a insbesondere alle Implikationen p! 
(p), wobei p Pseudoh�ulle ist.



92 KAPITEL 4. IMPLIKATIONENDas hei�t, f�ur alle Pseudoh�ullen p mit p < a gilt: 
(p) � a. Angenommen, es ist
(a) 6= a. Dann ist a selbst Pseudoh�ulle, a!
(a) ist also in I enthalten. Da abera die Implikation a! 
(a) nicht respektiert, f�uhrt dies zu einem Widerspruch.Also mu� a = 
(a) gelten, das hei�t, a ist H�ulle.Wir m�ussen noch die Nichtredundanz von I zeigen: Jede beliebige Pseudoh�ullep 2 V respektiert I n fp!
(p)g, denn f�ur jede weitere Pseudoh�ulle q mit q < pist auch 
(q) � p. Andererseits respektiert p nicht die Implikation p!
(p), alsoist I 6� (I n fp!
(p)g)+.In der Datenbanktheorie werden noch folgende weitere Eigenschaften von Impli-kationenmengen betrachtet:1. Eine Basis I von 
 hei�t minimal, falls es keine weitere Basis I0 gibt, die mitecht weniger Implikationen auskommt.2. Eine Basis I hei�t linksreduziert, falls alle Implikationen x! y 2 I links-reduziert sind. Letzteres ist der Fall, falls es kein x0 < x gibt, soda� dieImplikationenmenge (I n fx! yg) [ fx0! yg ein Erzeugendensystem von 
ist.3. Eine Basis I hei�t rechtsreduziert, falls alle Implikationen x!y 2 I rechtsre-duziert sind, das hei�t, falls es kein y0 < y gibt, soda� (Infx!yg)[fx!y0gErzeugendensystem von 
 ist.F�ur eine weiterf�uhrende Arbeit w�are es interessant, zu untersuchen, inwieweitdiese Eigenschaften von der Duquenne-Guigues Basis erf�ullt sind. Die Minima-lit�at m�u�te man ohne gr�o�ere Schwierigkeiten beweisen k�onnen, falls es m�oglichist, die entsprechenden S�atze, welche in [Laue] f�ur funktionale Abh�angigkeitenbewiesen wurden, zu verallgemeinern. Allerdings ist die Duquenne-Guigues-Basisweder links- noch rechtsreduziert, und diese Eigenschaften w�urde man nur aufKosten der Eindeutigkeit erzeugen k�onnen. In einem distributiven Verband V(d.h. Supremum und In�mum verhalten sich zueinander distributiv: x^ (y_ z) =(x ^ y) _ (x ^ z) und x _ (y ^ z) = (x _ y) ^ (x _ z)) k�onnte man zwar mit Hilfevon x� :=^fyjx _ y = 
(x)ganstatt p!
(p) die Implikationen p!p� als Implikationenbasis verwenden. Aberauch diese Basis ist im Allgemeinen nicht rechtsreduziert.Weiterhin w�are es sinnvoll { in Anlehnung an die ringf�ormigen Abh�angigkeiten(siehe [Laue]) { ringf�ormige Implikationen (x1; : : : ; xn) ! y einzuf�uhren, weildadurch eine �ubersichtlichere Darstellung der Duquenne-Guigues-Basis m�oglichw�are. (Eine ringf�ormige Implikation (x1; : : : ; xn)! y steht f�ur die Implikationenxi ! xj und xi ! y mit 1 � i; j � n.) Die Duquenne-Guigues-Basis enth�alth�ochstens so viele ringf�ormige Implikationen, wie es H�ullen gibt.



4.2. IMPLIKATIONEN IM KONTEXT 934.2 Implikationen im KontextWir wenden nun die bisherigen allgemeinen Ergebnisse auf die formale Begri�s-analyse an, d.h. wir untersuchen Implikationen im endlichen VerbandskontextK = (X;Y; '). Hierzu de�nieren wir zun�achst:4.2.1. De�nition. Sei K = (X;Y; ') ein endlicher Verbandskontext, und seieny1; y2 2 Y . Eine Implikation y1 ! y2 gilt in K, falls f�ur alle x 2 X gilt: DieAbleitung x0 respektiert die y1!y2.Die Menge aller Implikationen, die im Kontext gelten, bezeichnen wir mit I(K).4.2.2. Satz. Sei K = (X;Y; ') ein endlicher Verbandskontext und y1! y2 eineImplikation in Y . Es sind �aquivalent:1. y1!y2 gilt in K.2. y2 � y001 .3. Alle Begri�sinhalte von K respektieren y1!y2.Beweis:"1 ) 2\. y1! y2 gilt in K, falls alle Ableitungen x0 mit x 2 X die Implikationrespektieren, insbesondere x := y01. Aus y1 � y001 folgt demnach: y2 � y001 ."2 ) 3\. Sei x0 2 '(X) beliebiger Begri�sinhalt. Falls y1 � x0 ist, so ist auchy2 � y001 � x000 = x0. Also respektiert x0 die Implikation y1!y2."3) 1\. Die Ableitungen x0, x 2 X sind genau die Begri�sinhalte.Mit der De�nition von I
 (siehe Seite 90) folgt aus 4.2.2:4.2.3. Folgerung. Bezeichnen wir mit 
 := '�'d die zweite Ableitung in Y , soist I(K) = I
Beweis: I
 = fy1!y2jy1 2 Y; y2 � y001g = I(K).Wir wissen aus Kapitel 2, da� es zu jedem Verbandskontext K = (X;Y; ') eineninzidenzisomorphen klassischen Kontext K � gibt. Man erh�alt so einen klassi-schen Kontext, indem man _-dichte Teilmengen G � X, M � Y w�ahlt undI := IRG;M (') setzt. Die Frage ist nun, welcher Zusammenhang zwischen denImplikationen in K und K � besteht.4.2.4. Hilfssatz. Sei K = (X;Y; ') Verbandskontext, und seien G � X, M � Y_-dicht. Sei weiter K � = (G;M; I) mit I := IRG;M (') der zugeh�orige klassischeKontext. Dann gilt f�ur die Abbildungen� : Y ! P(M); y 7! fm 2M jm � yg� : P(M)! Y;A 7!_Amit y; y1; y2 2 Y und B;B1; B2 � P(M):



94 KAPITEL 4. IMPLIKATIONEN1. � und � sind monoton. Es gilt sogar:y1 � y2 , �(y1) � �(y2)B1 � B2 ) �(B1) � �(B2)2. � ist ^-erhaltend und � ist _-erhaltend:�(y1 ^ y2) = �(y1) \ �(y2)�(B1 [B2) = �(B1) _ �(B2)3. F�ur � � � und � � � gilt: y = �(�(y)B � �(�(B))4. � und � sind vertauschbar mit der zweiten Ableitung in K bzw. K � :�(y00) = �(y)00�(B 00) = �(B)00Aus den Punkten (1) { (3) folgt insbesondere, da� � residuierte Abbildung und �zugeh�orige residuale Abbildung ist.Beweis:1.{3. folgen aus der De�nition von � und �, sowie der _-Dichtheit von M in V .4. K � kann man als Potenzmengenkontext (P(G);P(M); '�) au�assen, wobei'� := GAP(G);P(M)(I) die Galoisabbildung zu I ist. Dann sind K und K � inzi-denzisomorph. Der zugeh�orige Inzidenzisomorphismus ist 
 = (
X ; 
Y ), mit
X : G! I_(P(G)); g 7! fgg und
Y : M ! I_(P(M));m 7! fmg:Durch diesen Inzidenzisomorphismus erhalten wir weiter einen Begri�sisomor-phismus � = (�X ; �Y ) : X � Y ! P(G) �P(M), wobei f�ur y 2 Y gilt:�Y (y) =_f
Y (m)jm � yg = fmjm � yg = �(y):Also ist � Teil eines Begri�sisomorphismus, d.h. insbesondere vertr�aglich mit derzweiten Ableitung (vgl. Satz 2.4.6):�(y00) = �X(y0)0 = �(y)00Die Vertr�aglichkeit von � mit der zweiten Ableitung folgt analog aus dem Be-gri�sisomorphismus � = (�X ; �Y ) :P(G) �P(M)! X � Y , mit�Y (A) =_f
�1Y (fmg)jfmg � Ag =_fmjm 2 Ag = �(A):Nun k�onnen wir den Zusammenhang der Implikationen in K und K � betrachten:
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X Y I

A

B

D

C 1
2

A B C D
X XAbbildung 4.1: Ein Verbandskontext4.2.5. Satz. Die Voraussetzungen seien wie in 4.2.4. Dann besteht zwischen derMenge I(K) aller Implikationen in K, und den Implikationen im klassischen Kon-text K � folgender Zusammenhang:1. F�ur y1; y2 2 Y gilt y1!y2 genau dann in K, wenn �(y1)! �(y2) in K � gilt.2. Sei A1; A2 �M . Falls A1!A2 in K � gilt, so gilt auch �(A1)!�(A2) in K.Beweis: Dies folgt aus 4.2.4, zusammen mit 4.2.2:1. y1!y2 gilt inK , y2 � y001 , �(y2) � �(y001) = �(y1)00, �(y1)! �(y2) gilt inK �2. Die Implikation A1 !A2 gilt genau dann in K �, wenn A2 � A001 ist. Darausfolgt �(A2) � �(A001) = �(A1)00, was bedeutet, da� �(A1)!�(A2) in K gilt.Betrachten wir die Duquenne-Guigues-Basis von I(K). In der Begri�sanalysewerden die Pseudoh�ullen �ublicherweise Pseudoinhalte genannt, in Anlehnung andie Begri�sinhalte, welche ja die H�ullen des H�ullenoperators darstellen.Es stellt sich die Frage, ob man die Duquenne-Guigues-Basis eines Verbands-kontextes aus der entsprechenden Basis des zugeh�origen klassischen Kontextesgewinnen kann. Hierzu habe ich aber kein geeignetes Verfahren gefunden. Es istinsbesondere f�ur einen Pseudoinhalt P �M von K � nicht immer auch �(P ) einPseudoinhalt, und es gibt auch nicht unbedingt f�ur jeden Pseudoinhalt p 2 Yvon K einen Pseudoinhalt P in K � , soda� �(P ) = p ist:4.2.6. Beispiel. Betrachte den Verbandskontext K = (X;Y; '), aus Abb. 4.1:Die Verbandsstrukturen von X und Y sind wie angegeben, und ' ist �uber die_-dichten Teilmengen G = f1; 2g � X und M = fA;B;C;Dg � Y durchdie Inzidenzrelation I de�niert, d.h. ' := GAX;Y (I). Der klassische KontextK � = (G;M; I) ist dann inzidenzisomorph zu K.Begri�sinhalte im klassischen Kontext K � sind ;, fA;Bg und fA;B;C;Dg, Pseu-doinhalte sind fAg, fBg, fCg, und fDg. Also besteht die Duquenne-Guigues-Basis von K� aus folgenden Elementen:I = nfAg!fA;Bg; fBg!fA;Bg; fCg!fA;B;C;Dg; fDg!fA;B;C;DgoWie wir im Beweis von Satz 4.2.4 gesehen haben, ist � Teil des Begri�sisomorphis-mus � = (�X ; �), also Isomorphismus zwischen den Begri�sinhalten von K � und



96 KAPITEL 4. IMPLIKATIONENK . Wir kennen demnach die Begri�sinhalte in K : 0Y = �(;), B = �(fA;Bg) undD = �(fA;B;C;Dg). Die Pseudoinhalte in K bestimmen wir mit Hand nach derDe�nition:A (A00 = B) und B_C ((B_C)00 = D) sind die einzigen Pseudoinhaltein K � . Wie wir sehen k�onnen, bildet � leider keinen nutzbaren Zusammenhangzwischen den Pseudoinhalten von K � und K : Zwar ist A = �(fAg), es gibt al-lerdings keinen Pseudoinhalt P in K � mit �(P ) = B _C. Weiter sind zumindest�(fBg) = B und �(fDg) = D Begri�sinhalte, w�ahrend �(fCg) = C weder Be-gri�sinhalt (C 00 = D), noch Pseudoinhalt ist. (Pseudoinhalt A ist kleiner als C,aber A00 = B 6� C.)Wir k�onnen also nicht ohne weiteres die bereits vorhandenen Algorithmen f�urklassische Kontexte verwenden, um die Duquenne-Guigues-Basis eines Verbands-kontextes K zu bestimmen. Also formulieren wir die Algorithmen neu. Hierbeibetrachten wir allerdings wieder den allgemeinen Fall von H�ullenoperatoren inendlichen Verb�anden.4.3 Algorithmen zur Darstellung von H�ullen-operatorenWie wir bereits am Anfang des Kapitels erw�ahnt haben, bieten sich Implika-tionen an, um einen H�ullenoperator 
 : V ! V in einem endlichen Verbanddarzustellen. Die n�otigen mathematischen Grundlagen hierzu haben wir bereitsgezeigt. Nun widmen wir uns den eher praktischen Problemen, die sich bei einerAnwendung dieser Idee stellen. Dies ist zum einen die Frage, wie man zu einemgegebenen H�ullenoperator die Pseudoinhalte { und damit die Duquenne-Guigues-Basis { erh�alt, und zum anderen die Notwendigkeit eines e�zienten Algorithmus,um anschlie�end mit I(a) f�ur a 2 V Werte des H�ullenoperators ausrechnen zuk�onnen.In diesemAbschnitt sei V stets ein endlicher Verband, I eine Implikationenmengein V und 
 : V ! V ein H�ullenoperator.4.3.1 Der Algorithmus von LinclosureUm die erste Frage zu beantworten, werden wir den Algorithmus zur Berechnungvon I(a) in leichter Variation mit verwenden, also betrachten wir zun�achst diesesProblem. Ein erster Ansatz wird bereits durch 4.1.3 gegeben:



4.3. ALGORITHMEN 97beginb := a;repeatc := b;for each x!y 2 I doif x � b then b := b _ y; fioduntil c = b;return b;end.Um die E�zienz von Algorithmen zu betrachten, gehen wir davon aus, da� Ver-bandsoperationen { der Vergleich zweier Elemente in V , die Zuweisung einesWertes an eine Variable, sowie die Berechnung des Supremums bzw. In�mumszweier Elemente { jeweils mit Aufwand O(cV ) m�oglich ist. In einer PotenzmengeP(M) ist beispielsweise cP(M) = jM j.Mit dieser Hilfsbezeichnung k�onnen wir den Aufwand des obigen Algorithmus an-geben: Mit der inneren for-Schleife werden O(jIj) Verbandsoperationen durch-gef�uhrt, und die �au�ere repeat-Schleife wird im ung�unstigsten Fall jIjmal durch-laufen. Also ist der Aufwand des Algorithmus insgesamtO(jIj2 � cV ):Das ist keineswegs optimal. In diesem Algorithmus wird f�ur jede Implikationmehrmals gepr�uft, ob x � b gilt. In der Datenbanktheorie wurde hierf�ur dere�zientereLinclosureAlgorithmus entwickelt (siehe [Laue]), welcher allerdingsspeziell auf Potenzmengen zugeschnitten ist.Wie wir bereits in Kapitel 2 gesehen haben, kann man jedoch jeden vollst�andigenVerband in eine Potenzmenge einbetten. Hierzu ben�otigen wir eine _-dichte Teil-menge M von V . Mit Hilfe folgender Abbildungen k�onnen wir dann { wie wirbereits in 4.2.4 gesehen haben { eine enge Beziehung zwischen P(M) und Vbeschreiben: � : V ! P(M); v 7! fm 2M jm � vg und� : P(M)! V;A 7!_AEs gelten n�amlich die Punkte (1) { (3) aus 4.2.4 (F�ur diese Aussagen ist keinKontext notwendig, sie gelten also allgemein f�ur endliche Verb�ande V .)Bei Aufwandsbetrachtungen gehen wir davon aus, da� jM j � O(cV ) ist, was durchgeignete Wahl vonM � V m�oglich sein m�u�te. Durch diese Annahme k�onnen wirOperationen auf Teilmengen vonM wie Verbandsoperationen betrachten. Weiter



98 KAPITEL 4. IMPLIKATIONENnehmen wir f�ur die beiden Abbildungen � und � an, da� die Auswertung an einerStelle jeweils mit O(cV ) Operationen m�oglich ist.Mit Hilfe der Korrespondenz zwischen V und P(M) formulieren wir jetzt denAlgorithmus Linclosure zur Berechnung der Werte von 
I. Hierzu sind aberZusatzinformationen f�ur die Implikationenmenge I notwendig: Wir speichern f�urjedes m 2 M in der Liste impl(m) Zeiger auf alle Implikationen x! y 2 I mitm � x.4.3.1. Algorithmus. (Linclosure) Sei M � V eine _-dichte Teilmenge, undsei f�ur jedes m 2 M die globale Variable impl(m) := fx ! y 2 Ijm � xggegeben. Dann berechnet der Algorithmus f�ur ein a 2 V den Wert I(a) desH�ullenoperators 
I.beginb := a;for each x!y 2 I docount(x!y) := j�(x)j;if j�(x)j = 0 then b := b _ y; fiodupdate := �(b); finished := �(b);while update 6= ; dochoose m 2 update; update := update�m;for each x!y 2 impl(m) docount(x!y) := count(x!y)� 1;if count(x!y) = 0 thenb := b _ y;add := �(b)� finished;finished := finished [ add;update := update [ add;fiododreturn b;end.4.3.2. Bemerkung.1. Der Algorithmus 4.3.1 ist korrekt, d.h. er gibt I(a) aus.2. Der Aufwand von 4.3.1 betr�agt O(jIj � cV )Beweis:1. W�ahrend des Algorithmus werden Operationen b := b _ y genau dann durch-gef�uhrt, wenn f�ur eine Implikation x ! y 2 I gilt: Alle m 2 M mit m � x



4.3. ALGORITHMEN 99sind auch kleiner oder gleich b. Dies ist aber �aquivalent zu x � b. Also gilt nachAblauf des Algorithmus f�ur alle Implikationen x!y mit x � b auch y � b, d.h.b respektiert alle Implikationen. Andererseits wurde b am Anfang auf a gesetzt,und nur um die wirklich n�otigen y mit x! y 2 I erweitert, also ist b auch daskleinste Element in V , welches gr�o�er oder gleich a ist und alle Implikationen inI respekiert.2. Die Initialisierung der Variablen count(x! y) wird mit Aufwand O(jIj � cV )erledigt. Die while-Schleife wird h�ochstens jM jmal durchlaufen, in jedemDurch-lauf wird die innere for each-Schleife h�ochstens jIj mal ausgef�uhrt, also werdenVariablen count(x! y) h�ochstens O(jIj � jM j) mal dekrementiert und auf Nullgetestet. F�ur jede Implikation kann weiter die innerste if-Anweisung h�ochstenseinmal ausgef�uhrt werden und der Aufwand dieser Anweisung betr�agt O(cV ).Gehen wir davon aus, da� jM j � O(cV ) ist, so ist also der Gesamtaufwand desAlgorithmus O(jIj � cV ).Ist die Anzahl der H�ullen voraussichtlich wesentlich kleiner als die der Pseu-doh�ullen, so kann man den Algorithmus Linclosure an diese Situation anpas-sen: Die rechten Seiten aller Implikationen der Duquenne-Guigues Basis I sindn�amlich H�ullen. Hat man nun im Algorithmus eine Implikation x0 ! y0 auf bangewendet, so kann man count(x! y0) := 0 setzen, f�ur alle Implikationen mitder rechten Seite y0. Dadurch wird die innere if-Anweisung h�ochstens einmal f�urjede H�ulle aufgerufen.4.3.2 Berechnung aller H�ullenBevor wir nun das Problem der Berechnung aller Pseudoh�ullen betrachten, gebenwir einen Algorithmus H�ullen an, welcher alle H�ullen eines H�ullenoperatorsberechnet. Unser eigentliches Problem k�onnen wir dann durch kleine Ab�anderun-gen im Algorithmus l�osen.Sowohl der Algorithmus H�ullen als auch die Variation Duquenne-Guigues,welche schlie�lich die Duquenne-Guigues-Basis erzeugt, wurden in [GaWi96] f�urH�ullenoperatoren in Potenzmengen besprochen: Sie ben�otigen eine vollst�andigeOrdnung auf dem Verband, wof�ur man im Falle einer Potenzmenge die lektischeOrdnung nimmt:4.3.3. De�nition. Sei M Menge mit n Elementen, vollst�andig geordnet mit-tels �. Wir nehmen ohne Einschr�ankung M = f1; : : : ; ng und de�nieren f�ur zweiMengen A;B �M und f�ur i 2MA <i B :, A \ f1; : : : ; i� 1g = B \ f1; : : : ; i� 1gund i 2 B nA:Weiter de�nieren wir die lektische Ordnung auf M :A < B :, 9i 2M : A <i B



100 KAPITEL 4. IMPLIKATIONENDurch < ist eine vollst�andige Ordnung auf P(M) de�niert, und es gilt:A ( B ) A < B:Setzen wir f�ur A �M und i 2M :1A� i := (A \ f1; : : : ; i� 1g) [ figso erhalten wir:4.3.4. Satz. Ohne Einschr�ankung sei M = f1; : : : ; ng endliche Menge und sei
 : P(M) ! P(M) H�ullenoperator auf P(M). F�ur A � M ist die bez�uglich derlektischen Ordnung kleinste H�ulle, welche echt gr�o�er als A ist, gleich
(A� i);wobei i das gr�o�te Element von M ist mit A <i 
(A� i).Beweis: siehe [GaWi96], Satz 5 auf Seite 67. Wir beweisen weiter unten denallgemeineren Fall f�ur endliche Verb�ande.Wie k�onnen wir nun die lektische Ordnung auf endliche Verb�ande erweitern?Nun, wir verwenden wieder eine _-dichte Teilmenge M � V und die beidenAbbildungen � und �. Satz 4.3.4 ben�otigt eine vollst�andige Ordnung auf M . Dawir < bereits f�ur die Ordnung des Verbandes verwenden, bezeichnen wir dievollst�andige Ordnung auf M mit �.4.3.5. De�nition. Sei V endlicher Verband und M � V _-dicht. Weiter sei �eine vollst�andige Ordnung auf M . F�ur a; b 2 V und i 2M ist dann:a �i b :, �(a) �i �(b)a � b :, 9i 2M : a �i ba� i := �(�(a)� i)F�ur a � b sprechen wir "a ist lektisch kleiner als b\.Im folgenden sei stets M � V _-dichte Teilmenge, die mittels � vollst�andiggeordnet ist.Wir k�onnen dann f�ur einen H�ullenoperator 
 : V ! V die Menge H
 aller H�ullenlektisch erzeugen:1Achtung: Ich weiche hier von den in [GaWi96] verwendeten Bezeichnungen ab!



4.3. ALGORITHMEN 1014.3.6. Hilfssatz. Sei 
 : V ! V H�ullenoperator. Dann gilt f�ur a; b; c 2 V undi; j 2M :1. Durch � ist auf V eine vollst�andige Ordnung de�niert, mit a < b) a � b.2. Ist a �i b und a �j c mit i � j, so gilt: c �i b.3. a �i b) a� i � b4. a �i b und b = 
(b)) a �i 
(a� i)Beweis:1. Die Vollst�andigkeit der lektischen Ordnung folgt aus der De�nition: Sie ist dieProjektion einer vollst�andigen Ordnung der Potenzmenge P(M) auf V . (Es giltn�amlich a � b, �(a) � �(b).)Sei a < b. Es gilt a = �(�(a)) und b = �(�(b)). Also mu� �(a) 6= �(b) sein. Aus derMonotonie von � folgt schlie�lich �(a) ( �(b), d.h. �(a) � �(b). Dies ist widerum�aquivalent zu a � b.2. F�ur k 2M mit k � i gilt: k � a, k � b, k � c. Aus a �i b folgt i � b undi 6� a. Da a �j c mit j � i, ist auch i 6� c, also gilt insgesamt c �i b.3. Aus a �i b folgt �(a) \ fk 2 M jk � ig � �(b) und i 2 �(b), also ist auch�(a)� i � �(b). Mit der Monotonie von � folgt a� i = �(�(a)� i) � �(�(b)) = b.4. Aus a �i b folgt nach (3) a� i � b, also ist auch c := 
(a� i) � 
(b) = b. Dashei�t, entweder ist c = b, dann ist die Behauptung trivial, oder es gibt ein j 2Mmit c �j b.Weiter ist i 6� a, also ist a �i a � i. Aus a � i � c folgt a �k c mit k � i.Insgesamt haben wir a �k c �j b, woraus folgt: a �l b, mit l = min(k; j). Wirhaben allerdings vorausgesetzt a �i b, also ist i = l � k.Insgesamt ist also k = i, und die Behauptung gezeigt.4.3.7. Satz. Sei 
 : V ! V H�ullenoperator. F�ur a 2 V ist die bez�uglich derlektischen Ordnung kleinste H�ulle, welche echt gr�o�er als a ist, gleich
(a� i);wobei i das gr�o�te Element von M ist mit a �i 
(a� i).Beweis: Sei a+ die kleinste H�ulle bez�uglich der lektischenOrdnung mit a � a+. Esgibt also ein i 2M mit a �i a+. Nach 4.3.6(4) ist also a �i 
(a� i). Andererseitsist nach 4.3.6(3) a� i � a+, also auch 
(a� i) � 
(a+) = a+. Weil a+ die lektischkleinste H�ulle oberhalb von a ist, und weil a � 
(a� i) � a+, mu� 
(a� i) = a+sein.Da� i das gr�o�te Element ist mit a �i 
(a� i), ergibt sich aus 4.3.6(2): Ist i � j,so w�urde aus a �j 
(a�j) folgen: 
(a�j) �i 
(a�i) = a+, was ein Widerspruchzur Minimalit�at von a+ w�are.Damit k�onnen wir einen Algorithmus angeben, welcher f�ur einen H�ullenoperator
 : V ! V alle H�ullen H
 � V berechnet:



102 KAPITEL 4. IMPLIKATIONEN4.3.8. Algorithmus. (H�ullen) Sei ohne Einschr�ankung M := f1; : : : ; ng � V_-dichte Menge in V . Der Algorithmus berechnet dann zu gegebenem H�ullenope-rator 
 die Menge H
 aller H�ullen in lektischer Ordnung.beginif 
(0V ) = 0V then H
 := f0V g; else H
 := ;; fia := 0V ;repeati := n; b := 
(a� i);while not a �i b doi := i� 1;if i = 0 then return H
; fib := 
(a� i);oda := b;H
 := H
 [ fag;for everend.Um den Aufwand von diesem Algorithmus zu betrachten, ben�otigen wir eine neueHilfskonstante: c
 gebe den Aufwand wieder, mit dem man 
(a) f�ur ein a 2 Vberechnen kann. Wir gehen davon aus, da� c
 � cV ist. (Allein die Zuweisungvon 
(a) an eine Variable hat bereits den Aufwand cV .)Da a� imit O(cV ) Operationen berechenbar ist, k�onnen wir zur Berechnung vonb := 
(a� i) den Aufwand O(c
) veranschlagen. Die innere while-Schleife wirdh�ochstens jM j mal durchlaufen, und die �au�ere repeat-Schleife f�ur jede H�ulleeinmal. Also erhalten wir als Absch�atzung f�ur den Aufwand:O(jH
 j � jM j � c
):4.3.3 Die Duquenne-Guigues-BasisAllerdings sind wir eigentlich an den Pseudoh�ullen des H�ullenoperators interes-siert, und nicht nur an den H�ullen. Um diesen Algorithmus auf unser Problemanwenden zu k�onnen, zeigen wir zun�achst folgenden Hilfssatz:4.3.9. Hilfssatz. Die Menge P
 aller H�ullen und Pseudoh�ullen von 
 bildeteinen ^-Unterhalbverband von V .Beweis: 1V ist H�ulle. F�ur p 2 V gilt genau dann p 2 P
, wenn f�ur alle Pseu-doh�ullen q < p auch 
(q) � p gilt. Sei nun A � P
 , und sei q beliebige Pseu-doh�ulle. Dann folgt aus q < VA bereits q < p f�ur alle p 2 A. Da all diese p inP
 liegen, gilt auch 
(q) � p f�ur alle p 2 A, also 
(q) � VA. Also ist VA H�ulleoder Pseudoh�ulle.



4.3. ALGORITHMEN 103Wir haben also einen weiteren H�ullenoperator
� := 
(P
) : V ! V; a 7!^fb 2 P
 ja � bgGehen wir davon aus, wir w�urden bereits die m lektisch kleinsten H�ullen undPseudoh�ullen von 
 kennen: Pm
 := fp1; : : : ; pmg. �Ahnlich wie in 4.1.3 betrachtenwir dann zu a 2 V den Fixpunkt Pm
 (a) der FolgeaPm
 := a __f
(p)jp 2 Pm
 Pseudoh�ullemitp < ag;aPm
 Pm
 := aPm
 __f
(p)jp 2 Pm
 Pseudoh�ullemitp < aPm
 g;: : :Das hei�t, wir de�nieren Pm
 (a) := aPm
 ���Pm
 , mit Pm
 (a) = Pm
 (a)Pm
 . Dann er-halten wir:4.3.10. Hilfssatz. Ist Pm
 die Menge der m lektisch kleinsten H�ullen und Pseu-doh�ullen zu 
, und ist a 2 V , soda� 
�(a) die lektisch n�achstgr�o�ere H�ulle oderPseudoh�ulle ist, so gilt 
�(a) = Pm
 (a):Beweis:1. Es gilt: Pm
 (a) � 
�(a).Wir zeigen: Ist p 2 P
 und a � p, so gilt: Pm
 (a) � p. Angenommen, letzteresgilt nicht: Pm
 (a) 6� p. Dann gibt es ein a0 = aPm
 ���Pm
 mit a0 � p und aPm
0 6� p.Betrachten wir Q := fqjq 2 Pm
 ist Pseudoh�ulle und q < a0g, so gilt f�ur alle q 2 Qauch q < p. Damit ist 
(q) � p, also gilt aPm
0 = a0 _Wf
(q)jq 2 Qg � p. Dies istaber ein Widerspruch zur De�nition von a0.2. Pm
 (a) 2 P
 :Sei p < Pm
 (a) Pseudoh�ulle. Dann ist wegen (1) p < 
�(a), also p 2 Pm
 . (NachDe�nition von a ist 
�(a) die lektisch kleinste H�ulle oder Pseudoh�ulle, die nichtin Pm
 enthalten ist.) Damit ist auch 
(p) � Pm
 (a)Pm
 = Pm
 (a). Da wir diePseudoh�ulle p < Pm
 (a) beliebig gew�ahlt haben, ist demnach Pm
 (a) eine H�ulleoder Pseudoh�ulle, also gleich 
�(a).4.3.11. Satz. Sind bereits die m (lektisch) kleinsten H�ullen und Pseudoh�ullenPm
 = fp1; : : : ; pmg bekannt, so erh�alt man die lektisch n�achstgr�o�ere H�ulle oderPseudoh�ulle durch pm+1 = Pm
 (pm � i);wobei i maximal ist mit pm �i Pm
 (pm � i).Beweis: Nach 4.3.7 ist die lektisch n�achstgr�o�ere H�ulle oder Pseudoh�ulle gleichpm+1 := 
�(pm � i), mit maximalem i, soda� pm �i 
�(pm � i).



104 KAPITEL 4. IMPLIKATIONENF�ur dieses i gilt nach 4.3.10 auch: 
�(pm� i) = Pm
 (pm� i). F�ur j 2M mit i � jwissen wir aber nicht, ob 
�(pm � j) = Pm
 (pm � j) gilt. Also m�ussen wir nochnachweisen, da� i maximal ist mit pm �i Pm
 (pm � i).Nehmen wir an, es gilt f�ur ein j 2M mit i � j: pm �j Pm
 (pm� j). Dann k�onnenwir zumindest 
�(pm � j) 6= Pm
 (pm � j) folgern. Also mu� es eine Pseudoh�ullep 62 Pm
 geben, mit p < Pm
 (pm�j) und 
(p) 6� Pm
 (pm�j). Da p 62 Pm
 gilt, ist plektisch gr�o�er als pm. Es gibt also gewisse k; l 2M , soda� pm �k p �l Pm
 (pm�j)gilt.Da wir pm �j Pm
 (pm � j) angenommen haben, mu� j � k sein, also i � k.Mit 4.3.6(2) folgt also aus pm �i pm+1 und pm �k p mit i � k der Widerspruch:pm � p � pm+1.Um Pm
 (pm� i) zu berechnen, k�onnen wir eine leichte Variation des Algorithmusvon Linclosure verwenden { Linclosure*. Hierzu speichern wir im Falle voncount(x!y) = 0 zun�achst die Implikationen in einer Liste use. (Dabei ignorierenwir gleich alle Implikationen, die nichts Neues bringen, d.h. solche mit y � b.)Erst wenn wir auf eine Implikation x!y sto�en, deren Pr�amisse echt kleiner alsb ist (x < b), gilt nach der Anwendung von x!y auf b die Bedingung v < b auchf�ur die zwischengespeicherten Implikationen v!w 2 use. Also wenden wir dannall diese Implikationen auf b an und l�oschen use.4.3.12. Algorithmus. (Linclosure*) I enthalte bereits die m lektisch klein-sten Implikationen der Duquenne-Guigues-Basis eines H�ullenoperators. Weiter-hin seien die globalen Variablen impl(m) f�ur m 2M wie bei Linclosure (4.3.1)belegt. Der Algorithmus berechnet dann f�ur geeignete a 2 V (siehe 4.3.11) dielektisch n�achstgr�o�ere H�ulle oder Pseudoh�ulle 
�(a).beginb := a;for each x!y 2 I docount(x!y) := j�(x)j;if j�(x)j = 0 then b := b _ y; fiodupdate := �(b); finished := �(b);use := ;;while update 6= ; dochoose m 2 update; update := update�m;for each x!y 2 impl(m) docount(x!y) := count(x!y)� 1;if count(x!y) = 0 thenif y � b then continue; fiuse := use [ fx!yg;if b 6= x thenfor each v!w 2 use do



4.3. ALGORITHMEN 105b := b _ w;oduse := ;;add := �(b)� finished;finished := finished [ add;update := update [ add;fifiododreturn b;end.Am Aufwand des Algorithmus �andert sich nichts im Vergleich zu Linclosure,denn f�ur jede Implikation x!y wird h�ochstens einmal y � b und b 6= x getestetund es wird h�ochstens einmal auf b := b _ w ausgef�uhrt:O(jIj � cV )Der endg�ultige Algorithmus zur Berechnung der Duquenne-Guigues-Basis I von
 beruht dann auf dem Algorithmus H�ullen (4.3.8). Als Nebenprodukt erh�altman gleichzeitig die Menge H
 aller H�ullen von 
:4.3.13. Algorithmus. (Duquenne-Guigues) Sei o.E. M := f1; : : : ; ng � Veine _-dichte Teilmenge. Zu einemH�ullenoperator 
 wird die Duquenne-Guigues-Basis I und das H�ullensystem H
 berechnet:beginfor each m 2 M do impl(m) = ;;if 
(0V ) = 0V thenH
 := f0V g; I := ;;elseH
 := ;; I := f0V !
(0V )g;fia := 0V ;repeati := n; b :=Linclosure*(a� i);while not a �i b doi := i� 1;if i = 0 then return I,H
; fib :=Linclosure*(a� i);oda := b;



106 KAPITEL 4. IMPLIKATIONENif 
(a) = a thenH
 := H
 [ fag;elseI := I [ fa!
(a)g;for each m 2M with m � a doimpl(m) := impl(m) [ fa!
(a)g;odfifor everend.Im Initialisierungsteil ist die Berechnung von 
(0V ) am aufwendigsten, also istdieser Teil bestimmt nicht ausschlaggebend f�ur den Gesamtaufwand des Algo-rithmus. Die repeat-Schleife wird f�ur jede H�ulle und jede Pseudoh�ulle einmaldurchlaufen. Weiter wird die innere while-Schleife h�ochstens jM j mal durchlau-fen, und der Anweisungsteil dieser Schleife hat den Aufwand von Linclosure*,also O(jIj � cV ). In jedem Durchlauf der repeat-Schleife wird zus�atzlich 
(a)berechnet, was O(c
) Operationen ben�otigt. Die Reinitialisierung der globalenVariablen impl(m), m 2 M ben�otigt O(jM j) � O(c
) Schritte, ist also nichtausschlaggebend. Der Aufwand des Algorithmus Duquenne-Guigues betr�agtalso insgesamt O(jP
 j �max(c
; jM j � jIj � cV ))4.3.14. Beispiel. In einem klassischen Kontext K = (G;M; I) kann man diezweite Ableitung mit c
 = O(jGj � jM j) Operationen berechnen. cV ist in diesemFall gleich jM j, also kann man die Duquenne-Guigues-Basis I eines klassischenKontextes mit AufwandO((jB(K)j + jIj) � jM j �max(jGj; jM j � jIj))berechnen.Die Abweichung zu den Angaben in [Boe97] (O((jB(K)j + jIj) � jM j2 � jIj2))l�a�t sich wie folgt erkl�aren: Zum einen wurde in [Boe97] nicht der AlgorithmusLinclosure* verwendet, sondern der naive Algorithmus, welcher durch 4.1.3nahegelegt wird. Dies begr�undet den Mehraufwand von jIj. Zum anderen wurdenicht ber�ucksichtigt, da� zur Berechnung der Implikation p ! 
(p) die zweiteAbleitung berechnet werden mu�.Geht man in obiger Aufwandsbetrachtung vereinfachend davon aus, da� dieGr�o�enordnungen von jGj und jM j, sowie von jB(K)j und jIj gleich sind, so kannman sich als Faustregel merken: Der Aufwand zur Berechnung der Duquenne-Guigues-Basis eines klassischen Kontextes K = (G;M; I) betr�agt:O(jIj2 � jM j2)



4.4. BEISPIEL: FUZZYKONTEXTE 1074.4 Beispiel: FuzzykontexteWir betrachten als nicht-triviales Beispiel Implikationen in Fuzzykontexten. Seihierzu L eine Fuzzy-Algebra und K = (G;M;R) ein L-Fuzzykontext. Die �ublicheNotation birgt die Gefahr von Verwechslungen zwischen der Pfeilrelation der Fuz-zyalgebra L und den Implikationen. Aufgrund der Tatsache, da� eine Pfeilrelationimmer zwischen Elementen von L steht, und eine Implikation zwischen L-Fuzzy-Mengen, m�u�te allerdings stets aus dem Zusammenhang deutlich werden, wasgemeint ist.F�ur Fuzzy-TeilmengenA;B 2 PL(M) gilt die Implikation A!B nach Satz 4.2.2genau dann in K, wenn B � A00 ist. Dies k�onnen wir mit Hilfe der unscharfenLogik verallgemeinern, welche durch L gegeben ist (siehe De�nition 2.2.7 aufSeite 26) : Wir ordnen der Aussage "A impliziert B\ den Wahrheitswert[A!B] := [B �L A00]= m̂2M(B(m)! A00(m))= ĝ2G�m̂2M (A(m)!R(g;m))! m̂2M (B(m)!R(g;m))�zu. Wie wir sehen, gilt (nach De�nition 4.2.1) die Implikation genau dann in K,wenn [A!B] = 1 ist.Will man per Hand �uberpr�ufen, ob eine Implikation A!B in K = (G;M;R) =(PL(G);PL(W )M ; ') gilt, so ist dies einfacher �uber einen inzidenzisomorphenklassischen Kontext eK = ( ~G; ~M; ~I) m�oglich. Einen solchen erh�alt man mit _-dich-tem �L � L: ~G := �L �G, ~M := �L �M und ~I := IR ~G; ~M('). (Nach Beispiel 2.3.1(3)sind n�amlich ~G � PL(G) und ~M � PL(W )M _-dichte Teilmengen, also sindnach 2.4.9 K und eK inzidenzisomorph.) Man testet dann einfach in der Tabellezu ~I, ob folgendes gilt:fl �m 2 ~M jl �m � Bg � fl �m 2 ~M jl �m � Ag00Im folgenden vollziehen wir den Algorithmus Duquenne-Guigues an einemkonkreten Beispiel nach. Dazu verwenden wir die Fuzzy-Algebra (L;^;_; �;!)mit L := f0; l1; l2; l3; 1g. Die Verbandsstruktur und die Verkn�upfungstabellen derOperationen � und ! sind in Abb. 4.2 angegeben.Weiter betrachten wir den L-Fuzzykontext K = (G;M;R) mit G := fg1; g2; g3g,M := fm1;m2g und der der InzidenzrelationR m1 m2g1 l1 l1g2 l2 l2g3 l1 1



108 KAPITEL 4. IMPLIKATIONENl1 01l3 l2L � 0 l1 l2 l3 10 0 0 0 0 0l1 0 0 0 0 l1l2 0 0 0 0 l2l3 0 0 0 0 l31 0 l1 l2 l3 1 ! 0 l1 l2 l3 10 1 1 1 1 1l1 l3 1 l3 1 1l2 l3 l3 1 1 1l3 l3 l3 l3 1 11 0 l1 l2 l3 1Abbildung 4.2: Die Fuzzy-Algebra L.Wie wir bereits erw�ahnt haben, k�onnen wir Ableitungen besser aus einem klassi-schen Kontext ablesen. Dazu verwendenwir die _-dichte Teilmenge �L := f1; l1; l2gvon L, und erhalten eK = (�L �G; �L �M; ~I) mit ~I := IR ~G; ~M ('):~I m 1 l 1 �m 1l 2 �m 1m 2 l 1 �m 2l 2 �m 2g1 � �l1 � g1 � � � � � �l2 � g1 � � � �g2 � �l1 � g2 � � � �l2 � g2 � � � � � �g3 � � � �l1 � g3 � � � � � �l2 � g3 � � � � �Um den Algorithmus Duquenne-Guigues (4.3.13) anwenden zu k�onnen, be-n�otigen wir eine vollst�andige Ordnung auf der _-dichte Teilmenge �L �M � M .Hierzu numerieren �L �M in folgender Reihenfolge durch:�L �M = fm1; l1 �m1; l2 �m1;m2; l1 �m2; l2 �m2g:(Es ist sinnvoll m1 niedriger zu bezi�ern als l1 � m1 und l2 � m1, weil man sichdadurch �uber
�ussige Tests im Algorithmus erspart. Nat�urlich w�urde der Algo-rithmus auch andernfalls funktionieren.)Wir besprechen nun Schritt f�ur Schritt den Algorithmus 4.3.13 (auf Seite 105)und berechnen dadurch die Begri�sinhalte H
 und die Duquenne-Guigues-BasisI von K.Im Initialisierungsteil ist zu beachten, da� f�ur die leere Fuzzy-Menge 0PL(M) = ;



4.4. BEISPIEL: FUZZYKONTEXTE 109gilt: ;00 = ;, also setzen wir H
 := f;g und I := fg. Wir starten in die repeat-Schleife mit a := ;.Im ersten Schleifendurchlauf wird ein (lektisch) maximales i 2 �L �M gesucht,soda� f�ur b :=Linclosure*(a� i) gilt: a �i b. Das lektisch gr�o�te Elementin �L � M ist i := l2 � m2. Es gibt bisher noch keine Pseudoinhalte, also ist:b := Linclosure*(;� l2 �m2) = l2 � m2: Die Bedingung a �i b tri�t zu, alsoist der lektisch n�achstgr�o�ere Begri�s- oder Pseudoinhalt gleich l2 �m2. Betrach-ten wir die zweite Ableitung, so sehen wir: (l2 � m2)00 = l2 � m2, also setzen wirH
 := f;; l2 �m2g.Wir kommen in den zweiten Schleifendurchlauf mit a := l2 � m2. Da es nochkeine Pseudoinhalte gibt, verl�auft dieser �ahnlich einfach wie der erste: i := l2 �m2brauchen wir wegen l2 � m2 � a gar nicht erst zu testen, denn grunds�atzlichfolgt aus i � a immer a � i � a. Damit ist auch der lektisch kleinste Begri�s-oder Pseudoinhalt 
�(a � i), welcher gr�o�er als a � i ist, � a. Also kann mitb := Linclosure*(a� i) die gew�unschte Bedingung a �i b gar nicht erf�ullt sein,da b � a gilt.Das n�achstkleinere i 2 �L �M ist i := l1 � m2. F�ur diesen Kandidaten erhaltenwir b := Linclosure*(l2 �m2 � l1 �m2) = Linclosure*(l1 �m2) = l1 �m2, undes gilt b �i a. Also ist l1 �m2 der n�achste Begri�s- oder Pseudoinhalt. Die zweiteAbleitung ist (l1 �m2)00 = l1 �m1 + l1 �m2. Wir haben also unseren ersten Pseu-doinhalt und setzen I := f(l1 �m2)! (l1 �m1 + l1 �m2)g. Die Reinitialisierung derVariablen impl(m), m 2M , ist f�ur den Algorithmus Linclosure* notwendig.Der dritte Durchlauf wird interessanter, weil wir das erste mal einen Pseudoinhaltber�ucksichtigen m�ussen, d.h. der Algorithmus Linclosure* ist nicht mehr trivi-al. Es ist a := l1�m2. F�ur i := l2�m2 ist a�i = l3 �m2. Weil der Pseudoinhalt l1 �m2echt kleiner als l3 �m2 ist, gilt b := Linclosure*(a� i) = Linclosure*(l3 �m2)= l3 �m2 [ (l1 �m2)00 = l1 �m1 + l3 �m2. Damit ist a �l1�m1 b, d.h. b ist nicht dergesuchte Begri�s- oder Pseudoinhalt.F�ur die n�achstkleineren i 2 �L�M schl�agt der Test auch fehl: i := l1�m2 ist� a, undf�ur i := m2 ist l1 �m2 < a�i = m2. Damit ist l1 �m1 < b := Linclosure*(a� i),d.h. es gibt ein j < i mit a �j b.Also m�ussen wir ein weiteres i 2 �L �M testen. F�ur i := l2 �m1 gilt: a� i = l2 �m1,b := Linclosure*(l2 �m1) = l2 �m1 (denn f�ur kein x! y 2 I gilt x < l2 �m1),und schlie�lich ist a �i l2 �m1 erf�ullt. Wir haben also den lektisch n�achstgr�o�tenBegri�s- oder Pseudoinhalt gefunden. Es gilt (l2 � m1)00 = l2 �m1 + l2 � m2, alsosetzen wir I = f(l1 �m2)! (l1 �m1 + l1 �m2); (l2 �m1)! (l2 �m1 + l2 �m2)g undreinitialisieren die globalen Variablen impl(m), m 2M .Die n�achsten Schritte besprechen wir nicht mehr so ausf�uhrlich. Tabelle 4.1 gibtf�ur jeden Schleifendurchlauf a und f�ur jedes getestete i 2 �L � M den Wertb := Linclosure*(a� i), sowie das gr�o�te j 2 �L �M mit a �j b an. Ist j = i,so ist weiterhin der Begri�sinhalt b bzw. die Implikation b!b00 zu sehen.
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a i b j : a �j b BI/PI Begri�sinhalt Implikation; � ;; l2 �m2 l2 �m2 l2 �m2 � l2 �m2l2 �m2 l1 �m2 l1 �m2 l1 �m2 � (l1 �m2)! (l1 �m1 + l1 �m2)l1 �m2 l2 �m2 l1 �m1 + l3 �m2 l1 �m1m2 l1 �m1 +m2 l1 �m1l2 �m1 l2 �m1 l2 �m1 � (l2 �m1)! (l2 �m1 + l2 �m2)l2 �m1 l2 �m2 l2 �m1 + l2 �m2 l2 �m2 � l2 �m1 + l2 �m2l2 �m1 + l2 �m2 l1 �m2 l3 �m1 + l1 �m2 l1 �m1m2 l3 �m1 +m2 l1 �m1l1 �m1 l1 �m1 l1 �m1 � (l1 �m1)! (l1 �m1 + l1 �m2)l1 �m1 l2 �m2 l1 �m1 + l3 �m2 l1 �m2l1 �m2 l1 �m1 + l1 �m2 l1 �m2 � l1 �m1 + l1 �m2l1 �m1 + l1 �m2 l2 �m2 l1 �m1 + l3 �m2 l2 �m2 � l1 �m1 + l3 �m2l1 �m1 + l3 �m2 m2 l1 �m1 +m2 m2 � l1 �m1 +m2l1 �m1 +m2 l2 �m1 l3 �m1 + l3 �m2 l2 �m1 � l3 �m1 + l3 �m2l3 �m1 + l3 �m2 m2 l3 �m1 +m2 m2 � l3 �m1 +m2l3 �m1 +m2 m1 m1 + l3 �m2 m1 � (m1 + c �m2)! (m1 +m2)m1 + l3 �m2 m2 m1 +m2 m2 � m1 +m2m1 +m2 @i 2M : a �i b, Abbruch

Tabelle4.1:WertederVariablenimAlgorithmusDuquenne-Guigues.



4.4. BEISPIEL: FUZZYKONTEXTE 111g1 l1 � g1,l2 � g2l1 �m1 l2 �m1m1l3 � g3l3 � g1l3 � g2g3m2 g2l1 � g3l1 �m2 l2 �m2
Abbildung 4.3: Der Begri�sverband des Fuzzykontextes KWie wir bereits erw�ahnt haben, kann man, falls Y distributiver Verband ist, dierechten Seiten der Implikationen der Duquenne-Guigues-Basis reduzieren (sieheSeite 92). Da PL(M) distributiv ist, bilden also auch folgende Implikationen eineBasis zu 
: (l1 �m2) ! (l1 �m1)(l2 �m1) ! (l2 �m2)(l1 �m1) ! (l1 �m2)(m1 + l3 �m2) ! (m2)Neben der Duquenne-Guigues Basis erhalten wir aus dem Algorithmus auch denBegri�sverband B(K), welcher in Abbildung 4.3 zu sehen ist.
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Anhang ABereinigung und Reduzierungeines klassischen KontextesDer inzidenzisomorphe klassische Kontext zu einem mehrwertigen Kontext oderFuzzykontext ist meist sehr gro�. Dadurch k�onnen bereits die Bereinigung undReduzierung kritische Zeiten beanspruchen. Wir versuchen also, die bereits vor-handenen Algorithmen (siehe [Boe97]) zu beschleunigen. Als zugrundeliegendeIdee verwenden wir dabei einen e�zienten Sortieralgorithmus: Wir sortieren imFalle der Gegenstandsbereinigung die Gegenst�ande nach deren Ableitungen. Hier-bei verwenden wir die lektische Ordnung auf P(M).Es ist dabei nicht notwendig, Zeilen in der die Inzidenzrelation darstellenden Ma-trix zu vertauschen. Stattdessen legen wir einen Indexvektor V �uber die Zeilen derMatrix an. Weil das Vertauschen von Indizes nur geringen Zeitaufwand ben�otigt,verwenden wir den Algorithmus Heapsort (siehe [Schi]). Dieser Algorithmusben�otigt zum Sortieren eines Vektors V der L�ange n O(n log(n)) Vergleiche.Dabei wird der Vektor als bin�arer Baum aufgefa�t: Jedes Element des Vektorsist ein Knoten des Baumes. Das i-te Element hat dabei als S�ohne die Elemente2i und 2i + 1. (Die Indizierung des Vektors beginnt bei 1.) Wurzel des Baumesist demnach 1 und Endknoten sind die bn2 c + 1; : : : ; n. (Falls n die L�ange desVektors bezeichnet.) In einem bin�aren Baum ist jedes Element i auch Wurzeleines Teilbaumes, den wir der Einfachheit halber auch mit i bezeichnen.Ein Heap ist nun ein bin�arer Baum mit der zus�atzlichen Eigenschaft, da� dasElement des Vaterknotens immer gr�o�er als die Elemente an den S�ohnen ist:V (i) � V (2i) und V (i) � V (2i + 1). Das hei�t, das gr�o�te Element eines Heapssteht immer an der Wurzel V (1).Mit folgendem Algorithmus kann man sukzessive einen Heap im bin�aren BaumV der L�ange n aufbauen: 113



114 ANHANG A. BEREINIGUNG UND REDUZIERUNGA.0.1. Algorithmus. (Heap) Gegeben sei ein Vektor V , die L�ange n des Vek-tors, sowie ein Teilbaum i des Vektors. (Dabei gelte i � n.) Die Teilb�aume 2i und2i+1 seien bereits Heaps (soweit sie existieren, d.h. � n sind). Dann erzeugt derAlgorithmus den Heap i.procedure Heap(V; n; i);beging := V (i); j := 2i;while j � n dog1 := V (j);if j < n theng2 := V (j + 1);if g01 < g02 then g1 := g2; fifiif g0 � g01 thenV (b j2c) := g;return;fiV (b j2c) := g1; j := 2j;od;V (b j2c) := g;end.Um die Ableitungen zweier Gegenst�ande zu vergleichen ben�otigen wir O(jM j)Operationen, und die L�ange n des Indexvektors V ist immer � jGj. Also hatdieser Algorithmus einen Aufwand vonO(log(jGj) � jM j)Betrachten wir nun den Algorithmus zur Bereinigung der Gegenstandsmenge: Erbaut zun�achst den Heap V (1 : : : n) auf. Dadurch kennen wir das gr�o�te Elementvon G, dieses speichern wir in der Variablen g. Nun wird in einer Schleife jeweilsdas letzte Element des Vektors V (i+ 1) an die erste Stelle geschrieben, und derHeap V (1 : : : i), mit einem Element weniger, neu aufgebaut. (Dazu reicht nun einAufruf von Heap, da die Teilb�aume V (2), V (3) noch Heapstruktur besitzen.)Wir erhalten dadurch das n�achstgr�o�ere Element V (1), welches wir mit demvorherigen g vergleichen k�onnen.A.0.2. Algorithmus. (Gegenstandsbereinigen)Gegeben sei ein klassischerKontext K = (G;M; I). Der Algorithmus bereinigt die Gegenstandsmenge.beginn := jGj;for i := 1 to n do V (i) := gi; odfor i := bn2c downto 1 do Heap(V; n; i); od Heap aufbauen



115g := V (1);for i := n� 1 downto 1 doV (1) := V (i+ 1);Heap(V; i; 1);h := V (1);if g0 6= h0 then <l�osche h>;else g := h; fiodend.Der Heap wird mit Aufwand O(jGj � O(Heap)) = O(log(jGj) � jGj � jM j) auf-gebaut. Anschlie�end wird noch jGj mal die Prozedur Heap aufgerufen, alsobetr�agt der GesamtaufwandO(log(jGj) � jGj � jM j):Der Algorithmus in [Boe97] ben�otigte O(jGj2 � jM j) Operationen.Bei der Reduzierung des Kontextes ist ebenfalls eine Vorsortierung sinnvoll. Auchwenn sich dadurch die Komplexit�at des Algorithmus nicht verbessert, so ist unterder Annahme, da� "viele\ Gegenst�ande reduzierbar sind, eine Beschleunigung zuerwarten. Denn wir vergleichen einen Gegenstand im Algorithmus jeweils nur mitbereits reduzierten Gegenst�anden.Der Algorithmus ist komplizierter als A.0.2: Wir m�ussen n�amlich einen zu te-stenden Gegenstand nicht nur mit dem n�achstgr�o�eren vergleichen, sondern mitallen bereits gefundenen reduzierten Gegenst�anden. Also m�ussen wir diese f�urdiesen Zweck zwischenspeichern. Dazu bietet sich das Ende des Vektors V an,da in jedem Durchlauf ein Element in V frei wird. Wir speichern also in jedemSchleifendurchlauf in den Elementen V (1; : : : ; i) einen Heap, der alle noch nichtgetesteten Gegenst�ande enth�alt, und in V (j; : : : ; n) alle getesteten Gegenst�andein sortierter Reihenfolge. Dabei ist stets j > i. Wir testen dann g := V (1) auf Re-duzibilit�at, indem wir die Pfeilrelationen (siehe [GaWi96],[Boe97]) nachrechnen,d.h. indem wir f�ur alle h 2 V (j; : : : ; n) mit g0 � h0 testen, ob es ein m 2 M n g0gibt, welches in jedem h0 enthalten ist.A.0.3. Algorithmus. (Gegenstandsreduzieren)Gegeben sei ein klassischerKontext K = (G;M; I) mit bereinigter Gegenstandsmenge. Der Algorithmus re-duziert dann die Gegenstandsmenge.beginn := jGj;for i := 1 to n do V (i) := gi; odfor i := bn2c downto 1 do Heap(V; n; i); od Heap aufbauenj := n + 1;for i := n� 1 downto 0 do



116 ANHANG A. BEREINIGUNG UND REDUZIERUNGg := V (1);if i > 0 thenV (1) := V (i+ 1);Heap(V; i; 1);fiyes := g0;no :=M n g0;for l := j to n doif yes � V (l)0 then no = no \ V (l)0; fiodif no = ; then <l�osche g>;else j := j � 1; V (j) := g; fiodend.Der Aufwand des Algorithmus �andert sich nicht im Vergleich zu [Boe97]:O(jGj2 � jM j);allerdings ist ist eine Geschwindigkeitssteigerung zu erwarten, falls viele Ge-genst�ande reduziert werden.Nat�urlich kann man entsprechend auch Algorithmen zu Bereinigung und Redu-zierung der Merkmalsmenge formulieren.Bei der Programmierung stellt sich noch die Frage, wie man das L�oschen einesGegenstandes/Merkmals implementieren m�ochte. Die schnellste M�oglichkeit hier-bei ist wahrscheinlich, nicht die Matrizen zu �andern, sondern lediglich Indizes aufdie urspr�ungliche Inzidenzmatrix anzulegen, und anschlie�end lediglich Indizes zul�oschen. Zus�atzlich kann man u.U. Informationen speichern, wie man die Ablei-tung eines reduzierbaren Gegenstandes gewinnen kann. Ich habe obige Algorith-men in C++ implementiert und dabei auch diese Gesichtspunkte ber�ucksichtigt.



Anhang BEine Galoisverbindung in derAlgebraischen GeometrieH�ullenoperatoren { und speziell Galoisverbindungen sind in der Mathematik weitverbreitet. Zur Analyse dieser Strukturen eignen sich die Hilfsmittel der Begri�s-analyse { sei es, um den Begri�sverband als Hassediagramm zu zeichnen, oderum den H�ullenoperator durch Implikationen kompakt darstellen zu k�onnen.Als ich im Sommersemester '97 eine Vorlesung von Prof. Dr. Schreyer �uber al-gebraische Geometrie h�orte ([Schreyer]), war ich �uberascht, die mir durch dieseArbeit so bekannte Galoisverbindung wiederzuerkennen:Die algebraische Geometrie besch�aftigt sich mit dem Studium der L�osungsmengealgebraischer Gleichungssysteme. Sei dazu f�ur einen K�orper KA nK := f(a1; : : : ; an)jai 2 Kgder n-dimensionale a�ne Raum. Dann bildet das folgende Paar von Abbildungeneine Galoisverbindung zwischen P(A nK ) und der Potenzmenge des PolynomringsP(K[x1; : : : ; xn]):V : P(K[x1; : : : ; xn])! P(A nK ); I 7! fa 2 A nK jf(a) = 0;8f 2 IgI : P(A nK ) 7! P(K[x1; : : : ; xn]); V 7! ff 2 K[x1; : : : ; xn]jf(a) = 0;8a 2 Y gDas hei�t, V ordnet jeder Menge von Polynomen �uber K ihre Nullstellenmengezu, und I ordnet einer Menge von Punkten im a�nen Raum die Menge allerPolynome zu, welche in diesen Punkten verschwinden. Die letztgenannte Mengeist ein Ideal, wie man leicht sieht.Wir k�onnen dies also als klassischen Kontext K = (G;M; I) auffassen, mit derGegenstands- und Merkmalsmenge:G := A nK und M := K[x1; : : : ; xn]117



118 ANHANG B. ALGEBRAISCHE GEOMETRIEEin a�ner Punkt a 2 A nK inzidiert mit einem Polynom f 2 K[x1; : : : ; xn], falls aNullstelle von f ist: (a; f) 2 I :, f(a) = 0Die Begri�sumf�ange (das sind gewisse Teilmengen des a�nen Raums) hei�enalgebraisch, und im Hilbertschen Nullstellensatz weist man nach, da� die Be-gri�sinhalte genau die radikalen Ideale in P(K[x1; : : : ; xn]) sind. Dabei ist einRadikal eines Ideals I � K[x1; : : : ; xn] wie folgt de�niert:pI := rad(I) := ff 2 Rj9N 2 N : fN 2 Igund ein radikales Ideal ist ein I mit pI = I.In der Algebraischen Geometrie betrachtet man weiter speziell die _-irreduziblenElemente des Begri�sverbandes: Den Umfang eines _-irreduziblen Begri�es (ei-ne algebraische Teilmenge) nennt man irreduzible algebraische Teilmenge, odera�ne Variet�at. Die zugeh�origen Begri�sinhalte sind genau die Primideale. Mitder Tatsache, da� K[x1; : : : ; xn] n�othersch ist, kann man nachweisen, da� im Be-gri�sverband die _-irreduziblen Elemente _-dicht sind, und da� die Darstellungeines Begri�s als Supremum _-irreduzibler Elemente eindeutig ist. Man kann al-so jede algebraische Menge (Begri�sumfang) eindeutig als Supremum von a�nenVariet�aten darstellen.
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