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Vorwort

Die formale Begriffsanalyse ist ein recht junges Gebiet der Mathematik, das an-
fang der achtziger Jahre an der TH Darmstadt entwickelt wurde. Sie wendet das
philosophische Verstandnis eines Begriffs als Einheit von Begriffsumfang (Ge-
genstiande) und Begriffsinhalt (Merkmale) an, um begriffliche Hierarchien men-
gentheoretisch zu untersuchen. 7Zu diesem Thema ist bereits zahlreiche Literatur
veroffentlicht worden. So zum Beispiel das erst letztes Jahr veroffentlichte Stan-
dardwerk [GaWi96], welches die mathematischen Grundlagen dieser Theorie 7u-
sammentragt. Zu den erfolgsversprechenden Anwendungsgebieten der formalen
Begriffsanalyse zahlt neben der Datenanalyse vor allem die Wissensaufbereitung

(siehe [Boe9T]).

Es gibt inzwischen einige Erweiterungen dieser Theorie. Hier ist an erster Stelle
die Begriffsanalyse mit Fuzzy-Kontexten zu nennen ([Um94]). Diese wendet die
Ideen der Theorie der unscharfen Mengen auf die hier vorliegenden Strukturen
an. Aber auch fiir mehrwertige Kontexte, welche bisher mit Hilfe von Skalierun-
gen analysiert werden, kann man entsprechende Verallgemeinerungen formulieren.
Bei dem Versuch, letzteres einzufithren, sind mir groBe Ahnlichkeiten zur Arbeit
von Umbreit aufgefallen. Dies gab mir den Anlaf}, die Begriffsanalyse allgemei-
ner zu formulieren, so daf§ Fuzzy-Kontexte, mehrwertige Kontexte und auch die
klassischen einwertigen Kontexte als Spezialfialle des Verbandskontextes aufgefafit
werden kénnen.

Obwohl ich kein spezielles Wissen voraussetze, verzichte ich auf Motivationen
und FErlduterungen zur klassischen Darstellung der formalen Begriffsanalyse. Ich
mochte hier vielmehr die Vorteile meiner Verallgemeinerungen darstellen. Das
Verstdndnis dieser Arbeit wird also wesentlich vereinfacht, wenn man bereits
mit dem Thema vertraut ist. Fiir eine Finfithrung, und auch fiir einen Uberblick
iitber die zahlreichen Anwendungsmaoglichkeiten, eignet sich am besten das bereits
erwahnte Standardwerk [GaWi96]. Es gibt aber auch im Internet einfithrende
Werke zu diesem Thema, so 7.B. [KelL.e97].

Im ersten Kapitel dieser Arbeit fithre ich die n6tigen mathematischen Grundlagen
ein: Die Begriffsanalyse basiert auf der Theorie der geordneten Mengen und spe-
ziell auf der Theorie der vollstandigen Verbande. Da diese mathematischen Teil-
gebiete zu umfassend sind, um sie hier erschopfend zu behandeln, gebe ich nur die



Begriffe an, die wir benétigen werden. Fiir eine breitere Finfithrung in diese Gebie-
te der Mathematik sei auf entsprechende Literatur verwiesen. Hiillenoperatoren,
welche z.B. im Zusammenhang mit Topologien gelaufig sind, fithre ich allgemein
auf geordneten Mengen ein. Etwas genauer gehe ich anschliefend auf die Ga-
loisverbindungen ein, da diese den Kern der Begriffsanalyse bilden: Eine Ga-
loisverbindung ist ein Paar von entgegengerichteten Abbildungen zwischen zwei
geordneten Mengen. Sie sind in der Mathematik weit verbreitet, jedoch oft
mit der dualen Ordnung auf einem der Verbdande unter dem Namen residuierte
Abbildungen bekannt. SchlieBlich bendtigen wir fiir die Fuzzykontexte noch eine
grundlegende Einfiihrung in die Theorie der Halbringe.

Die Verallgemeinerung des einwertigen Kontextes den Ordnungskontext defi-
niere ich im zweiten Kapitel als eine Galoisverbindung zwischen zwei geordneten
Mengen. Von groflerer Bedeutung ist bisher allerdings der Verbandskontext eine
Galoisverbindung zwischen zwei vollstandigen Verbanden. Ableitung und Begriff
lassen sich analog zum klassischen Fall einfithren, wodurch man den klassischen
Kontext dann als Spezialfall des Verbandskontextes auffassen kann, ndmlich als
Potenzmengenkontext. Ich gebe weiterhin zu jedem Verbandskontext einen klas-
sischen Kontext mit isomorphem Begriffsverband an. Hierbei spielen V-dichte
Teilmengen von X bzw. Y die Rolle der Gegenstande ¢ bzw. der Merkmale M.
Nun kann man die bereits bekannten Algorithmen fiir klassische Kontexte auf
Verbandskontexte durch ,Kapselung® anwenden: Man berechnet zum verallge-
meinerten Kontext den klassischen Kontext, wendet den klassischen Algorithmus
an und iibersetzt das Frgebnis falls nétig  zuriick auf den urspriinglichen Kon-
text. Mit Hilfe dieser Strategie kann man den Begriffsverband erzeugen. Schlief}-
lich definiere ich noch Teilkontexte, welche eine Moglichkeit bieten, fiir kompli-
zierte Verbandskontexte iibersichtliche Unterverbande des Begriffsverbandes zu
erzeugen. Damit kann man bei der Analyse eines Kontextes von vornherein un-
interessante Daten ausblenden, bzw. Teilaspekte {ibersichtlicher darstellen. Tm
Verlauf dieses Kapitels werde ich immer wieder auf das Standardbeispiel fiir ver-
allgemeinerte Kontexte zuriickgreifen: den Fuzzykontext.

Die bisherigen Ergebnisse wende ich im dritten Kapitel auf mehrwertige Kontexte
an: Ich definiere den Verband der Beschreibungen, so dafl dieser mit der Potenz-
menge der Gegenstinde und einer geeigneten Ableitung einen Verbandskontext,
bildet. Mit Hilfe des vorherigen Kapitels kann man nun einen einwertigen Kontext
mit isomorphem Begriffsverband angeben. Bei einem Vergleich des mehrwertigen
Verbandskontextes mit der bisher iiblichen Skalierung mehrwertiger Kontexte
stellt sich heraus, dafl man Skalierungen als Teilkontexte des Verbandskontextes
auffassen kann. Kombiniert man die Idee der unscharfen Merkmale von Fuzzy-
kontexten mit mehrwertigen Kontexten, so erhdlt man unscharfe mehrwertige
Kontexte die sogenannten Fuzzy-wertigen Kontexte. Auch fiir Fuzzy-wertige
Kontexte gebe ich Verfahren an, um klassische Kontexte zu erhalten. Mit diesen
kann man anschlieend den urspriinglichen Kontext analysieren.



Im wierten Kapitel betrachte ich schlieilich Tmplikationen zwischen Merkmals-
mengen. Wie auch schon in [GaWi96] festgestellt wurde, besteht hier ein grofler
7Zusammenhang zu den sogenannten funktionalen Abhiangigkeiten aus der relatio-
nalen Algebra. Noch allgemeiner kann man generell Hiillenoperatoren als Menge
von Implikationen darstellen  zum Beispiel im Computer. Damit diese Darstel-
lung moglichst sparsam ist, verwendet man eine Basis einer Implikationenmenge.
Hier ist speziell die Duquenne-Guigues-Basis zu nennen, welche fiir jede Impli-
kationenmenge eindeutig ist. Nachdem ich Implikationen allgemein definiert und
analysiert habe, betrachte ich wieder den Verbandskontext. Ich werde aufzeigen,
daf} eine Implikation in einem Verbandskontext genau dann gilt, wenn sie im zu-
gehorigen klassischen Kontext gilt. Allerdings kann man die Duquenne-Guigues-
Basis nicht so einfach aus derjenigen des klassischen Kontextes gewinnen. Also
entwickleich  nun wieder fiir den allgemeinen Fall von Implikationen zur Darstel-
lung von Hiillenoperatoren einen effizienten Algorithmus, welcher fiir gegebenen
Hiillenoperator v die Duquenne-Guigues-Basis erzeugt (durch die man anschlie-
Bend v kompakt darstellen kann). Dieser Algorithmus ist im grofien und ganzen
bereits in [GaWi96] definiert, und in [Boe97] analysiert worden. Allerdings konnte
ich den Aufwand noch verbessern, indem ich die Idee des Linclosure-Algorithmus
aus der Theorie der relationalen Algebra mit einbinde.

Bedanken machte ich mich bei all jenen, die zur Entstehung der Arbeit beigetra-
gen haben. Dabei gilt mein besonderer Dank Herrn Prof. Dr. Adalbert Kerber.
Durch seine Zuversichtlichkeit und seine aufmunternden Worte motivierte er mich
dazu, die hier vorgestellten Verallgemeinerungen zu formulieren. Zudem zeigte er
wahrend der Entstehungsphase dieser Arbeit stets grofies Interesse an neuen Ent-
wicklungen und gab mir 6fters hilfreiche Ratschldge und sinnvolle Anregungen.
Zusatzlich verhalf mir Prof. Dr. Kerber durch sein persénliches Engagement zu
wichtigen personlichen Kontakten. So erméglicht er mir nun auch im Anschluf}

an die Diplomarbeit einen zweiwdchigen Forschungsaufenthalt bei Kollegen in
Frankreich.

Dank sagen mochte ich auch meinen Eltern, die mir das Studium finanziell
ermoglichten und mir den notwendigen Riickhalt gaben.

Bayreuth, 22. Oktober 1997 Ralf Gugisch
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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

Die formale Begriffsanalyse beruht auf der Theorie der geordneten Mengen, und
speziell auf der Theorie der vollstédndigen Verbande. Deshalb fiithren wir kurz die
fiir uns wichtigsten Hilfsmittel dieser mathematischen Teilgebiete auf, die wir im
weiteren Verlauf dieser Arbeit bendtigen werden. Sind jemandem die entspre-
chenden Begriffe unvertraut, so verweise ich fiir eine ausfithrlichere Behandlung
auf die entsprechende Literatur: Das Standardwerk zur Verbandstheorie ist bei-
spielsweise [Bir73], aber auch in [GaWi96] fithren die Autoren in einem Kapitel
die notigen mathematischen Grundlagen ein.

1.1 Geordnete Mengen

Der grundlegende Begriff der mathematischen Theorie der geordneten Mengen
ist die Ordnung. Diese ist definiert als eine spezielle bindre Relation:

1.1.1. Definition. Fine (bindre) Relation R zwischen zwei Mengen X und YV
ist eine Teilmenge von X x Y . Statt (z,y) € R schreiben wir oft auch = Ry. Mit
R™" C Y x X bezeichnen wir die zu R inverse Relation mit yR™ 'z < zRy. Ist
Y =X (d.h. RC X x X), so sagen wir auch, R sei eine Relation auf X.

1.1.2. Definition. Eine Ordnung < auf einer Menge X ist eine bindre Relation
auf X, fiir die gilt:

1.z <z (Reflexivitat)
2oa<yundy<azr=xr=y (Antisymmetrie)
Jra<yundy<:z=z<z (Transitivitat)

Fiir # < y mit @ # y schreiben wir auch = < y. Weiter heifit eine Menge X mit
einer Ordnung < auf X geordnete Menge( X, <).
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Abbildung 1.1: Hasse-Diagramme der Menge {1,...,6} mit 3 verschiedenen Ord-

nungen

Ordnungen kommen fast iiberall in der Mathematik vor und diirften auch jedem
geldufig sein. Allerdings sollten wir folgendes betonen: Wir haben nicht gefordert,
dafl je zwei Elemente vergleichbar sind. Es kann also durchaus ein # € X und
y € X geben mit @ £ y und y £ x. Um dies hervorzuheben, nennt man <
haufig auch partielle Ordnung, im Gegensatz zu einer vollstindigen Ordnung. Ein
Beispiel einer partiell geordneten Menge ist die Menge der natiirlichen Zahlen N
mit n < m genau dann, wenn n ein Teiler von m ist.

1.1.3. Definition. Sei (X, <) geordnete Menge. Dann heifit ein a € X unterer
Nachbar von b € X, falls a < b ist, und falls weiter aus a < ¢ < b bereits a = ¢
folgt. Umgekehrt heifit dann auch b oberer Nachbar von a.

Eine endliche, geordnete Menge kann durch ein sogenanntes Hasse-Diagramm
dargestellt werden. Dies ist ein gerichteter Graph ohne Zykel, in dem jeder Knoten
ein Element der Menge darstellt. Eine aufsteigende Kante (Richtung) zwischen
zwel Elementen 2y und x5 bedeutet, daBl o unterer Nachbar von x, ist. Also gilt
1 < x3 genau dann, wenn es eine Folge aufsteigender Linien von x4 nach x4 gibt.

1.1.4. Beispiel. In Abbildung 1.1 sind Hasse-Diagramme der Menge {1,...,6}
mit drei verschiedenen Ordnungen abgebildet: Das erste Diagramm zeigt die
iibliche vollstandige Ordnung <, im zweiten ist die Teilbarkeitsordnung | abgebil-
det, und in der dritten Zeichnung sehen wir eine Ordnung, die wie folgt definiert
ist:

r<y:&dpeNy:y=2.

(DaB dies alles Ordnungen sind, rechnet man leicht nach.)
Fine interessante Frage ist nun, wann man zwei geordnete Mengen (X, <) und

(Y, <) als gleichartig, d.h. als isomorph bezeichnen kann. Hierzu bhetrachten wir
Abbildungen zwischen geordneten Mengen. Aus der Existenz einer Funktion
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¢ : X =Y, fir welche die Inklusion = < y = () < ¢(y) gilt, folgt noch
nicht die erwiinschte Gleichartigkeit der Ordnungen: Vergleichen wir namlich in
X ={1,...,6} die iibliche Ordnung mit der Teilbarkeitsordnung, so haben die
geordneten Mengen relativ wenig gemeinsam (siehe Abbildung 1.1). Aber fir die
Idenditat id: (X,]) = (X, <) gilt: 2 |y = 2 < y. Um der intuitiven Auffassung
gleichartig geordneter Mengen gerecht zu werden, miissen wir also Homomorphis-
men und Isomorphismen strenger definieren:

1.1.5. Definition. Eine Abbildung ¢ : X — Y zwischen zwei geordneten Men-
gen (X, <) und (V, <) heibt (Ordnungs-) Monomorphismus oder Ordnungsein-
bettung, falls gilt:

<y & or) <oy)

(p ist dann injektiv.) Ist ¢ zusédtzlich noch bijektiv, so ist sie (Ordnungs-) Iso-
morphismus. Existiert zwischen zwei geordneten Mengen (X, <) und (V <) ein
Isomorphismus, so heiflen (X, <) und (Y, <) isomorph. Wir schreiben hierfiir
(X, <) = (V,<) bzw. kurz X 2 V.

1.1.6. Satz. (Dualitdatsprinzip fiir geordnete Mengen)Die zu < inverse
Relation > ist wieder eine Ordnungsrelation.

Beweis: > ist reflexiv: x > x gilt fiir alle # € X, weil < reflexiv ist. Antisymme-
trisch: Sei x > y und y > x. Dann gilt natiirlich y <z und = <y, also ist =+ = y.
Und transitiv: Sei # > y und y > z. Dann ist z < y und y < x, also z < x und
damit z > z. I

Wir nennen, > die zu < duale Ordnung. Weiter bezeichnen wir die dual geordnete
Menge 7u (X, <), welche aus X und der dualen Ordnung > besteht, auch mit
(X, <) = (X, >). Ist (X, <) = (V, <)%, s0 heiflen die beiden Mengen (X, <) und
(Y, <) dual isomorph. Der Isomorphismus zwischen (X, <) und (V, <)? heifit dann
Antiisomorphismus zwischen (X, <) und (Y, <). 7u jeder ordnungstheoretischen
Aussage gibt es eine duale Aussage, die dadurch entsteht, daf man < und >
vertauscht.

Wir fithren noch einige wichtige Begriffe fiir geordnete Mengen ein:

1.1.7. Definition. Sei (X, <) eine geordnete Menge und a € X. Die Menge
(a] == {r € X|r < a}

heit Hauptideal von a, und
@) = {r € X[z > )

Hauptfilter von a.
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1.1.8. Beispiel. In X :={1,...,6} mit der Teilbarkeitsrelati- ‘4, 46/
on (siehe rechts) ist (2] = {1,2} Hauptideal, und [2) = {2,4,6} VS o
Hauptfilter von 2. Sy )

Ry

/ »

1.1.9. Definition. Sei A eine Teilmenge von (X, <). Fin Element @ € A heift
kleinstes Klement oder Minimum von A, falls fiir alle x € A gilt: @ < . Dual ist
das grofite Element oder Maximum ein a € A mit Ve € A:a > .

Nicht jede Teilmenge von X hat ein Minimum. Beispielsweise besitzt die Teil-
menge {2,3} in unserem Beispiel ({1,...,6},]) keines. Falls aber ein Minimum
existiert, so ist es eindeutig. Das Minimum eines Hauptfilters [a) ist a, und ebenso
ist das Maximum eines Hauptideals (a] gleich a.

1.1.10. Definition. Sei A eine Teilmenge von (X, <). Eine untere Schranke zu
Aist ein 2 € X mit o < a fiir alle a € A. Wieder gibt es eine duale Definition,
die obere Schranke.

1.1.11. Definition. Gibt es in der Menge aller unteren Schranken von A C X
ein Maximum, so heifit dieses Infimum von A. Wir schreiben hierfiir A A. Dual
heiit eine kleinste obere Schranke von A Supremum von A und wir schreiben
dafiir \/ A. Besteht A = {z,y} aus genau zwei Elementen, so benutzen wir fiir
das Infimum oft auch die Notation # A y und fiir das Supremum 2 V y. Ist A =

{xili € I} fiir eine Indexmenge /I, so ist anstatt /\ A auch die Schreibweise A\, ; =;
iiblich.

Existiert zu einer Menge A das Minimum, so ist dieses gleich dem Infimum, und
dual ist das Maximum, soweit es existiert, gleich dem Supremum.

Besondere Bedeutung erhalten geordnete Mengen, in denen zu je zwei Elementen
immer das Infimum und Supremum existiert. Solche Mengen heiflen Verbande.

1.2 Vollstiandige Verbinde

Wir betrachten in diesem Abschnitt die wichtigsten Definitionen und Sétze der
Verbandstheorie, die wir bendtigen. Wie wir bereits am Anfang des Kapitels
erlautert haben, miissen wir dabei auf Motivationen und ausfithrliche Beispiele
verzichten. Wir beweisen dennoch die meisten Aussagen, da die Beweise zwar
nicht sehr schwer sind, aber aufgrund dessen selbst in der Standardliteratur oft
dem Leser {iberlassen werden.

1.2.1. Definition. Eine (partiell) geordnete Menge (V, <) heifit Verband, falls
fiir je zwei Flemente o,y € V stets das Infimum 2 A y und das Supremum 2 V y
existiert. V' heilit wvollstindiger Verband, falls zu jeder Teilmenge A C V das
Infimum A A und das Supremum \/ A existiert.
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Abbildung 1.2: Der Potenzmengenverband der Menge X = {1,2,3}

In einem vollstandigen Verband V' gibt es immer ein kleinstes Element 0y := AV
und ein grofites Element 1y := \/ V. Damit ist die Definition von Infimum und
Supremum auch fiir die leere Menge sinnvoll:

AO=VV =1y
Vo=AV=0v

1.2.2. Beispiel.

1. Fiir jede Menge M bildet die Potenzmenge (M) mit der Inklusion C einen
vollstadndigen Verband. Abbildung 1.2 zeigt den Verband der Potenzmenge 7u
{1,2,3}.

2. Ein Beispiel eines nicht vollstandigen Verbandes ist durch (N, <) gegeben,

denn zu je 2 Elementen n,m € N gibt es das Infimum min(n,m) und Supre-
mum max(n, m), aber \/ N existiert nicht.

3. Die Menge {1,...,6} bildet mit der Teilbarkeitsrelation (vgl. Abh. 1.1, Mitte)
keinen Verband, da 4 V 6 nicht existiert.

Den grundlegenden Zusammenhang zwischen der Ordnungsrelation und den bi-
naren Operationen A und V eines Verbandes formulieren wir in folgendem Satz:

1.2.3. Satz. In einer (partiell) geordneten Menge (V, <) gilt:
r<ysSr=rsAhysSrVy=y

(Hierbei bedeutet © = x Ay eigentlich: 1. Das Infimum von {x,y} existiert, und
2. x=aNy.)

Beweis: Sei @ < y. Dann ist x untere Schranke von {x,y} und fiir jede weitere
untere Schranke v gilt v < 2. Also ist = die grofite untere Schranke, es existiert,
das Infimum zu {x,y} und es gilt: x = 2 A y.

Sei umgekehrt # = = A y, dann ist = untere Schranke von {z,y}, es gilt also
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inshesondere x < y.
Mit Hilfe des Dualitatsprinzips fiir geordnete Mengen (1.1.6) zeigt man die zweite
Aquivalenz: y > x &y =2V y. 0

Das Dualitétsprinzip fiir geordnete Mengen 14t sich damit auch auf Verbande
erweitern:

1.2.4. Satz. (Dualitatsprinzip fiir Verbande) /st (V,<) ein Verband, so
auch (V,<)*. Die Operationen A und V werden dabei vertauscht.

Beweis: Dies folgt aus dem Dualitatsprinzip fiir geordnete Mengen (1.1.6). O
Man erhilt also zu einer verbandstheoretischen Aussage eine duale Aussage, in-

dem man A und V (und weitere Begriffe entsprechend) vertauscht.

Die bindren Operationen A und V eines Verbandes haben wichtige algebraische
Figenschaften, welche teilweise analog zu denen von Multiplikation und Addition
in Ringen sind. Zunéachst zeigen wir:

1.2.5. Satz. Sei (V, <) ein Verband. Dann gilt:

I.xANx=x2und xVzx=ux (Idempotenz)
2. xNy=yAzxundxNVy=yVz (Kommutativitit)
B.aNyANz)=(xAy)AzundaxV (yVz)=(xVy) Vz (Assoziativitit)
JoxN(zVy)=zV(xAy)==x (Absorption)
Beweis:

Idempotenz und Kommutativitdat sind nach Definition trivial. Die Assoziativitit
gilt, da sowohl 2 A (y A z), als auch (2 A y) A z gleich dem Infimum der Menge
{x,y, z} sind. Die Absorption folgt aus 1.2.3: Da o < 2 Vy ist, gilt # = 2 A (2 Vy)
und weil 2 A y < z ist, gilt auch (z Ay) Vo = z. O

Diese Figenschaften fiir die binaren Operationen A und V sind sogar hinreichend,

um einen Verband zu definieren.
1.2.6. Satz. Sei (V,A,V) eine Menge mit zwei bindren Operatoren, sodaf die
Ordnungsrelation erhdlt man durch
r<y&r=(xAy)ley=(yVa)
Beweis: 7um Beweis siehe [Bir73], Theorem 8 auf Seite 10. O

Wir haben in Satz 1.2.5 unter anderem gezeigt, dafl die Operationen A und V
assoziativ sind. Diese Aussage kénnen wir sogar noch verallgemeinern:
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1.2.7. Satz. (Assoziativitit der Infima und Suprema) Sei (V, <) vollstin-
diger Verband, und fiir i € I seien die Teilmengen A; CV gegeben. (I sei dabei
beliebige Indexmenge.) Dann gilt:

/\(/\ Aj) = /\(U A;) und dual \/(\/ A;) = \/(U A;)

el el el el

Beweis: N\;c;(\ Ai) ist die groBte untere Schranke von der Menge aller groBten
unteren Schranken der A;, i € I, ist also anch untere Schranke von | J;; A;. Jede
weitere untere Schranke von Uie] A; ist insbesondere auch untere Schranke von

jedem A;, also < A\ A; fitr alle s € 1. Alsoist ., (A\ A;) groBte untere Schranke
von ey Aiy dhe A /(A Ad) = A(Uier Ai)-

Die Assoziativitdt des Infimums zeigt man dual. U

Uns interessieren hier speziell die vollstandigen Verbande.

1.2.8. Satz. Jeder nichtleere endliche Verband ist vollstindiger Verband.

Beweis: Sei V' endlicher Verband. Wir zeigen zunéchst durch Induktion nach n,
dafB fiir jedes A CV mit [A] =n > 0 das Infimum A A existiert:

1. Fiir n = 1 ist die Aussage trivial, und fiir n = 2 gilt sie, da V Verband ist.

2. Sei n > 2. Falls fiir alle B C V mit |B| < n — 1 das Infimum existiert, und
falls A ={ay,...,a,} CV ist, so existiert: @ := (A{ar,...,a,-1}) A a,. Dies ist
gleichzeitig untere Schranke zu A. Fiir jede weitere untere Schranke y von A gilt
insbesondere y < A{ay,...,a, 1} und y < a,, also gilt auch y < x, d.h. x ist
grofte untere Schranke von A.

Es folgt also, daf} fiir alle endlichen nichtleeren Teilmengen das Infimum existiert.
Dual existiert fiir jede endliche nichtleere Teilmenge auch das Supremum. Ist nun

V selbst endlich und nichtleer, so existiert auch A@ =\ V und \/O=AV. O

1.2.9. Satz. Fine (partiell) geordnete Menge (V,<) ist ein vollstindiger Ver-
band, falls zu jeder Teilmenge von V' das Infimum existiert.

Beweis: Wir miissen nachweisen, dafl zu jeder Menge A C V' auch das Supremum
existiert.

Sei dazu A C V beliebig. Die Menge X aller oberen Schranken von A besitzt
nach Vorraussetzung ein Infimum 7. Da jedes Element a aus A untere Schranke
zu X, und 7 die grofite untere Schranke zu X ist, gilt @ < fiir alle @ € A. Also ist
auch 2 obere Schranke von A, und somit kleinste obere Schranke, d.h Supremum

von A. O

Dual geniigt natiirlich auch die Existenz des Supremums zu jeder Teilmenge von
V', um nachzuweisen, dal V' ein vollstandiger Verband ist.
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1.2.10. Definition. Eine Abbildung ¢ : V. — W zwischen zwei vollstandigen
Verbénden heifit A-erhaltend, falls fiir alle A C V gilt:

e\ A) = N\l

Entsprechend definieren wir V-erhaltend. Ist o sowohl A- als auch V-erhaltend, so
ist @ ein vollstindiger (Verbands-)Homomorphismus. Ein vollstindiger bijektiver
Homomorphismus heifit auch Verbandsisomorphismus.

1.2.11. Satz. Fine Abbildung zwischen zwei vollstindigen Verbinden ist genau
dann Verbandsisomorphismus, wenn sie Ordnungsisomorphismus ist.

Beweis:

= Sei x < y. Dann ist o(2) A e(y) = o(x Ay) = ¢(x), d.h. p(x) < o(y).
Umgekehrt folgt aus o(z) < ¢(y) die Gleichung ¢(x A y) = @(x). Da ¢ ein
Isomorphismus ist, muf} also = = = A y gelten, d.h. = < y.

=4 Sei AC V. Fiirallex € Agilt A A<z, also auch o(A A) < o(x). o(AA)
ist demnach untere Schranke von p(A). Ist ¢(a) weitere untere Schranke von

©(A), so gilt fiir alle z € A: p(a) < ¢(x), also auch a < z. Es folgt a < A\ A, und

damit (a) < (A A).
Damit haben wir o(A A) = A\ p(A) gezeigt. o(\/ A) = V ¢(A) zeigt man dual.
U

Bei den Verallgemeinerungen der Begriffsanalyse werden die V-irreduziblen Ele-
mente eine zentrale Rolle spielen. Wir definieren diese wie folgt:

1.2.12. Definition. Sei (V, <) vollstandiger Verband, und » € V. Dann ist

vV = \/{7‘ € Vl]r <wv}und
ARE /\{T e V]x > v}

Wir nennen v V-irreduzibel, falls v # vY, wenn also v nicht als Supremum echt
kleinerer Elemente dargestellt werden kann. Entsprechend heifit v A-irreduzibel,
falls v # v”. Die Mengen aller V- bzw. A-irreduziblen Elemente bezeichnen wir
mit

MV):={xeV]z#a2V}und

INV) :={x e Vi]z # a"}.

1.2.13. Satz. In einem endlichen Verband (V,<) ist ein v € V genau dann
V-irreduzibel, wenn es (genau) einen unteren Nachbarn hat, und genau dann A-
irreduzibel, wenn v (genau) einen oberen Nachbarn hat.
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Beweis:

L= Ist v V-irreduzibel, so ist v¥ = \/{x € V]2 < v} unterer Nachbar von v. Es
gibt keinen weiteren unteren Nachbar von v, da fiir alle 2 < v auch < v" folgt.
»<=“ Im endlichen Verbianden gilt folgende Aussage: Ist < v, so gibt es einen
unteren Nachbarn w von v, sodafl auch = < w ist. Falls also v nur einen unteren
Nachbarn w besitzt, so muff @ < w fiir jedes * € V mit < v gelten. Also ist

vV =\{zr € V]iz <v} <w, und damit vV £ v. O

1.2.14. Beispiel. Im rechtsstehenden vollstandigen Verband sind y

die Flemente b, ¢ und d V-irreduzibel. a ist das Supremum der d €

leeren Menge, ¢ = bVeund f = dVe lassen sich beide als Supremum b ¢
a

von echt kleineren Elementen darstellen.

Die Aussage, die wir fiir den Beweis der Riickrichtung in 1.2.13 bend&tigt haben,
gilt nicht in unendlichen vollsténdigen Verbédnden. So ist beispielsweise das reelle
Intervall [0, 1] ein vollstandiger Verband jede Teilmenge hat ein Supremum und
ein Infimum. Aber kein v € [0, 1] besitzt einen unteren Nachbarn. Stattdessen
gibt es fiir jedes 0 # v € [0,1] eine Folge (v;);eny von Elementen v; < v, de-
ren Supremum gleich v ist. Entsprechend kann ein Element v eines unendlichen
vollstadndigen Verband V zwar genau einen unteren Nachbarn haben. Aber es kann
weiterhin eine Folge von Elementen v; < v (i € N) geben, mit \/,v; = v. Also
gilt die Riickrichtung im obigen Satz nicht fiir unendliche vollstandige Verbande.

1.2.15. Definition. Eine Teilmenge A C V des vollstandigen Verbandes (V, <)
heiit V-dicht, falls jedes Element von V' als Supremum von FElementen aus A

dargestellt werden kann. Entsprechend nennen wir A A-dicht, falls fiir alle v € V
gilt: v = A{z € Alo <=z}

1.2.16. Satz. Jede V-dichte Teilmenge A eines vollstindigen Verbandes (V, <)
enthdlt die Menge TV(V) aller V-irreduziblen Flemente von V. Ist V endlich, so
ist umgekehrt TV(V') bereits V-dicht in V.

Fine duale Aussage gilt fiir A-dichte Teilmengen von V. und I™(V).

Beweis: Der erste Teil des Satzes ist trivial, da ein v € IY(V) nicht als Supre-
mum echt kleinerer Elemente dargestellt werden kann. Also mufl v selbst in A
enthalten sein.

Die zweite Aussage beweisen wir induktiv: Ist V endlich, und ist v € V nicht
V-irreduzibel, so ist es Supremum echt kleinerer Elemente. Sind diese Flemente
jeweils Suprema von V-irreduziblen Elementen, so gilt das auch fiir v. Als Indukti-
onsanfang betrachtet man die oberen Nachbarn der 0y. Diese sind V-irreduzibel,
da sie nur einen unteren Nachbarn haben (die Oy ).

Wir haben bisher gezeigt, dafi sich alle Elemente v > 0y als Supremum von
FElementen aus IV(V) darstellen lassen. Die Oy ihrerseits ist das Supremum der
leeren Menge, also trivialerweise als Supremum von V-irreduziblen Elementen

darstellbar. Also ist IV(V') V-dicht. O
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1.2.17. Folgerung. In einem endlichen Verband (V, <) ist jedes v € V in fol-
gender Form darstellbar:

v = \/{7‘ e lV(Vilx <w} = /\{7‘ e I"(V)|x > v}

1.2.18. Beispiel. In Potenzmengen wird die Darstellung der Elemente als Su-
premum V-irreduzibler Elemente leicht klar: Sei X eine Menge. Dann bildet die
Potenzmenge B(X) bekanntlich einen vollstandigen Verband. Die V-irreduziblen
FElemente in PB(X) sind genau die einelementigen Teilmengen von X. Nun ist
jede Teilmenge A C X (d.h. jedes Element A € P(X) der Potenzmenge) als
Vereinigung (d.h. als Supremum) von einelementigen Teilmengen, also von V-ir-
reduziblen Elementen, darstellbar:

A ={J{{a}t{ay € A}

In unendlichen vollstandigen Verbanden muf 7V (V) nicht unbedingt V-dicht sein.
Beispielsweise besitzt das bereits erwiahnte reelle Intervall [0, 1] iiberhaupt keine
V-irreduziblen Elemente.

1.2.19. Definition. Eine Teilmenge U des vollstandigen Verbandes (V, <) heifit
A-Unterhalbverband, falls sie abgeschlossen beziiglich Infimumbildung ist, falls
also gilt:

AgU:»/\AeU

Eine gegen Supremumbildung abgeschlossene Teilmenge von V' heifit entspre-
chend V- Unterhalbverband. Tst U sowohl gegen Suprema, als auch gegen Infima
abgeschlossen, so heifit U vollstandiger Unterverband von V.

Jeder Unterhalbverband ist wegen 1.2.9 seinerseits wieder vollstandiger Verband.
Es gibt also inshesondere ein grofites und ein kleinstes Element.

I'm néchsten Abschnitt fithren wir eine Klasse von Abbildungen in V' ein, sodaf}
man jeden A-Unterhalbverband durch eine solche Abbildung darstellen kann.

1.3 Hiillenoperatoren

Hiillenoperatoren werden meistens als Abbildungen auf der Potenzmenge einer
Menge X eingefiihrt. Wir gehen hier etwas allgemeiner vor und fithren Hiillenope-
ratoren auf geordneten Mengen ein. Falls die geordnete Menge ein vollstandiger
Verband ist, so werden wir sehen, dafi dann die Menge der Hiillen (das sind die
Bilder des Hiillenoperators) einen A-Unterhalbverband bildet.
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1.3.1. Definition. Sei (X, <) eine (partiell) geordnete Menge. Eine Abbildung
v X = Xoo e y(x)

heiBt Hiillenoperator auf X, falls fiir alle x,y € X gilt:

o <y=v() <Av(y) (Monotonie)
2. <~y(x) (Extensivitét)
3. y(y(2)) = v(x) (Tdempotenz)

v(2) heiBt dann die Hiille oder der Abschluf$ von x, oder abgeschlossen.
Wir bezeichnen die Menge der Hiillen mit

9, = {3(x)lr € X}

Falls die betrachtete geordnete Menge X zusdtzlich Verbandsstruktur hat, so
bezeichnen wir diese intuitiver mit V. Ist nun (V, <) ein vollstandiger Verband,
so ist die Menge der Hiillen eines Hiillenoperators ein A-Unterhalbverband. Fs
gilt sogar:

1.3.2. Satz. Sei (V, <) ein vollstindiger Verband. Dann gilt:

Die Abbildung, welche jedem Hiillenoperator v die Menge seiner Hiillen $)., zu-
ordnet, ist eine Bijektion zwischen der Menge aller Hiillenoperatoren auf V' und
der Menge aller A-Unterhalbverbinde von V.

Oder in anderen Worten:

1. Fiir jeden Hiillenoperator v: V. — V st

9y = ’Y(V)

ein N-Unterhalbverband.
2. Fiir jeden N\-Unterhalbverband $ C 'V st

vo: V= Ve Ny e ol <y}

ein Hiillenoperator.

3. Fiir alle Hiillenoperatoren ~ und alle A-Unterhalbverbinde § gilt:

Vo) =7 und Hegy =9H

Beweis:
1. Wegen der Extensitat ist 1y < ~(1y ), alsoist AD =1y = y(1v) € 9.,. Sei wei-
ter ) # A C $H, und sei y := \ A. Fiir jedes y(z) € A gilt wegen der Monotonie

und der Tdempotenz y(y) < y(y(2)) = v(2) und damit y(y) < A A =y < y(y).
Also ist y = y(y) € 9.
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2. ~g ist monoton, da fiir #y < x5 wegen {y € H|zy < y} D {y € Hlvy < y}
folgende Ungleichung gilt: vg(21) = A{y € Hlz1r <y} < ANy € Hlzx < y} =
vs(72). Die Extensivitat ist trivial, denn: 2 < A{y € 9|r <y} = v5(x). Und die

Idempotenz ebenfalls: v (75 () = A{y € Hlve(z) <y} = v5(x), weil y5(z) € H
ist.

3. v () = NMaly) € 9502 < ~(y)}. Wegen der A-Abgeschlossenheit von ),
gibt es ein v(2) € H, mit ) (r) = y(2). Fiir dieses v(2) gilt wegen der Exten-
sivitat von y: 2 < v(2z) < y(x). Wegen Monotonie und Idempotenz von v folgt
aber y(x) < ~y(y(z)) = 7v(z), also y(z) = y(x). Wir erhalten 4 y(2) = v(=).

Weiter ist $(,4) = {19(2)|z € V} = {A\{y € 9]z < y}z € V}. Da H A-abge-
schlossen ist, folgt H(,,) C 9. Fiir ein 2 € § gilt weiter: A{y € H|z <y} = =,
also ist auch  C ¢, O

1.3.3. Beispiel. Sei (X, 9) ein topologischer Raum, d.h. X sei eine Menge und
9 C P(X) die Menge der offenen Teilmengen von X. Dann ist der Operator
B(X) = PB(X), A— A, welcher jeder Teilmenge A von X die abhgeschlossene
Hiille A zuordnet, ein Hiillenoperator. Die Menge der Hiillen § enthilt dann
genau die abgeschlossenen Teilmengen von X, welche offensichtlich abgeschlossen

bzgl. Schnitthildung sind.

Mit Hilfe des Hiillenoperators kénnen wir nun das Supremum innerhalb eines
A-Unterhalbverbandes angeben:

1.3.4. Satz. Jeder A-Unterhalbverband $) eines vollstindigen Verbandes (V, <)
bildet mit < einen neuen vollstindigen Verband. Infimum und Supremum zu ei-
nem A C $) sind:

/\ﬁA = /\VA
\/ﬁA = ’m(\/‘/‘)

Beweis: Das Infimum in § ist gleich dem Infimum in V., da $ A-abgeschlossen
ist. Das Supremum ist die kleinste obere Schranke von A, also das kleinste x € ),
mit 2 > \/;, A. Wegen der Extensivitat von vg gilt \/; A <5/ A). Sei weiter
Vi A <y € $H,so folgt aus der Monotonie von vg: v4(\/y A) <v5(y) =y. O

1.4 Galoisverbindungen

FEin weiteres, sehr verbreitetes mathematisches Hilfsmittel, das in der forma-
len Begriffsanalyse die zentrale Rolle spielt, sind die Galoisverbindungen. Eine
ausfiithrliche, grundlegende Behandlung dieser Strukturen, die auch unter den Na-
men residuierte bzw. residuale Abbildungen bekannt sind, findet man in [Bly72].
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1.4.1. Definition. Seien (X, <) und (Y, <) (partiell) geordnete Mengen, und
seien ¢ : X — Y und ¢: Y — X Abbildungen. (¢, ) heiit Galoisverbindung
zwischen X und Y, falls gilt:

1. ¢ und 2 sind antiton:

11 <9 = (1) > @(r2) und oy <yo = P(y1) > P(y2)

2. Y und Y sind extensiv:

v <vp(z) und y < ep(y)

@ und ¥ nennt man dann dualadjungiert.

1.4.2. Satz. Seien (X, <) und (Y, <) (partiell) geordnete Mengen, und seien
©: X =Y, sowie : Y — X Abbildungen. (@) ist genau dann Galoisverbin-
dung, wenn qilt:

r < YP(y) & p(z) >y

Beweis:

~,=“ Sei (¢, ¥) Galoisverbindung. Wir zeigen, dafi dann obige Aquivalenz gilt:
Sei dazu x < ¢

von gy o(x) >

zeigen.

+<=“ Fs gelte obige Bedingung. Aus p(x) > () folgt dann 2 < ¥e(x) und
aus 11 < x4 folgt mit der eben gezeigten Extensivitit von ve: 21 < p(ws), also

(y). Dann ist wegen der Antitonie von ¢ und der Extensivitét
e (y) > y. Die andere Richtung der Aquivalenz 148t sich analog

e(1) > @(x3). Das heilit, ¢ ist antiton. Analog kann man die Extensivitat von
@1 und die Antitonie von ¢ nachrechnen. O

1.4.3. Beispiel. Die Galoisverbindung ist benannt nach der Galoistheorie, die
als erstes eine solche Struktur behandelte: Die Abbildungen zwischen der Menge
aller Zwischenkorper einer galoisschen Korpererweiterung und den Untergruppen
der Galoisgruppe bilden ndmlich eine Galoisverbindung.

1.4.4. Satz. Seien X, Y (partiell) geordnete Mengen, und sei (@,v) Galoisver-
bindung zwischen X und Y. Dann gilt:

1. o= und ¢ =Pey

2. Yo und pip sind Hillenoperatoren auf X und Y.

3. Fiir die Hiillen von ¥ bzw. von o gilt: 9y, = O(Y) und H,y = o(X).
4.

@lyvy und |yxy sind zueinander inverse (Ordnungs-) Antiisomorphismen,
zwischen (YY) und (X). Das heift |yny und |, xy sind zueinander invers,
und fiir xy, 29 € YY) gill: 21 < 29 & @(21) > p(a2).
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Beweis:

1. Mit y := ¢(x) und der Extensivitit von @ erhalt man () =y < pb(y) =
ee(x). Andererseits gilt wegen der Extensivitat von ¢e: @ < ve(x). Aus der
Antitonie von ¢ folgt dann ¢(2:) > @ip(x). Insgesamt erhalten wir ¢ = .

Y = ) 1aBt sich analog zeigen.

2. Die Abbildungen ¥ und p sind monoton (7.B.: 21 < a9 = (1) > ¢(12) =
() < e(xz)). Extensivitiat ist nach Definition gegeben, und die Idempotenz
folgt aus (1) (z.B. Ypbp = ).

3. Nach Definition ist $,, = Yp(X). Da o(X) C VY ist, gilt: H,, C H(Y).
Wegen (1) und (YY) C X gilt aber auch: (V) = Ypp(V) C (X)) = Hyep-
Hop = @(X) gilt analog.

4. Trivialerweise gilt (¥ (Y)) C o(X) und ¥ (eo( X)) C (V).

Sei x € (YY), d.h. 2 = Y(y) fir ein y € V. Dann gilt: Yo(z) = Ye(y) =
Y(y) = z. Analog gilt: pi(y) = y fiir ein y € o(X). Also sind ¢|yy und |, cx)

zueinander invers.
Falls 21 < 5 ist, so folgt aus der Antitonie von @: ¢(21) > @(x2). Ist umgekehrt
e(a1) > @(x32), so folgt aus der Antitonie von ¢: 1 = (1) < vp(rz) = 29. O

1.4.5. Folgerung. Sind X und Y vollstindige Verbdnde, so sind ¢(X) und
(YY) A-Unterhalbverbinde, und demnach  mit geeigneten Suprema  auch
vollstdndige Verbédnde.

Es stellt sich nun die Frage, wann zu einer Abbildung ¢: X — Y zwischen ge-
ordneten Mengen eine Dualadjungierte existiert, d.h. eine Abbildung ¢: Y — X,
sodafBl (¢, 1) eine Galoisverbindung ist.

1.4.6. Definition. Eine Abbildung ¢ : X — Y zwischen (partiell) geordneten
Mengen heilt Galoisabbildung, falls eine dualadjungierte Abbildung ¢?: YV — X
existiert, d.h. eine Abbildung, so da8 (¢, ¢") Galoisverbindung ist.

1.4.7. Satz. Seien X, Y (partiell) geordnete Mengen und ¢: X — Y eine Abbil-
dung. Dann gilt:

1. ¢ ist genau dann eine Galoisabbildung, wenn das Urbild jedes Hauptfilters ein
Hauptideal ist.

2. Sind X und Y wollstindige Verbinde, so ist ¢ genau dann Galoisabbildung,
wenn fir jede Teilmenge A C X qilt:

e\ A) = N\ e(4)

3. Ist ¢ Galoisabbildung, so ist die Dualadjungierte eindeutig bestimmt durch

2=V e (1) = iz € X|p(x) > y}.
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Beweis:

1. ,<“ Fiir ¢ sei das Urbild jedes Hauptfilters ein Hauptideal. Dann ist fiir
jedes y € YV die Menge F, :== ¢ '([y)) = {z € X|p(z) > y} ein Hauptide-
al. Jedes Hauptideal hat aber ein Maximum, dieses ist dann gleich dem Supre-
mum. Mit ¢?(y) := \/ F, gilt also: I, = (¢%(y)]. Insgesamt gelten damit folgende
Aquivalenzen (fiir 2 € X, y € YV beliebig): # < ¢/ (y) & = € F, & ¢(z) > y.
Also ist (¢, ¢?) nach 1.4.2 eine Galoisverbindung.

= Sei (p, ) Galoisverbindung. 7Zu y € Y ist das Urbild von [y) gleich der Men-
ge {x € X|e(x) > y}. Dies ist aber nach 1.4.2 gleich {z € X|z < ¢¥(y)} = (¥(y)],
ist also ein Hauptideal.

2. ,,<"“ Fs gelte die obige Bedingung. Betrachte fiir y € Y das Urbild des Haupt-
filters: F}, :== ' ([y)). Fiir dessen Supremum gilt: o(\/ F},) = A w(F,) > y. Also
folgt aus @ < \/ F, wegen o(\/ F,) = o(z VV F,) = o(x) A p(\/ F,) die Unglei-
chung y < o(V F,) < ¢(x). Das heibt, fir jedes v < \/ F, gilt: # € F,. Und damit
ist , = (\/ F,] ein Hauptideal. Nach (1) ist ¢ demnach eine Galoisabbildung.
»=“ Sei (p,1) Galoisverbindung, und A C X beliebige Teilmenge. Wir zeigen
die Behauptung wieder mit Hilfe des Kriteriums 1.4.2:

y< N\e(A) e y<p(r) VreA
& p(y) > Vo e A
e p(y) >\ A
s y<eo\V A

3. DaB die angegebene Funktion ¢? wohldefiniert ist und mit ¢ eine Galoisver-
bindung bildet, haben wir bereits in (1) gezeigt. Falls ¢»: ¥ — X eine weitere
Abbildung ist, die mit @ eine Galoisverbindung bildet, so gilt nach 1.4.2 fiir alle

y €V i(y) = Vir € Xlr < b(y)} = V{r € Xlg(x) > y} = ¢(y), d.h. die
Dualadjungierte ist eindeutig bestimmt. O

Héaufig werden die Galoisverbindungen auch anders eingefiithrt, indem man an-
statt (Y, <) die dual geordnete Menge (Y, <)? betrachtet. Wir nennen solche
Abbildungen hier residuierte Abbildungen: Fine residuierte Abbildung ist eine
Abbildung ¢: X — VY fiir die das Urbild eines Hauptideals ein Hauptideal ist. In
vollstdndigen Verbdnden sind das dann die V-erhaltenden Abbildungen. Es gibt
dann genau eine zu ¢ residuale Abbildung ¢:Y — X:

1.4.8. Satz. Seien X und Y wollstindige Verbinde. Zu jeder V-erhaltenden Ab-
bildung p: X —'Y gqibt es genau eine N-erhaltende Abbildung ¢»:Y — X mit

v < (y) & pln) <y
@ und Y bestimmen sich gegenseitiqg durch

o) = Ny e VIv(y) > 2} und o(y) = \[{z € X|p(2) <y}.

Weiter sind dann o|yny und )| ,x) zueinander inverse Ordnungsisomorphismen

zwischen (YY) und o(X).
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Beweis: Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus den vorherigen Sétzen. Man
betrachte lediglich statt ¢ und @ die dualen Abbildungen ¢’ : X — Y7 und
' Y? — X, welche dann eine Galoisverbindung bilden. 0

1.5 Halbringe

Wir werden im Verlauf dieser Arbeit immer wieder ein Standardbeispiel betrach-
ten: die Fuzzykontexte. Um diese definieren zu kénnen, benétigen wir die Fuzzy-
Algebra, das ist eine mathematische Struktur, die auf einer abgeschwéchten Ver-
sion des Rings beruht. Deshalb geben wir hier kurz an, was wir unter einem
Halbring verstehen. Zum ausfiihrlicheren Studium dieser abgeschwéachten alge-

braischen Struktur kann ich [HeWe93] empfehlen.

1.5.1. Definition. Eine Halbgruppe ist ein Paar (G, -), bestehend aus einer Men-
ge (G und einer assoziativen Verkniipfung -: G x (¢ — G. Ist - zusédtzlich noch
kommutativ, so ist (G, -) eine kommutative Halbgruppe.

Die Eigenschaften linksneutral, linksabsorbierend und linkskiirzbar werden wie in
der Algebra {iblich verwendet. Ebenso die entsprechenden ,rechtsseitigen® Be-

griffe.

Enthalt eine Halbgruppe sowohl ein linksneutrales Element ¢, als auch ein rechts-
neutrales Element ¢,, so stimmen beide wegen ¢, = ¢; - ¢, = ¢; iiberein und sind
eindeutig. Dieses Element nennen wir dann neutrales Flement der Halbgruppe.

Eine analoge Aussage gilt fiir links- / rechtsabsorbierende Elemente o; und o,,
da o, = o7 - 0, = o, ist. Auch das absorbierende Flement ist eindeutig, sofern es
existiert.

Kommutative Halbgruppen schreibt man oft additiv, d.h. man verwendet als Ver-

kniipfung 4+, anstatt mit -. Wir bezeichnen additive kommutative Halbgruppen

(G7 —I—) auch als Halbmodul. In Halbmoduln bezeichnet man das neutrale Flement
sofern es existiert  {iblicherweise als Null und schreibt dafiir 0.

Ist beispielsweise (V, A, V) ein Verband, so konnen wir (V, V) als Halbmodul anse-
hen. Ist der Verband vollstandig, so sind dann auch unendliche Summen méglich.

Wir definieren also Halbmoduln, in denen unendliche Summen erlaubt sind, wie

folgt:
1.5.2. Definition. Ein vollstandiger ¥-Halbmodul ist ein Halbmodul (M, 4), in

welchem fiir jede Familie (a;);er iiber M die Summe Efiei a; existiert. Inshbesonde-
re soll auch die Summe iiber die leere Familie () := (a;);eq existieren. Desweiteren
fordern wir fiir eine beliebige Partition | = Uje_ﬂj von [:

D=2 (3 )

il jeT i€l
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Wir haben hier nicht genau angegeben, was Y ist  es miifite allerdings klar
sein, was mit diesem Symbol gemeint ist. Fiir eine exaktere Definition lese man
in [HeWe93] das Kapitel TV. Hier werden unendliche Summen als ¥-Algebren
eingefithrt und eine Reithe von Axiomen aufgestellt. In Definition 3.1 auf Seite 226
wird dann der ¥-Halbmodul, und speziell der vollstandige ¥-Halbmodul definiert.

Im vollsténdigen >-Halbmodul existiert immer ein neutrales Element 0 = Y. _, a;,

i€l
und fiir eine beliebige Indexmenge I gilt: 3., 0 = 0.

Weiter bezeichnen wir ein Halbmodul (M, +) als nullsummenfrei, falls fiir je zwei
Elemente a,b € M aus a4+ b = () bereits a = b = () folgt. Ist (/\//7 —I—) nullsummen-
freier, vollstandiger Y-Halbmodul, so gilt fiir jede Familie (a;);er tiber M:

Zai:0:>a7;:0ﬁira,ﬂei el

el

1.5.3. Beispiel. Ist (V. A, V) vollstandiger Verband, so ist (V,V) auch vollstan-
diger ¥-Halbmodul. Dieser ist nullsummenfrei. Ferner wissen wir, daf§ die Su-
premumbildung idempotent ist, also geniigt es hier, anstatt der Summe iiber
Familien (a;);er, lediglich Summen iiber Mengen zu betrachten:

Z(J,?; = \/(1,7; = \/{(1,7;,7: el}
el el

1.5.4. Definition. Ein Halbring ist ein Tripel (R,+,-), bestehend aus einer
Menge R und zwei Verkniipfungen, der Addidtion +: R x R — R, sowie der
Multiplikation -: R x R — R. Weiterhin gelte:

1. (R,+) ist Halbmodul.

2. (R,-) ist Halbgruppe.

3. Es gelten die Distributivgesetze: (Sei a, b, ¢ € R beliebig.)
(a4+b)-c=a-c+b-c
a-(b+c)=a-b+a-c

Ist (R,-) zusdtzlich noch kommutativ, so heifit der Halbring auch kommutativ.

In Halbringen rechnen wir nach der iiblichen Regel ,,Punkt vor Strich®, d.h. falls
nicht ausdriicklich durch Klammern etwas anderes verlangt wird, fithren wir stets
zuerst, Multiplikationen aus, und anschlieend Additionen.

Hat (R, -) ein neutrales Element, so bezeichnen wir dieses mit 1, und der Halbring
heiBt dann Halbring mit Fins. Falls (R, +) ein neutrales Element 0 hat, so muf
dieses nicht unbedingt absorbierend beziiglich der Multiplikation sein (d.h. es
kann Elemente a € R geben mit 0-a # 0 oder a -0 # 0). Gilt dies dennoch, so

sagen wir, der Halbring habe eine absorbierende Null.

Ist der Halbmodul (R, +) vollstdndiger ¥-Halbmodul, so kénnen wir entsprechend
definieren:
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1.5.5. Definition. Ein vollstandiger ¥-Halbring ist ein Halbring (R, +,-), mit
einem vollstandigen Y-Halbmodul (R, +), wobei zusatzlich noch die allgemeine
Distributivitat gefordert wird:

Sind (a;)ier und (b;);e.; Familien iber R, so gilt:

D a)-Q_bi)= Y, ai-b

ieT jeJ G.7)ETT

In einem vollstandigen ¥-Halbring ist das Nullelement stets absorbierend.

Unter einem R-Linksmodul versteht man iiblicherweise ein Modul (M, +), das
iiber eine Verkniipfung * : R x M — M mit einem Ring (R, +,-) verbunden ist.
Diese Verkniipfung = erfiillt dabei gewisse Gesetze. Auch diesen Begriff kann man
in natiirlicher Weise auf Halbringe und Halbmoduln verallgemeinern:

1.5.6. Definition. Es sei (R, +,-) ein Halbring und (M, +) ein Halbmodul. Das
Tripel (M, 4, %) heifit dann R-Linkshalbmodul, falls mit der skalaren Multiplika-
tion *: R x M — M folgende Gesetze gelten:

1. das Assoziativgesetz:
(r1-ma) % a=mry*(ry*a)
2. die Distributivgesetze:
(rdr)xa=r*xa+ry*a
rx(a+b)=r*xa+rxb
(Wobei r,1r1,75 € R und a,b € M beliebig sind.) Der Halbring (M, +,*) heift

weiterhin unitdr, falls R eine Kins 15 hat, und
lp*xa—=a
fiir alle a € M erfillt ist.

Ist R kommutativ, so sagen wir auch einfach R-Halbmodul anstatt E-Linkshalb-
modul und definieren: a * r := r * a.

Auch fiir R-(Links-)Halbmoduln kénnen wir unendliche Summen betrachten: Tst
namlich (M, +) zusdtzlich vollstandiger Y-Halbmodul, so heiit M wvollstindiger
Y- (Links-)halbmodul tiber R, oder wollstindiger R-3-(Links-)Halbmodul, falls

das Operatoraxiom gilt:
Ist (a;);er Familie iiber M so gilt fiir jedes r € R:

r*(Zai) = Zr*ai
= el
Im Falle, daf} auch (R, +,-) vollstandiger Y-Halbring ist, fordern wir noch allge-

meiner fiir eine Familie (r;);e7 tiber R und eine Familie (a;);es iiber M:

O r)x (O ay)= > rixa

el j€J (i,7)ETx;



Kapitel 2

Verallgemeinerter Kontext und

Begriff

Nachdem wir die notigen mathematischen Grundlagen zusammengestellt haben,
kénnen wir uns nun dem eigentlichen Thema dieser Arbeit widmen, der formalen
Begriffsanalyse.

Fs gibt bereits einige einfiihrende Literatur zu diesem Gebiet (z.B. [GaWi96],
[Kel.e97]). Deshalb verzichte ich hier auf Motivationen und ausfiihrliche Beispie-
le, und mochte vielmehr die Vorteile der Verallgemeinerungen darstellen, die in
dieser Arbeit neu eingefithrt werden. Anstatt  wie bisher iiblich  Kontexte nur
iither Potenzmengen zu betrachten, fithren wir in diesem Kapitel Kontexte und
Begriffe auf geordneten Mengen hzw. vollstdndigen Verbanden ein, und erlautern
die Analogie zur bisher iiblichen Definition.

2.1 Definition

2.1.1. Definition. Fin Tripel K = (X,Y, @) heit veralljemeinerter Kontext
oder Ordnungskontext, falls (X, <) und (V, <) geordnete Mengen sind, und falls
w: X — Y eine Galoisabbildung ist. Weiter heifit K Verbandskontext, falls X und
Y vollstandige Verbande sind' | und Potenzmengenkonteat, falls X = () und
Y = B(M) Potenzmengen sind.

Wir bezeichnen 2’ := () als die Ableitung von z € X und y' := ©%(y) als die
Ableitung von y € Y. (7 ist die Dualadjungierte zu ¢, siehe 1.4.6.)

"Tch nenne einen Ordnungskontext iiber einem vollstindigen Verband nicht ,,vollstindiger
Verbandskontext“, was zwar die Definition besser umschreiben wiirde, allerdings u.U. zu Ver-
wechsungen mit vollstandigen mehrwertigen Kontexten fithren konnte. (siche Kapitel 3)

19



20 KAPITEL 2. VERALLGEMEINERTER KONTEXT UND BEGRIFF

2.1.2. Folgerung. Im Ordnungskontext K = (X, VY, ¢) seien x, 21,22 € X und
Y,y1,y2 € Y. Dann gilt:

ooy < a9 = ah < oy <y = yy <y
2. x <" 2.y <y
(%. .77/ — :I:III (%7. /l// — /l////

4. 2 <y &y <a

Ist K Verbandskontext, so gelten zusatzlich fir A C X und B C V"

5. (V A) = Aol € A} . (VB) = NMy'ly € B}

Beweis: Diese Aussagen folgen aus der Definition der Galoisverbindung (1.4.1),

sowie den Satzen 1.4.4, 1.4.2 und 1.4.7. O

2.1.3. Beispiel. Der klassische formale Kontext (nach [GaWi96]):
Der klassische Kontext wird meist als Tripel K = (G, M, T) definiert mit zwei

Mengen ¢ und M und einer sogenannten Inzidenzrelation I C ' x M. Die
Ableitungen fiir Teilmengen A € P(G) und B € P(M) sind dann gegeben als

A" = {m € M|(g,m) € I, Vg e A}
B :={g € Gl(g,m) € I,Vm e B}

Wir konnen mit

ot PG) = B(M), A s A
b1 PM) = B(G). B B

eine Galoisverbindung zwischen den beiden Potenzmengen definieren (siche Be-
weis), haben also zu K einen Potenzmengenkontext (P(G), B(M), ) mit glei-
chen Ableitungsfunktionen. Umgekehrt gibt es zu jedem Potenzmengenkontext

K = (B(G), B(M), ) einen klassischen Kontext (G, M, ) mit

der die gleichen Ableitungsfunktionen hat (Beweis, Teil 2). Man kann also sagen,
die klassischen Kontexte sind genau die Potenzmengenkontexte.

Beweis:

1. Gegeben sei ein klassischer Kontext (G, M, T) und ¢, ¥ seien wie oben defi-
niert. Wir zeigen, dafi dann (¢, ) eine Galoisverbindung ist:

Sei A € P(G) und B € P(M). B C o(A) = {m € M|(g,m) € I,Vg € A}
gilt genau dann, wenn A x B C [ ist, und genauso ist A C (B) dquivalent zu
A x B C 1. Nach 1.4.2 ist also (p, %) eine Galoisverbindung.
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2. Es sei ein Potenzmengenkontext (B(G), B(M), ¢) gegeben. Zeige, daﬂ die Ab-
leitungen des klassischen Kontextes (G, M, I) gleich ¢ bzw. gleich ¢ sind:

Sei dazu A € PB(G). Dann ist A* = {m € M|(g,m) € I,Vg € A}. Aber
nach Definition liegt (g, m) genau dann in [, wenn m € cp({q}) ist. Da ¢ aber
Galoisverbindung ist, gilt wegen 1.4.7(2) m € (), ¢({g}) genau dann, wenn

m € ©(U,esl9}) = w(A). Alsoist A= p(A). Dual zeigt man B’ = ' (B). O

Die Theorie der Galoisverbindungen (siehe 1.4.4) legt folgende Definition von
Begriffen nahe:

2.1.4. Definition. Sei K = (X,VY, ) ein verallgemeinerter Kontext. Fin Paar
von Elementen (x,y) € X x YV heifit Begriff in K, falls gilt:

¥ =yundy ==z

x heiBt dann der Begriffsumfang und y der Begriffsinhalt von (x,y). Die Menge
aller Begriffe in K bezeichnen wir mit B(K). Sie ist geordnet mittels

(T1,01) < (22,y2) & 27 < 2s.
(z1,y1) heibt dann Unterbegriff von (x2,y2) und (x2,y2) Oberbegriff von (x1,y1).

2.1.5. Bemerkung.

1. B(K) = {(«",2")[x € X} = {(y, y")ly € V} C (V) x p(X)
2. Seien (x1,y1) und (x2,y2) Begriffe. Dann gilt

(T1,01) < (22,92) & 71 <29 S Y1 > yo.

Beweis:

1. Jedes (2”,2') mit & € X ist wegen 1.4.4(1) ein Regriﬁ (FS gﬂ‘r (Y = o'
und (/) = 2”.) Umgekehrt gilt fiir jeden Begriff (z,y): 2” = ¢’ = 2, also ist
(z,y) = (2", 2"). Wir haben gezeigt, dafl B(K) = {(7‘ )|"r € X} gilt. Analog
kann man B(K) = {(v/,y")|y € Y} zeigen. Und B(K) C (V) x p(X) ist eine
direkte Folgerung aus diesen beiden Aussagen.

2. Die erste Aquivalenz ist die Definition der Ordnung in B(K), und die zweite
Aquivalenz gilt, weil die Ableitung einen Antiisomorphismus zwischen ©*(Y) und

©(X) bildet (siehe 1.4.4(4)). O

2.1.6. Satz. Die Vorschrift

(2,9) > 2

definiert einen Ordnungsisomorphismus zwischen B(X,Y, @) und o*(Y).
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Beweis: Wegen x = ' = ¢%(y) ist x € (V).

Die Umkehrabbildung ist definiert durch x — (z,2'). (Fiir 2 € (V) gibt es
ein y € Y, sodaBl x = ¢ gilt. Also ist (z,2") = (v',y") ein Begriff.) Die beiden
Abbildungen sind zueinander invers, da die Gleichheit der Begriffe bereits aus
der Gleichheit der Begriffsinhalte folgt. Weiter gilt (21, 11) < (22,12) < 11 < 9
nach Definition der Ordnung, also haben wir einen Ordnungsisomorphismus. [

Ebenso ist durch (z,y) — y ein Ordnungsantiisomorphismus zwischen B( X, Y, )
und ¢( X)) definiert.

Wir bezeichnen zwei Kontexte als isomorph, falls die Begriffsmengen isomorph
sind:

2.1.7. Definition. Seien K; = (X, Y, ;) fir i = 1,2 zwei verallgemeinerte
Kontexte. K; heiit isomorph 7u Ky, kurz K; = K, falls es einen Ordnungsiso-
morphismus zwischen B(K; ) und B(K,) gibt.

Die interessanteren Kontexte sind iiber vollstdndigen Verbanden X und Y defi-
niert. Fiir diese Verbandskontexte haben wir eine weitere wichtige Aussage:

2.1.8. Satz. Sei K = (X,VY,¢) ein Verbandskontext. Dann ist B(K) ein voll-
stindiger Verband. Infimum und Supremum sind fiir eine Menge von Begriffen

{(zi,y)|e € T} CB(K) (mit bel. Indexmenge T) gegeben durch:

Nizyi) = (Nwis (Nwi)) = (N (V 4i)")
Vi, yi) = (Awi)'s Ayi) = (V2i)"s Awi)

Beweis: B(K) ist isomorph zum vollstindigen Verband ¢?(Y), also ebenfalls
vollstandiger Verband (siehe 1.4.5). Aufgrund von 2.1.6 und der A-Abgeschlos-
senheit von ¢?(Y) ist A\(zy,y:) wie angegeben. (Das zweite Gleichheitszeichen
folgt aus 1.4.7(2).)

Die duale Aussage zu 2.1.6 (B(K) — ¢(X), (z,y) — y ist Ordnungsantiisomor-

phismus) liefert zusammen mit der A-Abgeschlossenheit von p(X') die Formel fiir

\/(ftjl/t)- 0

2.2 Beispiel: Fuzzykontexte

Ein Beispiel verallgemeinerter Kontexte sind die I-Fuzzy-Kontexte, wie sie Silke
Umbreit in [Um94] einfithrt. Um dieses Beispiel verstehen zu kénnen, braucht
man kein breites Grundwissen aus der Theorie unscharfer Mengen, auch wenn
dies nicht schaden wiirde. Eine umfassende Finfithrung in die Fuzzy-Theorie ist

beispielsweise [K1Yu95].
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Wir benotigen hier vielmehr die Fuzzy-Algebra, eine selbst in diesem Spezialge-
biet der Mathematik relativ unbekannte in meinen Augen aber duflerst interes-

sante und vielversprechende mathematische Struktur:

2.2.1. Definition. (1, A,V, -, —) heit Fuzzy-Algebra® | falls gilt:
1. (L, A, V) ist vollstandiger Verband mit 1 :=\/ L und 0:= A L

2. (I,V,-) ist kommutativer, vollstandiger »-Halbring mit 1 als Einselement,
d.h. es gilt zusdtzlich zu (1):
e Die Multiplikation - ist assoziativ und kommutativ
o Es gilt das allgemeine Distributivgesetz: Fiir alle A C [, und B C [ gilt
(VA)-(VB)=\V{a-blae Abe B}

o 1 ist neutrales Element bzgl. -, d.h.Vae L:1-a=a
3. a = b:=\{cle-a <b}

2.2.2. Beispiel. Verwenden wir den in der Theorie unscharfer Mengen bekann-
teren Begriff der t-Norm  eine assoziative, monotone und symmetrische Funktion
7 :[0,1] x [0,1] = [0,1], mit 7(1,a) = « fir alle a € [0,1] so kann man eine
Fuzzy-Algebra wie folgt erzeugen: Sei 7 eine linksseitig partiell stetige t-Norm,
d.h. zusétzlich gelte 7(a,supb;) = sup7(a,b;), und sei [, C [0,1]. Wir erhalten
mit Hilfe der sogenannten 7- Konjunktion

wr(a,b) :=sup{c € L|r(a,c) < b}
eine Fuzzy-Algebra (L, AV, -, —):
e a Ab:=min(a,b) o a-b:=1(a,b)
o aVb:=max(a,b) o (a > b):=w(a,b)

Hier sind einige einfache Figenschaften von (L, A,V, -, —), die wir bendtigen wer-
den. Es sei dabei im folgenden (L, A, V, -, —) stets eine Fuzzy-Algebra.

2.2.3. Hilfssatz. Seien a,ay,ay,b € L.
1. (L,V,-) ist geordnet, d.h. V und - sind vertriglich mit der Ordnung:

(]’1§(]’2 j(l]\/bé(lg\/b
i < ag = a;-b<ay-b

2. Die Null 0 := N\ L im Halbring (I,V,-)ist absorbierend:

O-a=20

ZUmbreit verweist hierbei auf [WeT8]
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Beweis:
1. Die Vertraglichkeit von V mit der Ordnung ist trivial, da V der Supremum-
Operator des Verbandes ist. Fiir die Multiplikation gilt:

ar < ag & a1 Vas = ag
= (a1Vay)-b=uaz-b
S a1 -bVag-b=uay-b
& ar-b<ay-b

2. Die Null ist wie angegeben, denn fir alle a € L ist a V A\ L = a. Weiter gilt:

0-1 =0, da 1 das neutrale Element bzgl. der Multiplikation ist. Also folgt fiir
jedes a € I wegen der Vertriaglichkeit von - mit der Ordnung: 0-a <0-1=0. O

Fiir den Pfeiloperator gilt folgende wichtige Aussage:

2.2.4. Satz. Fira,b,ce€ L gilt:
a-b<cesa<b-c

Beweis: b — ¢ ist definiert als das Supremum aller @ mit a - b < ¢. Die Richtung
»=" gilt also nach Definition.

Seinun a <b—c. Dannist a-b< (b—¢)-b=(\{ala-b<c}) b Wegen der
Distributivitat ist letzteres aber gleich \/{a - bla - b < ¢} < ¢. Also gilt auch die
Riickrichtung obiger Aquivalenz. O

Mit Hilfe dieser Aquivalenz kénnen wir fiir den Pfeiloperator weitere Figenschaf-
ten beweisen:

2.2.5. Hilfssatz. Seien a,ay,a9,b,b1,b5,c € L.
l.a—=b=1a<b

2 1—=a=ua
3.0a=>3b—=c)=(a-b)>c=b— (a =)
4. by < by impliziert a — by < a — by und

5. ay < ag impliziert ag — b <ay — b

Beweis: Diese Aussagen folgen alle aus 2.2.4:
I.Esgilt: 1<a—=bsl-a<bsa<b
2. Dies folgt aus: a <1 wa s r-1<asx<a
3. Es gilt:
r<a—=b—oc)e z-a<boec
Sax-a-b<c
& r<(a-b)—=>c¢

Die zweite Gleichheit folgt aus der Kommutativitat von -.
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4. Aus by < by und = < a — by folgt x - a < by < by und weiter © < a — b,.
5. Sei a; < az. Dann folgt aus x < ay = b < - ay < b wegen der Vertriaglichkeit
von - mit der Ordnung: = -a; <b & v <a; — b. I

Weiterhin ist der Pfeiloperator in folgendem Sinne vertraglich mit den Infimum-
und Supremum-QOperatoren:

2.2.6. Hilfssatz. Seien a,a;,b,b;, € L, 1 € I, wobei I eine beliebige Indexmenge
ist. Dann qilt:

1.a— (A\b) = Nla—b)
2. (Va;))—= b= Aa, = b)
3. V(e —=b)<a— (\Vb)

4 Vlai = b) < (Na;) = b

Beweis: Auch diese Aussagen beweisen wir mit Hilfe von 2.2.4:
1. Fiir jedes = € I sind folgende Aussagen dquivalent:

mga%(/\bi)
m-ag/\bi
T-a < b Vi
r<a—b Vi
mg/\(a%bi)

2. Dies beweisen wir dhnlich. Wir bendétigen jedoch zusétzlich noch die Ver-
traglichkeit von - und Vv (Distributivitat), welche wir ja in der Definition gefordert

haben:
r < (\/(1,7;)—>b
T(\/m) <b
\/(7‘(17) <b
r-a; <b Vi
r<a; —b Vi

r < /\((1,7;—>b)

3. Jedes b;, 1o € [ ist kleiner als \/ b;, also ist auch « — b; < a — (\/ b;), woraus
die Behauptung folgt.
4. Der Beweis dieser Aussage geht genauso einfach wie (3). O

Die Fuzzy-Algebra ist eine recht interessante Struktur, die in vielen Gebieten
der unscharfen Mathematik Anwendungen findet. Zum Beispiel kann man eine
Fuzzy-Algebra als unscharfe Logik interpretieren:
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2.2.7. Definition. Wir ordnen jeder logischen Aussage A einen Quasiwahrheits-
wert [A] € L zu. Dabei gelten fiir die Aussagen A, B mit den Quasiwahrheits-
werten a := [A] und b:= [B]:

o [ANB]:=aANb o [AVB]:=aVb o [A=Bl:=a—=1b

Falls notwendig, kann man zusétzlich noch eine Negation wie folgt definieren:
o [Al:=a—0

Seien weiter A; 1 € [ logische Aussagen (fiir eine beliebige Indexmenge T), mit
den Quasiwahrheitswerten a; := [A;], so konnen wir auch die logischen Quantoren
Lr alle® und ,,es existiert® einfithren:

o[ViE[:Ai]::/\ai 0[37:6[:/47;]::\/(1,7;

el el

Desweiteren ist es moglich, mit Hilfe der Fuzzy-Algebra einen unscharfen Potenz-
mengenverband iiber einer Grundmenge X zu definieren:

2.2.8. Definition. Sei X eine Grundmenge. Fine L-Fuzzy-Teilmenge A von X
ist definiert als eine Abbildung von X nach .. Die Menge aller solchen Abbil-
dungen Br(X) = LY = {A: X — L} heit die L-Fuzzy-Potenzmenge von
X.

Fithren wir den Quasiwahrheitswert der Aussage ,, A ist L-Fuzzy-Teilmenge von

B« fir A, B € Br(X) wie folgt ein

ACsBl:= N (Ax) = B(x)),

reX

so erhalten wir:
2.2.9. Satz. P, (X) bildet zusammen mit der Ordnungsrelation

ACB: = [AC, B]=1
& A(z) < B(z), Vo € X.

einen vollstindigen Verband. Schnitt und Vereinigung von L-Fuzzy-Mengen, d.h.
Infimum und Supremum sind gegeben durch:

(AN = A AL)
A =\ Ad)
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Beweis: 7unichst gilt wegen 2.2.5(1):

[AC.Bl=1& 1= A\(A(x)— B(x))

reX
=3 1= A(x) = B(x) Vre X
& A(x) < B(x) Vre X

Um zu verifizieren, dafl C eine Ordnungsrelation ist, rechnet man die Reflexi-
vitdt, Antisymmetrie und die Transitivitat nach. Diese folgen alle direkt aus der
Definition und aus der Tatsache, dafi (1., <) eine geordnete Menge ist.

Da (L, A, V) der vollstandige Verband zu <ist, sind Schnitt und Vereinigung von
L-Fuzzy-Mengen wie angegeben und deshalb ist auch B, (X) ein vollstandiger

Verband. O

Wir kénnen B, (X) auch eine Halbmodulstruktur geben, indem wir das skalare
Produkt

DX BL(X) = P (X)mit (1 A)(z) =1 A(x),
definieren. Dies werden wir ausnutzen, um Fuzzy-Teilmengen darzustellen.

2.2.10. Hilfssatz. Sei X' Grundmenge. Dann ist (Br(X),U,-) ein L-Y-Halb-

modul.

Beweis: Dies ist durch einfaches Nachrechnen der Definition (siehe Seite 18) leicht
einsehbar. Inshesondere ist (Br,(X),U) ein X-Halbmodul. O

Fiir a € X definieren wir schlieilich die einelementige Menge

1 fallsa = =

a: X = Lxw

() sonst
und konnen somit jede Fuzzy-Menge A € By, (X) als Linearkombination einele-
mentiger Mengen darstellen:

A= ] A@)- =

reX

Wir bezeichnen hierbei aus Griinden der besseren Lesbarkeit die einelementigen
Mengen identisch mit den Elementen aus X. Sind keine Verwechslungen maglich,
so schreiben wir oft auch + anstatt U, und lassen meist den Punkt - fiir die
skalare Multiplikation weg. Weiterhin konnen wir uns bei der Darstellung von
A als Linearkombination auf den Triager von A beschrianken, das heifit auf die
Menge

T(A):={x € X|A(x) # 0}
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Wir haben relativ kurz und trocken die Fuzzy-Algebra analysiert und deren An-
wendung als unscharfe Logik oder zur Definition unscharfer Mengen betrachtet.
Damit kénnen wir nun ein nicht triviales Beispiel eines Verbandskontextes her-
leiten:

Einen Verbandskontext haben wir als eine Galoisverbindung zwischen zwei voll-
sténdigen Verbénden definiert. Als vollsténdige Verbande kénnen wir nun  an-
statt der Potenzmengen von G und M im klassischen Kontext  die I-Fuzzy-
Potenzmengen verwenden. Wir benotigen daher lediglich eine Galoisverbindung

zwischen B, (G) und Py (M).

2.2.11. Satz. Seien G und M Mengen, und R eine L-Fuzzy-Relation zwischen
G und M, d.h. R € Br(G x M). Dann definieren folgende Abbildungen eine

Galoisverbindung:

o PBr(G) = Br(M) mit o(A)(m) := [\ (Alg) = R(g,m))

ged

¢ Pr(M) = Pr(G) mit o(B)(g):= [\ (B(m) = Rig.m))

meM

(Die Fuzzy-Menge o(A) ist eine Abbildung von M nach I, wir definieren sie also,
Weise ist auch die Definition von (B) zu verstehen.)

Beweis: Wir zeigen: A C p(B) & B C ¢(A) (Kriterium 1.4.4).

Sei A C ¢(B). Nach Definition von C gilt dies genau dann, wenn fiir alle g € G
die Ungleichung A(g) < (B)(g) erfiillt ist. Setzen wir die Definition von ¢ ein,
so gilt A C ¢(B) genau dann, wenn fiir alle g € G und fiir alle m € M gilt:

Alg) < B(m) = R(g.m)

Diese Gleichung ist &quivalent zu

Alg) - B(m) < R(g,m)

Aufgrund der Kommutativitat von - kann man nun A(g) und B(m) vertauschen,
und die Beweisschritte zuriickverfolgen.

B(m)- A(g) < R(g,m)
B(m) < A(g) = R(g,m)

Verwenden wir die Definition von ¢, so gelten obige Gleichungen genau dann,
wenn fiir alle m € M gilt: B(m) < ¢(A)(m). Dies ist schlieBlich nach Definition
von C dquivalent zu B C ¢(A). I
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2.2.12. Definition. Seien I eine Fuzzy-Algebra, (7 und M Mengen, sowie R eine
[-Fuzzy-Relation zwischen G und M, d.h. eine [-Fuzzy-Teilmenge von G x M.
Der L-Fuzzy-Kontext K = (G, M, R) ist definiert als der Verbandskontext

K=(G,M,R) = (Br.(G),Br(M), ),

wobei ¢ wie in 2.2.11 definiert ist.

2.2.13. Beispiel. Wir verwenden die Fuzzy-Algebra, welche mit Hilfe der TLuka-
siewicz-Norm 7(a,b) := max(0,a + b — 1) (das ist eine in der Theorie unscharfer

Mengen recht heliebte t-Norm) iiber der Menge I = {0, 2,1} definiert ist:

19
o a Ab:=min(a,b) o a-b:=max(0,a+b—1)
o aVb:=max(a,b) o a »b:=min(l,1 —a+b)

Als Beispiel eines L-Fuzzy-Kontextes betrachten wir das Wetter einer Woche
(entnommen aus [Um94], Seite 10): Gegenstinde sind die Tage der Woche,

G := {Mo, Di, Mi, Do, Fr, Sa, So},
und wir betrachten die Merkmale warm, kalt, niederschlagsarm und windstill:
M := {warm, kalt, nsarm, windst }.

Der I-Fuzzy-Kontext ist dann durch die I-Fuzzy-Relation R zwischen G und M
gegeben:

o ’\\%&\
R ééi’gojbi&b
1 1
Di|1 0 1 1
: 1 1
1 1
Do |t L 00
Frl0 1 0 0
Sa |0 1 10
So [0 1 1 1

Die Ableitung eines Tages gibt nun eine Beschreibung des Wetters an diesem Tag:

1 1
Mo = §warm + §ka]t + nsarm 4+ windst

d.h., am Montag war es zwar weder richtig warm, noch kalt, aber es war nieder-
schlagsarm und windstill.
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Nun kann man 7z.B. Fragen wie ,War am Montag Badewetter;‘ beantworten:
Definiert man Badewetter als

B := warm + nsarm,

so kann man der Aussage ,Montag war Badewetter® den Quasiwahrheitswert
[B C;, Mo'] zuordnen, also

A (B(m) = Mo'(m)) = -

meM

Will man fragen wie ,An welchen Tagen dieser Woche war Badewetter;‘ beant-
worten, so kann man effizienter B’ betrachten:

B =grs N (B(m) = R(g,m))

meM
1 1

d.h., am Dienstag war Badewetter, und Montag und Mittwoch zumindest noch
yetwas®, wiahrend sich die anderen Tage dieser Woche sicher nicht zum Baden
eigneten.

Eine weitere mogliche Fragestellung wire, welche Tage sich zum Wandern eig-
neten. Z7um Wandern muf} es nicht unbedingt warm sein, obwohl es von Vorteil
ware. Aber es sollte zumindest keinen Niederschlag geben. Wir vereinbaren also
als Wanderwetter:

W = §Warm + nsarm

und erhalten:

1 1
W’:M0+Di+Mi+§Sa,+§So

Also eignen sich Montag, Dienstag und Mittwoch hervorragend zum Wandern,
wahrend am Donnerstag und Freitag dieser Woche von einer Wanderung abzu-
raten ware.

2.3 Inzidenzrelationen

Der Erfolg der klassischen Kontexte ist zum grofien Teil darauf zuriickzufithren,
dafl man die Informationen nicht fiir alle Elemente der Potenzmengen von
und M kennen muf}, welche sehr grof§ sein kénnen, sondern lediglich auf den
einelementigen Teilmengen von G und M.

Auch beim [-Fuzzy-Kontext haben wir die Galoisabbildung nicht direkt fiir je-
des A € Br.(G) angegeben. Wir sind mit einer sehr viel kleineren Tabelle auf
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G x M (der L-Fuzzy-Relation R) ausgekommen, aus der wir dann ¢(A) fir je-
des A € PBr,(A) ablesen konnten.

Wir werden nun ein allgemeines Verfahren angeben, sodafl man mit méglichst we-
nig Daten (=Speicherplatz) einen Verbandskontext darstellen kann. Als Vorbild
dient uns hierbei der klassische Kontext (G, M, I') mit der Speicherung der Daten
durch die sogenannte Inzidenzrelation I C Gx M CB(G) xP(M). Dies verallge-
meinern wir auf vollstdndige Verbande: Wir werden zeigen, dafl man die Daten nur
fiir jeweils V-dichte Teilmengen G C X und M C VY kennen muf, d.h. man kann
den Kontext durch eine verallgemeinerte Inzidenzrelation I C G x M C X x Y
angeben.

Im Tdealfall ist die Menge der V-irreduziblen Elemente V(X)) von X V-dicht, und
ebenso IY(Y'). Dann nennen wir den Verbandskontext V-erzeugt.

2.3.1. Beispiel.

1. In einer Potenzmenge P(() ist die Menge der einelementigen Teilmengen
G = TV(B(GE)) = {{g}lg € G} Vv-dicht. Also ist jeder Potenzmengenverband
V-erzeugt.

2. Sind X und Y endliche Verbande, so heifit K = (X, VY, ) auch endlicher Ver-
bandskontext. Da in endlichen Verbanden die Menge der V-irreduziblen Ele-
mente V-dicht ist (nach Satz 1.2.16), sind endliche Verbandskontexte V-er-
zeugt.

3. Sei X Grundmenge und (1, A, V, -, =) Fuzzy-Algebra. Ist [, C I, | so definieren
wir:

L-X:={l-2e€PBr(X)|lelxre X}
Ist I, V-dicht in I, so auch L - X in B(X). Die Menge der V-irreduziblen
FElemente von B, (X) ist:

F(Br(X)) =T7(L)- X
(siehe Beweis). Die V-irreduziblen Elemente von §7,(X) sind also genau dann
V-dicht, wenn es die V-irreduziblen Elemente von [, sind.

Weiter sind demnach L-Fuzzy-Kontexte genau dann V-erzeugt, wenn die V-ir-
reduziblen Elemente von I V-dicht sind.

Beweis:

a. Ist I V-dicht in I, so ist jedes A € Br,(X) darstellbar als
A= | A=)

.T,GT(.A)

— U( />T

rE€T(A) 1ELI<A(x)
Ut e e 1 X< AW)),
also ist auch - X V-dicht in B, (X).
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b. Die V-irreduziblen Elemente von B, (X') haben genau einen unteren Nach-
barn. B ist unterer Nachbar von A, genau dann, wenn es ein 2 € X gibt,
sodaBl zum einen B(x) = A(x) fir alle 2 € X \ {x0} gilt, und zum ande-
ren B(xg) unterer Nachbar von A(xg) ist. Jedes 0 # [ € I hat mindestens
einen unteren Nachbarn, also kénnen hochstens Fuzzy-Teilmengen der Form
[-xmit] e L,z € X V-rreduzibel sein, und zwar genau dann, wenn auch
I V-irreduzibel ist. (Die leere Fuzzy-Menge () :  — 0 hat keinen unteren
Nachbarn, alle anderen Fuzzy-Teilmengen mehr als einen.) O

Klassische Kontexte (G, M,T) gibt man meist als Kreuzchentabelle iiber die
Grundmengen ¢ und M an, indem man in Zeile ¢ € G und Spalte m € M

ein Kreuzchen setzt, falls g/m gilt, d.h. falls (¢, m) in der Relation I enthalten

ist. [ wird in diesem Zusammenhang Inzidenzrelation genannt. Ahnlich kann man

auch einen Verbandskontext durch eine Relation iiber V-dichte Teilmengen von
X und Y definieren, doch ist hier nicht jede Relation erlaubt. Deshalb fithren wir

2.3.2. Definition. Seien X und Y vollstandige Verbiande, und seien G C X und
M C Y V-dichte Teilmengen. Dann heifit eine Relation I C G x M Inzidenzrela-
tion (bzgl. X und Y) | falls fiir alle g € G und m € M mit

g7 = \/{m € Ml(g,m) € T}
m™ = \[{g € Gl(g.m) € I}

gelte:

m<g”7 = (gm)el und g<m" = (g,m)el

2.3.3. Bemerkung.

1. Fiir alle ¢ € G und alle m € Mgilt:

m<g” & g<m".
2. Die Abbildungen —7 : G — Y und — : M — X sind antiton.
Beweis:

1. In der Inzidenzrelation I gilt:

2.

m<g” & (g,m) €& g<m”
Sei g1, g2 € G, mit gy < go. Dann gilt fiir jedes m € M:

m<g, =¢@E<m~=>g<m"=>m<<g .

Also folgt mit Hilfe der V-Dichtheit von M aus y < g57 = m < g3, Vm < y
=m < g7, Vm <y =y=\{me Mm<y}<g.

Die Antitonie von —

< zeigt man analog. O
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labc labc

¢ 1[X X 1[X X
1 3 2 XX 2 X
a b 3| X 3 X

X % [ J

Abbildung 2.1: T ist Inzidenzrelation bzgl. den Verbdnden X und Y | aber J
nicht.

2.3.4. Beispiel.

1. In Abbildung 2.1 sind zwei Verbande X und Y mit den V-dichten Teilmengen
G ={1,2,3} von X und M = {a,b,c} von Y angegeben, sowie eine Inzidenz-

relation [ und eine Relation .J zwischen (G und M. .J ist keine Inzidenzrelation,

denn es ist: b < ¢ =27 aber (2,b) & J.

2. Seien X = P(G) und Y = P(M) Potenzmengen. Dann ist jede Relation
I CTYP(G)) x IY(P(M)) =2 G x M eine Inzidenzrelation hzgl. PB(G) und
B(M), denn aus {g} C {m}~ = {g € G|({g},{m}) € I} folgt trivialerweise
{g}Am}) e 1.

Wir betrachten nun den Zusammenhang der Inzidenzrelationen mit den Galois-

abbildungen:

2.3.5. Definition. Seien X und Y vollstindige Verbiande, sowie ¢ C X und
M CY jeweils V-dicht.

1. Ist o : X = Y Galoisabbildung, so heifit

Rev(p) CGx M mit
(g,m) € IRam(p) =& m < p(g)
die Inzidenzrelation zu ¢ (auf G'x M).
2. Ist T C G x M eine Inzidenzrelation, so heifit

GAX’y([)2X—>Y mit
GAxy(N(z):=NMg~lg e G g <z}
die Galoisabbildung zu I (zwischen X und V).

Wir haben bis jetzt noch nicht gezeigt, dai TRg (@) wirklich eine Inzidenz-
relation ist, und daBl GAxy (/) wirklich eine Galoisabbildung definiert. Diese
Wohldefiniertheit zeigen wir mit im Beweis des folgenden Satzes:

2.3.6. Satz. Seien XY, G, M wie in 2.3.5. Dann sind 1Rgy und GAxy zu-
einander inverse Bijektionen zwischen der Menge der (Galoisabbildungen von X
nach Y, und der Menge aller Inzidenzrelation auf G x M.
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Beweis:

1. Sei p: X — Y Galoisabbildung. Zeige, dal I := IRz a(¢) Inzidenzrelation
ist:

Seien g € G und m € M beliebig. Dann ist g7 = \/{m € M|m < (g9)} < ¢(g),
also folgt aus m < g7 = m < ¢(g) = (¢g,m) € I.

Weiter ist m< = \/{g € GIm < ¢(g)} < ¢?(m) (m < ¢(g) ist dquivalent zu
g < ¢%(m) nach 1.4.2). Es folgt wieder aus ¢ < m* = ¢ < ¢%(m) = m < ¢(g)
= (g,m) € I.

2. Sei I C G x M Inzidenzrelation. Wir zeigen mit Hilfe der V-Dichtheit von
und M, daff mit

¢:=GAxy(l): 2~ /\{g_>|g € G,g <z} und

vy N{mlm e Mym <y}

eine Galoisverbindung gegeben ist. Fiir alle # € X und y € Y sind namlich
folgende Gleichungen dquivalent:

r < h(y)
\{g € Glg <} < N{mTIm e M.m <y}

g < m* VoeGE:g<ax, VYmeM:m<y
g~ Voe G:g<x,Vme M:m<y

\/{m e Mm <y} ./\{.qﬂ.q €eG:g<u}
y < o(x)

3. Sei ¢ : X = Y Galoisabbildung, und I := IRs a () die zugehorige Inzidenz-
relation. Wegen der V-Dichtheit von M gilt fiir jedes ¢ € G

g7 =\ {m e Mim < ()} = #lg).

Da ¢ Galoisverbindung ist (1.4.7), und wegen der V-Dichtheit von G gilt damit
fir alle z € X:

IA A A IA

GAxy(N(z) = Ng7lg € G.g <=}
= Ne(g)lg € G.g < x}
= o(\/[{g € Glg < =})
= ¢(x)

4. Tst andererseits I C G x M eine Inzidenzrelation und ¢ := GAxy (1), so gilt
wegen der Antitonie von —7 fiir alle g € -

plg) = N{g"laeG.g<gt=9g".
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Damit folgt fiir (g, m) € G x M:
d.h. TR (GAx v (1) = 1. O

Man kann also jede Galoisabbildung ¢ zwischen vollstandigen Verbénden X und
Y und damit jeden Verbandskontext (X,VY,¢) durch eine Kreuzchentabelle
darstellen, wie es bei klassischen Kontexten iiblich ist. Als Zeileneintrage nimmt
man eine (moglichst kleine) V-dichte Teilmenge G von X | und als Spalteneintrige
eine V-dichte Teilmenge M von ¥ meistens jeweils die V-irreduziblen Elemente.
In die Zelle (g,m) kommt genau dann ein Eintrag, wenn m < ¢(g) ist. Die
Ableitungen sind dann aus der Kreuzchentabelle ablesbar: 2/ = A{¢7|¢g < =}

und y' = A{m " |m <y}.
2.3.7. Beispiel.
1. Sei K= (B(G), B(M), ¢) Potenzmengenkontext. Dann ist (G, M, IRa v (p))

der zugehorige klassische Kontext, den wir auch schon in Beispiel 2.1.3 be-
trachtet haben.

2. Sei K = (G,M,R) = (‘qul((;)j‘1371(/\//)7c,o)~ ein L-Fuzzy-Kontext und sei
V-dicht in L. Setzen wir ¢ := L -G und M := .- M, so ist die zugehérige

Inzidenzrelation IR y; () eine binére Relation zwischen ¢ und M, mit
(lg - g, lm-m) € IR 31 (@) & 1, - L, <R(g,m)
(Wobei g € G,m € M und [,,1,, € L sind.) Umbreit fithrt in [Um94] eine

ahnliche Relation unter dem Namen ,,doppelte Skalierung® ein.

Beweis: (G C Br.(G) und M C Br.(M) sind jeweils V-dicht, wie wir in 2.3.1(3)
gezeigt haben. Wir haben IR y;(¢) mit folgender Definition eingefiihrt:
(lg- g, lm -m) € R 31() & 1 -m C (I, - g)

Wir zeigen nun, dafl diese Bedingung dquivalent zu obiger ist: Setzen wir die
Definition von C ein, so erhalten wir die Bedingung:

Ve M (L -m)(n) < oL, - g)(n)

Diese Ungleichungen sind aber fiir n # m immer erfillt, weil (1, - m)(n) =0
nach Definition der einelementigen Fuzzy-Menge m € B, (M) ist. Desweiteren
ist (1, - m)(m) = I, also vereinfacht sich die Bedingung zu:

L < p(ly - g)(m)

Dies konnen wir mit Hilfe der Definition von ¢ weiter umformen in:

Lo < N\ (U, - 9)(h) = R(h,m)

hed
L - (1, - g)(h) < R(h,m) Vh e G
L -1, < R(g,m) =
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3. Betrachten wir das Beispiel 2.2.13 (auf Seite 29): Die V-irreduziblen Elemente
o= TY(L) = {3,1} sind V-dicht in L, also ist K V-erzeugt. V-Trreduzibel in
Br.(G) baw. Pr,(M) sind:

. 1 1
G:=L-G= {51\/[0,]\/[07 §T)i7T)i7 ...} und

. 1 1
M:=1L-M= {§V\7a,1°rr1,Warm7 5](?1]‘5,](?1]‘57 . h

Wir kénnen also IR y; () in Form der folgenden Kreuzchentabelle angeben:

X
Se e ST
x,:& Q‘@& x,}' \;} x,:w Qv@ x/:N Q&
s s s s
TMo| X X X X X X X X
Mo | x X X X X X
IDi | x x X X X X X
™ X X X X X
T Mi | x X X X X X
Mi X X X X
TDo|x X X X X X
Do | x X
TFr | x X X X X
Fr X X
T Sa | x X X X X X
Sa X X X
TS0 | x X X X X X X
So X X X X X X

Dies bringt uns zwar nicht unbedingt eine sparsamere Darstellung des Fuzzy-
Kontextes  Fuzzy-Kontexte konnten wir bereits mit Fuzzy-Relationen sehr gut
darstellen. Aber auch hier ist dieses Verfahren sinnvoll, weil wir dadurch, wie
wir im folgenden Abschnitt sehen werden, einen isomorphen klassischen Kontext
definiert haben.

2.4 Inzidenzisomorphe Kontexte

Es Tiegt nun die Vermutung nahe, dafi der Begriffsverband eines Verbandskontex-
tes K = (X, VY, ¢) isomorph zum Begriffsverband des klassischen Kontextes mit
Inzidenzrelation I = TRa v () ist, wobei respektive G und M V-dichte Teilmen-
gen von X und Y sind. Dies werden wir in diesem Kapitel zeigen, indem wir eine
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Relation zwischen Verbandskontexten definieren, welche auf TR 2/ (K) basiert
die Inzidenzisomorphie.

Hierzu fithren wir zunichst Isomorphismen zwischen Inzidenzrelationen ein:

2.4.1. Definition. Fiir 7 = 1,2 seien X; und Y; vollstandige Verbande, G; C X;,
M; C Y, jeweils V-dichte Teilmengen, und I; C ; x M; Inzidenzrelationen. Dann
heien Iy und Iy isomorph, kurz I = I, falls es zwei Bijektionen vx : G — G
und vy : My — M, gibt, sodaf}

(g.m) € I = (yx(9),7v(m)) € .
Wir nennen in diesem Fall v := (yx,vy) Inzidenzisomorphismus.

2.4.2. Beispiel. Seien X und Y vollstindige Verbinde, G C X und M C VY
V-dicht und I C G x M eine Inzidenzrelation. Betrachte die Potenzmengen-
verbinde P(G) und P(M), und die Inzidenzrelation 1. C IV(P(G)) x TV (P(M))

zwischen den einelementigen Mengen aus G und M, mit

({g}, {m}) € L.:= (g,m) € 1.

Dann sind die beiden Inzidenzrelationen I und [, isomorph.

Beweis: Die Bijektionen vx und vy sind gegeben durch die Abbildungsvorschrif-
ten g — {g} bzw. m — {m}. O

Mit Hilfe der Tsomorphie von Inzidenzrelationen fithren wir jetzt die Inzidenziso-
morphie fiir V-erzeugte Verbandskontexte ein:

2.4.3. Definition. Seien K; = (X5, Y5, 1) und Ky = (X3, Y2, ¢2) Verbandskon-
texte. Dann heiflen Ky und Ky inzidenzisomorph, falls es V-dichte Teilmengen
G; C X;und M; CY; (7 = 1,2) gibt, sodaB die Inzidenzrelationen zu ¢; isomorph
sind, d.h.

IR’G1 M (991) = IR’G27M2(S‘Q2)'

Mit Hilfe des zugehorigen Inzidenzisomorphismus v = (vx,vy) definieren wir
dann zwei neue Funktionen uyx : Xy — Xy und py : V7 = Y, wie folgt:

px(2) = \/{x(9)lg € Gi.g <=}
v (y) =\ (m)lm € My,m <y}

Wir bezeichnen p := (px, py) als Begriffsisomorphismus zwischen K; und K,.
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2.4.4. Bemerkung.

1. Achtung: Es kann Elemente g1,¢2 € G geben, mit g, < go, aber yx(g1) £
vx(g2). Dannist ux(g2) > vx (1) Vyx(g2) > vx(g2). Es gilt also insbesondere
nicht: ux(g) = vx(g).

2. Die Inzidenzisomorphie ist nicht transitiv: ds
Seien beispielsweise X7, X3, X3 die rechts abge- a ® bQI bs s
bildeten Verbinde, und sei weiter Y ein beliebi- a2
ger vollstidndiger Verband mit der V-dichten Teil- “
menge M C Y. Wir betrachten die Kontexte Xi X X

K; = (X,, Y, ;) fiir gewisse @, (1 = 1,2,3).
Es gibt isomorphe, jeweils V-dichte Teilmengen Gy = {a;} C X, sowie
(G5 := {by} C X3y, also sind die zwei Verbandskontexte K; und Ky inzidenziso-
morph, wenn fiir alle m € M gilt: m < @1(a1) & m < @a(by). Weiter gibt es
isomorphe V-dichte Teilmengen (), := {ay, by} C Xy und G5 := {bs,c3} C X;3.
Also sind auch K, und Kj inzidenzisomorph, wenn fiir alle m € M gilt:
m < @a(az) & m < @3(bs) und m < pa(by) & m < @3(cz). Ky und Ky sind
aber unter keinen Umstidnden inzidenzisomorph, denn es gibt keine V-dichte
Teilmenge von X3, welche isomorph 7zu einer V-dichten Teilmenge von X ist.

Als néchstes wollen wir zeigen, dafi der Begriffsisomorphismus seinem Namen ge-
recht wird, d.h. daf} er ein Isomorphismus zwischen den Begriffsverbanden B(K;)

und B(K,) ist.

Weil folgende Ungleichungen gleich mehrmals bendtigt werden, formulieren wir
sie in einem Hilfssatz:

2.4.5. Hilfssatz. Seien Ky = (X1, Y1, ¢1) und Ky = (X3, Vs, ¢2) inzidenziso-
morphe Verbandskontexte. Weiter sei v = (yx,yy) der Inzidenzisomorphismus
zwischen den entsprechenden Inzidenzrelationen TR, ar, (1) und TR, m,(02),
sowie = (ux,uy) der zugehorige Begriffsisomorphismus.

Dann gilt fiir alle g € Gy, m € My und fiir alle x € Xy, y € Y;:

<y & vx(9) < puv(y)
m < 2’ & qy(m) < px(x)

Beweis:

1. Fiiralle g € Gy und m € My gilt g <m’ & vx(g) < v (m)":

g < m’ ist aquivalent zu (g,m) € IRq, a, (Ky) und dies wegen der Definition
des Inzidenzisomorphismus v widerum zu (vx(g),vv(m)) € TRa, m, (Kso), also zu

Yx(g9) <y (m).
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2. Fiir alle g € G; und y € Y] sind aquivalent:

/

g=y
g < (\/{m e Mi|lm <y}y
g < Nim'lm € My m < y)
g <m’ VYm e My mit m <y
x(g) <w(m)  YVme M mit m <y
yx(g) < N\ (m)|m € Mi,m <y}
vx(g) < (\fHyv(m)lm € My,m < y})
vx(9) < py(y)
Die zweite Gleichung zeigt man analog. U

2.4.6. Satz. Seien K; = (X;,V., i), Gi, M; (1 = 1,2), sowie v und p wie
in 2.4.5. Dann sind die Ableitungen der Kontexte vertrdglich mit w, d.h. fir
x e Xy undy €Y, gilt:

px(w) = py (')

py(y) = px(y')

Beweis: Betrachten wir px(2)"

Dies ist wegen der V-Dichtheit von My gleich \/[{my € Mylmy < pux(x)'}. Da
: My — M, bijektiv ist, gibt es zu jedem my € My genau ein m € My mit

’yy(m) = my. Weiter gilt nach 2.4.5: vy (m) < ux(z) < m < 2. Insgesamt

haben wir also: ux(z) = \/{yw(m)|m € My,m <2’} = uy (2'). O

2.4.7. Folgerung. u: Xy x Y] — Xy x Y5 bildet Begriffe auf Begriffe ab.

Beweis: Sei (z,y) € B(K;) ein Begriff. Dann ist 2’ = y und v’ = z. Also gilt

fiir p(e,y) = (ux (@), uy (y): px () = py(2') = py(y) und py(y) = px(y') =
px(x). O

2.4.8. Satz. Seien K; = (X;,V,, i), Gi, M; (1 = 1,2), sowie v und p wie
in 2.4.5. Dann ist p ein Ordnungsisomorphismus zwischen B(Kq) und B(K,),
die Kontexte Ky und Ky sind also isomorph.

Beweis:
1. Wir zeigen zundchst: Fiir xy, 29 € cp;](Y]) C X gilt

T §772<:>MX(T171) SMX(Wz)i

xq 1aBt sich als \/{g € p1|q < a1} darstellen, und fiir x5 gilt: 2% = 5. Also ist
1 < @ dquivalent zu g < 2 fiir alle ¢ € Gy mit g < a1. Hier kdnnen wir nun 2.4.5
anwenden und erhalten ’yx(. ) < py (24) fiir die gleichen g. Supremumbildung der
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linken Seiten, sowie 2.4.6 fithren zu px(x1) < py(2) = px(2y) = px(22). Die
Beweisschritte sind umkehrbar, also gilt die Aquivalenz.

2. Die Bijektivitit von ux @ p1(V1) — ©1(Y2) folgt aus der Symmetrie der Defi-
nition:

Falls K; = K, ist, so auch Ky = Ky, man hat also neben ux : X; — X5 eine
weitere Funktion vy : Xy — X

vx(r) == \/{7x'(9)lg € M, g < =},

Nach 2.4.7 ist pux(9%(Y1)) C p2(Yy) und vx(@2(V2)) C ¢?(Y1). Wir zeigen noch
fiir x € 99;](3/1), dabB vx(ux(2)) = 2 ist:

Zunichst gilt fiir jeden Begriffsumfang » € ¢%(V1): 2" = 2. Also ist vy (ux(2)) =
vx(px (")) = vx(py (2)) wegen 2.4.6. Nach Definition von vy ist letzteres gleich
Vi (9l € Gag < v (Y} = Vi € il (g) < v (Y}, Wenden wir Hilfs
satz 2.4.5 auf die Bedingung dieser Menge an (vx(g) < uy (') & g < 2" = x),
so ist vx (pux (7)) = V{g € Gilg < o} = .

Aus Symmetriegriinden ist auch ux(vx(z)) = = fiir x € @i(Va).

3. Wegen (1) und (2) ist pux : p1(V1) — ¢%(Vz) ein Ordnungsisomorphismus.
Weiterhin haben wir die Ordnungsisomorphismen B(K,) — ¢¥(V}), (z,y) = =
und @2(Y;) = B(Ky), » = (z,2'). Falls also folgendes Diagramm kommutiert, so
ist = (px,my) BK) = B(Ke), (v,y) — (ux(x),uy(y)) auch Ordnungsiso-

morphismus:

B(K,) I B(K)

el(V1) ———  ¢3(V2)

= x (7)

Dies kommutiert aber wegen 2.4.6:
(x (), px (2)') = (o (), o (27) = (o (), v (y)) = ple, y)- 0

Eine direkte Folgerung daraus ist, dafl die Verbandsstrukturen von X und YV
unwichtig sind, wenn man eine Inzidenzrelation kennt. Das heifit, der Potenz-
mengenkontext iiber den V-dichten Teilmengen G C X und M C Y hat einen
isomorphen Begriffsverband:

2.4.9. Folgerung. Sei K = (X,Y,¢) ein Verbandskontext, und seien G C X
und M C VY jeweils V-dicht. Dann ist K isomorph zum klassischen Kontext

K. = (G, M, TRer ().

Man kann also die bereits vorhandenen Algorithmen zur Erzeugung des Begriffs-
verbandes eines klassischen Kontextes auch fiir allgemeine Verbandskontexte nut-
zen, indem man sie auf K, anwendet. Ein Computerprogramm, das solche Algo-
rithmen zur Verfiigung stellt, wird beispielsweise in [Boe97] vorgestellt.
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2.4.10. Beispiel. Der Begriffsverband des L-Fuzzy-Kontextes K = (G, M, R)
aus Beispiel 2.2.13 ist also isomorph zum Begriffsverband des klassischen Kon-

textes ((NJ7 /\;/JR,@A;,(QQ)) (siehe Beispiel 2.3.7(3)).

2.5 Reduzierter Kontext

Aus der klassischen Begriffsanalyse kennen wir Algorithmen zur Bereinigung und
Reduzierung eines Kontextes (siehe [GaWi96]). Diese erzeugen zu einem klassi-
schen Kontext einen kleineren Kontext (mit weniger Gegenstdnden und weniger
Merkmalen) mit isomorphem Begriffsverband: Beim Bereinigen eines Kontextes
werden Gegenstédnde bzw. Merkmale zusammengefafit, die die gleiche Ableitung
haben, und beim Reduzieren werden Gegenstande/Merkmale weggelassen, deren
Begriffe nicht V- bzw. A-irreduzibel sind. Dadurch erhélt man einen Kontext, der
leichter und effizienter zu analysieren ist.

Etwas Vergleichbares kann man aufgrund des folgenden Satzes auch fiir Verbands-
kontexte einfithren:

2.5.1. Satz. Sei K = (X,VY,¢) ein Verbandskontext, und seien X C X und
Y C VY V-Unterhalbverbinde, sodaf gilt:

(V) C X und o(X)C Y.

Dann sind die Kontexte K und K := (X,Y, @) mit ¢ : X — Y.,z = o(z)

isomorph.

Beweis: Die Abbildung ¢ ist eine Galoisabbildung und fiir die Dualadjungierte
@? gilt (mity € Y)
P'() = ¢"(y

) :
Firz € X undy € Vist p(z) <y & o(r) <y < ¢%(y) < z. Definieren wir also
VY = X,y ¢%(y), so ist nach 1.4.2 (¢, ) Ga]omabbl]dlmg

Weiter ist B(K) = (V). Da (X ) CY C VY, und weil ¢ Up(X)) = (V) ist,

gilt B(K) = ¢"(V) = ¢"(V) = B(K). N

Streng genommen ist die Galoisabbildung ¢ des Kontextes K = (X,Y, ) un-
gleich . Die beiden Abbildungen haben namlich unterschiedliche Definitionshe-
reiche und Wertebereiche. Da wir diese fiir Kontexte aber stets explizit angeben,
kénnen wir Abbildungen mit ihren Zuordnungsvorschriften identifizieren. Damit
ist @ = @ und wir kénnen K = (X,V, ) schreiben. Insbesondere kénnen wir
ohne Bedenken die Kurzschreibweise 2’ anstatt ¢(z) (und y’ statt ¢?(y)) verwen-
den, da die Ableitungen eines € X (und eines y € Y) in den heiden Kontexten
K und K identisch sind.
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2.5.2. Definition. Sei K = (XY, ) ein Verbandskontext.

Ein x € X heidt reduzierbar, falls x V-irreduzibel ist, und falls es ein # € X gibt,
mit x £ x und 2’ = 2'.

Analog heifit ein V-irreduzibles y € Y reduzierbar, falls fiir ein y € Y mit y £ y
gilt: y' = y/.

2.5.3. Hilfssatz. Sei K = (X,VY, ) ein Verbandskontext. Dann gill fir jedes

reduzierbare x € X und fiir jedes reduzierbare y € Y:

K= (X\{z},Y,¢)
K= (X, Y \{y},»)

Beweis: X := X \ {z} ist V-Unterhalbverband von X denn wegen der V-Trredu-
zibilitat von x gilt fiir alle Mengen A C X: \/ A # 2, also: \/ A € X.

Weiter ist a” # x: Nach der Definition von reduzierbar gibt es ein & € X mit
7 £ xund ¥’ = 2. Mit der Formel fiir ¢ aus 1.4.7 erhalten wir: 2” = ¢%(p(2)) =
VA{z € Xlo(x) > @(x)} > &V a, denn es gilt () > @(x). Aber es ist auch
T £ x, also folgt 2" > ¥V > .

Daraus kénnen wir ¢?(Y) C X folgern, denn = ist kein Begriffsumfang und damit
auch nicht in (V) enthalten.

Mit 2.5.1 folgt die erste Behauptung.

Fiir die zweite Isomorphie zeigt man analog, dafl ¥ := Y \ {y} V-Unterhalbver-
band ist, und daBl y & ©(X) gilt, d.h. o(X) C Y. O

Aufgrund obiger Aussage konnen wir nun reduzierte Kontexte wie folgt definieren:

2.5.4. Definition. Sei K = (XY, ) ein Verbandskontext.

1. Ist @ € X reduzierbar, so heifit der Verbandskontext (X\{x}, Y, ¢) elementare
X-Reduzierung von K.
Analog heifit der Verbandskontext (X, Y \ {y},¥), mit reduzierbarem y € Y,
elementare Y -Reduzierung von K.
Ist K elementare X- oder Y-Reduzierung, so nennen wir K auch allgemein
elementare Reduzierung.

2. Fin Verbandskontext K heifit Reduzierung von K, falls es eine Folge von Ver-
bandskontexten

K=K, Ki,...,K,1,K, =K
gibt, sodaf fiir 2 = 1,...n jeweils K; elementare Reduzierung von K, _; ist.

3. Ist K = (X, Y, ) Reduzierung von K, und gibt es kein weiteres reduzierbares
Element # € X oder y € YV, so heifit K reduziert oder reduzierter Kontext zu
K.

Jede Reduzierung von Kist isomorph zu K. Den reduzierten Kontext zu endlichen
Verbandskontexten kénnen wir noch genauer angeben:
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2.5.5. Hilfssatz. Sei K = (X,VY, ) endlicher Verbandskontext. Der eindeutig

bestimmite reduzierte Kontext zu K ist

(e (V) (2 (X)), ),

wobei (Y)Y := {\/ A|A C ¥ (YV)} den kleinsten V-Unterverband von X be-
zeichnet, der p*(Y) beinhaltet. (Analog ist {p(X)) = {\/ A|A C @(X)} defi-

niert.)

Beweis: Sei K = (X,Y, ) reduzierter Kontext zu K.

1. Dann ist X V-Unterhalbverband von X, und es gilt: (V') C X. Also ist auch
(V) C X

2. Sei # € X\ (V) beliebig. Dann ist 2” # 2, und da die zweite Ableitung
% extensiv ist, gilt inshesondere: " £ z. Weiter ist (2”) = 2', also ist * genau
dann reduzierbar, wenn es V-irreduzibel ist. Da es laut Vorraussetzung in X keine
reduzierbaren Elemente gibt, kann also keines der € X \ ¢?(Y) V-irreduzibel
sein, d.h. TV(X) C o%(Y).

3. Wir haben vorausgesetzt, da X, und damit auch X, endlich ist. Also ist
IV(X) v-dicht in X. Das widerum heiBt, daff sich jedes = € X als Supremum von
Elementen aus 1V(X) C (V) darstellen 1a8t. Also ist (p?(V)) = X.

Analog zeigt man Y = (¢(X)). O

Zusammen mit dem KErgebnis des vorherigen Abschnitts kénnen wir jetzt die
isomorphen Verbandskontexte klassifizieren:

2.5.6. Satz. Fir i = 1,2 seien K; := (X,,Y;, ;) endliche Verbandskontexte.

Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. Ky und Ky sind isomorph.

2. Der reduzierte Kontext zu Ky ist inzidenzisomorph zum reduzierten Kontext

zu K.

3. Fs gibt Reduzierungen K, zu Ky, und Ky zu Ky, sodafi K, inzidenzisomorph
zu Ky ist.

Beweis:

»1 = 2% Der reduzierte Kontext zu K, ist nach 2.5.5 gleich ({?(Y)), {(@:( X)), @)
(fiir 2 = 1,2). Da Ky und Ky isomorph sind, gibt es einen Ordnungsisomorphis-
mus zwischen B(K,) und B(K,), und weil ¢?(V;) = B(K;) ist (7 = 1,2), gibt es

auch einen Ordnungsisomorphismus
yx 1 (i) = @3(Va).

Weiter ist ¢; @ p? (Vi) — o;(X;) fiir 7 = 1,2 jeweils Ordnungsantiisomorphismus,
mit der Inversen 7 : p;(X;) — (V). (Dies gilt nach 1.4.4.) Also ist auch

Yy =20 7x 0] 1 i (X) = o X)
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ein Ordnungsisomorphismus. Betrachten wir nun folgende Inzidenzrelationen fiir
die reduzierten Kontexte:

li = TRya(vy) o (x) (i)

(trivialerweise ist c,o:](Y?) V-dicht in <<p:](Y7)> und genauso ;(X;) in {(@i(X;)).)
Dann ist v := (yx,7%) ein Inzidenzisomorphismus: Sei dazu = € ¢¥(V;) und
y € ©1(X7). (2,y) ist genau dann in [y enthalten, wenn y < ¢ (2) ist. Da vy Ord-
nungsisomorphismus ist, ist dies dquivalent zu vy (y) < v (@1(x)) = w2(yx(x)).
Dies liegt nach Definition von /5 genau dann vor, wenn (vx (2), vy (y)) € 15 ist.
»2 = 3“. Dies ist trivial.

»3 = 1% Inzidenzisomorphe Kontexte sind inshesondere isomorph, also gilt K,

K, 2K, ~¥K,. O

In Anwendungen sind meist spezielle Verbandskontexte erwiinscht  z.B. Fuzzy-
Kontexte. Es macht daher nur selten Sinn, den eben definierten reduzierten Kon-
text wirklich zu berechnen. Bei Bedarf kann man entsprechende Definitionen
formulieren, welche die besonderen Struktureigenschaften der gewiinschten Klas-
se von Verbandskontexten erhalten. Umbreit definiert in [Um94] beispielsweise
bereinigte, streng bereinigte und reduzierte Fuzzy-Kontexte.

Eine andere Strategie besteht darin, die bereits vorhandenen klassischen Algorith-
men zur Analyse der Kontexte auf den zu K = (X, VY] ) isomorphen klassischen
Kontext K. = (G, M, TRG.m(p)), mit V-dichten G C X und M C Y, anzu-
wenden. Damit diese Algorithmen effizient arbeiten kénnen, sollte man dann bei
Bedarf K, zunachst klassisch bereinigen und reduzieren.

7u diesem Ziweck fithren wir die Potenzmengenreduzierung ein:
2.5.7. Definition. Sei K = (X, Y, ¢) ein Verbandskontext. Ein Potenzmengen-
kontext K. = (B(GE), B(M), IRy pmy()) heiBt reduzierter Potenzmengen-

kontext zu K, falls K, durch klassische Bereinigung und Reduzierung eines zu K
inzidenzisomorphen Potenzmengenkontextes entstanden ist.

K. ist dann inzidenzisomorph zum reduzierten Kontext K zu K.
2.5.8. Satz. Sei K= (X,Y,¢) ein endlicher Verbandskontext. Dann gibt es (bis

auf Umbenennung von Gegenstinden und Merkmalen) genau einen reduzierten
Potenzmengenkontext K, = (G, M, T).

Beweis: vel. [GaWi96] Hilfssatz 12 auf Seite 27. O
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2.6 Begriffsverbinde

Die Menge der Begriffe eines Ordnungskontextes ist, wie wir bereits wissen, ei-
ne geordnete Menge. Diese konnen wir im endlichen Fall mit Hilfe eines Hasse-
Diagramms darstellen.

Betrachten wir wieder einen Verbandskontext K = (X, Y, ¢), so bildet die Be-
griffsmenge ja einen Verband (siehe Satz 2.1.8). Weiterhin haben wir bereits des
ofteren V-dichte Teilmengen G C X und M C Y bendétigt. Diese kénnen wir auch
fiir eine sparsamere Beschriftung des Hasse-Diagramms ausnutzen:

2.6.1. Definition. Sei K = (XY, ) Verbandskontext, und seien G C X und
M C Y Vv-dicht. Fin Begriff (¢”,¢’) mit ¢ € G heibt Gegenstandsbegriff und ein
Begriff (m’,m”), m € M Merkmalsbegriff.

2.6.2. Hilfssatz. Sei (X,VY,¢) endlicher Verbandskontext, G C X und M CY
V-dichte Teilmengen, und sei (x,y) ein Begriff. Dann gilt:

» = \{d"l(g", &) ist Gegenstandsbegriff, (g, ¢') < (x,y)}

y = \/{m"|(m'7m”) ist Merkmalsbegriff, (m’,m") > (z,y)}

Damit kann man den Umfang von (x,y) als Supremum der Umfinge aller klei-
neren Gegenstandsbegriffe darstellen, und den Inhalt von (x,y) erhdlt man als
Supremum der Inhalte aller grofieren Merkmalsbegriffe.

Beweis: Sei (x,y) beliebiger Begriff. Dann ist @ = \/{g € Glg < 2}. Tst g < =,
so ist auch ¢’ < 2” = z. Also ist @ = \/{¢"|g € G,q¢" < x}. Weiter ist fir
jedes g € G (¢”,q') ein Begriff, also inshesondere Gegenstandshegriff, und nach
Definition ist (¢”,¢") < (#,y) & ¢” < 2. Damit ist die erste Aussage gezeigt.

Die Gleichung fiir y kann man ahnlich zeigen. O

Im Hasse-Diagramm des Begriffsverbandes ist es also nicht nétig, alle Begriffe
zu beschriften. Es geniigt, an die Gegenstandshegriffe den Umfang zu schreiben,
und an die Merkmalshegriffe den Inhalt. Hierbei ist es iiblich, den Umfang etwas
unterhalb des Knotens, und den Inhalt etwas oberhalb davon zu schreiben. Den
Umfang eines Begriffs im Diagramm erhélt man dann, indem man das Supre-
mum aller Umfénge bildet, die unterhalb des Begriffs stehen, d.h. die durch einen
aufsteigenden Linienzug mit ihm verbunden sind. Analog erhdlt man den Inhalt,
indem man das Supremum aller Inhalte bildet, die ,,oberhalb® stehen.
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trocken feucht

Wasser

Abbildung 2.2: Begriffsverband des Kontextes .,Vier Elemente*

2.6.3. Beispiel. Folgender klassischer Kontext gibt Aristoteles’ Vorstellung von
den vier (irdischen) Flementen wieder (entnommen aus [Kel.e97]):

N
(&Q\&\ ,o&e}x\“\{w
SN ST

Feuer | x X

Frde X X

Tuft X X

Wasser X X

In das Hasse-Diagramm des zugehorigen Begriffsverbandes (Abb. 2.2) tragen wir
die V-irreduziblen Elemente von B(G) und P(M) ein. Dies sind die einelemen-
tigen Teilmengen, also die Gegensténde und die Merkmale. Aus dem Diagramm
kann man dann 7z.B. die Merkmale des Gegenstandes Luft ablesen alle Merk-
male, die {iber dem Begriff mit der Beschriftung Luft liegen: warm und feucht.
Die Merkmale, die Feuer und Luft gemeinsam haben, liegen oberhalb beider Ge-
genstinde: Feuer und lLuft sind beide warm.

Bevor man den Begriffsverband eines (klassischen) Kontextes berechnet, bereinigt
und reduziert man diesen zunachst, damit der Algorithmus zur Berechnung des
Begriffsverbandes effizient arbeiten kann (siehe [GaWi96], [Boe97]). Hierbei sollte
man sich allerdings Informationen merken, sodafl man auch den gestrichenen
Elementen Begriffe zuordnen kann.

Algorithmus zur Berechnung des Begriffsverbandes.

Sei K = (X, Y, ) endlicher Verbandskontext mit V-dichten Teilmengen G C X
und M C Y. Bezeichne mit K. = (G, M,IRcm(v)) den isomorphen klassi-
schen Kontext. Bereinige und reduziere diesen Kontext. Fiir den resultierenden
reduzierten Potenzmengenkontext K = (G, M, T) von K gilt: ¢ C G C X,
M CMCY und I = IRagum(e) NG x M. Merke dabei firr jedes g € G\ G
in einer Tabelle eine Menge vg(g) C G, fiir welche gilt: ve(g) = ¢ N M. In
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[GaWi96] ist ein Algorithmus angegeben, der diese Information speichert. Ana-
log speichert man fiir alle m € M \ M die zugehorigen Mengen vy (m). Fiir den
verbliebenen reduzierten klassischen Kontext K kann man nun den Begriffsver-
band berechnen und wie iiblich beschriften. Die ¢ € G\ &, schreibt man nun
an den Begriff, welcher oberhalb aller g € vi(g) steht (das Supremum der ent-
sprechenden Gegenstandshegriffe). Die gestrichenen m € M kann man dual an

das Infimum der Begriffe zu m € vy (m) nachtragen. Als Ergebnis hat man den
Begriffsverband von K = (X, Y,¢) beschriftet durch die g € G und die m € M.

2.6.4. Beispiel. Betrachten wir wieder unser Standardbeispiel 2.2.13 (auf Sei-
te 29), den Fuzzy-Kontext K = (G, M, R) = (P.(G), Br.(M), ). In Beispiel 2.3.7
(siehe Seite 35) haben wir den dazu inzidenzisomorphen klassischen Kontext
K. = (&, /\;/JR@M(@)) angegeben (siehe auch Beispiel 2.4.10 auf Seite 41). Die-
ser Kontext ist bereits bereinigt. Beim Reduzieren fallen vier Gegenstiande weg:
%Mm Mo, %F’r und %Sa,. Mengen mit respektive gleichen Ableitungen sind:

va(3Mo) = 0 ve(5Fr) = {3Do. 350}
ve(Mo) = {1Di, 1So} ve(35a) = {IMi, 150}
7um reduzierten Kontext kann man nun mit entsprechender Software den Be-
griffsverband zeichnen lassen. (In [Vo96] wird eine Bibliothek mit Algorithmen
zur Begriffsanalyse vorgestellt. Hiermit lassen sich u.a. recht gut gesetzte Hasse-
Diagramme zu Begriffsverbianden erzeugen.) Die reduziblen Gegenstiande schrei-
ben wir im Begriffsverband jeweils an das Supremum der entsprechenden GGegen-
standshegriffe (Mo an das kleinste Element, Mo an das Supremum der Begriffe
7u %Di und 1580, u.s.w.). Der resultierende Begriffsverband ist in Abh. 2.3 zu
sehen.

2.7 Teilkontexte

Wir haben bereits isomorphe Verbandskontexte betrachtet, also Verbandskontex-
te, deren Begriffsverbédnde zueinander isomorph sind. Wir haben dabei in Satz
2.5.1 gesehen, das ein Kontext K = (X, Y, ¢) zu K = (X, VY, ¢) isomorph ist, falls
X C X und Y C Y V-Unterhalbverbiande sind, und zuséitzlich c,od(Y) C X und
©(X) C VY gilt. Frfiillt ein Kontext K diese Zusatzbedingung nicht, so sind die
Kontexte zwar nicht mehr isomorph, aber es gibt immer noch eine enge Beziehung
zwischen den Begriffsverbanden:

2.7.1. Definition. Sei K = (X, VY, ¢) ein Verbandskontext. Fin weiterer Kontext

K = (X,Y,¢) heifit Teilkontext von K, falls X C X und YV C VY Vv-Unterhalb-

verbinde sind, und falls weiter fiir alle 2z € X gilt:

o(r) = \/{y € Viy <e(2)}.
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Abbildung 2.3: Der Begriffsverband zum [-Fuzzy-Kontext aus Bsp. 2.2.13

2.7.2. Hilfssatz. Ist K = (X, VY, ) Verbandskontext, so ist fiir alle V-Unterhalb-
verbinde X C X und Y C Y der Teilkontext K = (X,Y, ), mit ¢ wie oben,
wohldefiniert, d.h. ¢ ist Galoisabbildung.

Beweis: Setze fir x € X: o(x) := \[{y € Y|y < ¢(2)} und weiter fiir y € V=
P(y) == \V{z € X|z < ¢'(y)}. Dann ist zunichst ¢(z) € Y und ¢(y) € X, da
sowohl Y als auch X V-Unterhalbverbénde von Y bzw. von X sind. Weiter gilt
flirz e X und y € Y

r<d(y) & r < \[{r e Xz <e'(y)}
& r <e'(y)
&y <p(r)
sy<\{yeVy<e)}
&y <o),
also ist nach 1.4.2 (¢, v) eine Galoisverbindung. O

2.7.3. Beispiel. Sei K = (G, M, R) ein L-Fuzzy-Kontext, und sei H C (7, sowie
N C M. Dann ist By, (H) V-Unterhalbverband von B, (&), und Br,(N) V-Unter-
halbverband von By, (M).

Wir betrachten jetzt den L-Fuzzy-Kontext K = (H, N, R), wobei

R:=RN(Hx N)
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(Wir verwenden hierbei implizit fiir Y C X die natiirliche Einbettung

A(x) fallsz € YV

0 sonst

LBL(Y) = Br(X), A= (A2 — {

der L-Fuzzy-Teilmengen von ¥ in die Menge der [L-Fuzzy-Teilmengen von X,
sowie die natiirliche Projektion

T Br(X) = Pr(V): A= 7(A) 1y = Aly)

von B, (X) nach P (V).)
Bezeichnen wir mit ¢ : P, (G) — Pr(M) die Galoisabbildung zu K, sowie mit

¢ @ Pr.(H) = Pr(N) die Galoisabbildung zu K, so gilt fiir A € PBr(H) und
m € N:

p(A)(m) = N\ Alg) = R(g,m)

geH

= N\ Alg) = R(g,m)

geH
= ¢(A)(m),
denn es ist A(g) = 0 und damit A(g) = R(g,m) =1 fiir g € G\ H. Damit ist

= \/{B € Br(N)|B C o(A)},
also ist K = (H, N, R) ein Teilkontext von K = (G, M, R).

2.7.4. Bemerkung. Sei K = (X,V,¢) Verbandskontext und K = (X,V )
Teilkontext von K. Dann gilt fiir jedes # € X und y € ¥

1. w(r) < ()

- ¢'(y) < ¢'(y)

2
3. Ist (V) C X, so gilt weiter ¢%(y) = p?(y).
4. Tst (X)) C Y, so gilt weiter p(2) = ¢(x).

Teilkontexte sind natiirlich im allgemeinen nicht mehrisomorph zu K. Wir kénnen
aber immer noch interessante Aussagen iiber den Begriffsverband eines Teilkon-
textes machen:

2.7.5. Satz. Sei K = (X,Y, @) ein Verbandskontert, und K = (X,Y . @) ein
Teilkontext von K.

1. Ist (V) C X, so ist die Abbildung

B(K) — B(K), (2,y) = (2, 0(x))

eine A-erhaltende Ordnungseinbettunyg.
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2. Ist o(X) CV, soist die Abbildung

B(K) — B(K), (2, y) — (¢"(y).y)

eine V-erhaltende Ordnungseinbettunyg.

3. Die Abbildungen

BK) —+ BK), (r.9) = (¢"(p(r)). o)) wnd
B(K) = BK), (r,y) — (¢ (1) 0(" ()

sind Ordnungseinbettungen der Begriffsverbinde.

Beweis:

1. Jeder Begriffsumfang = € ¢?(Y) von K ist auch Begriffsumfang in K. Denn

als

r =" (e(x)) = o (e(x)) > o (@(x)) > 2

folgt * = ¢?(¢(z)). Also ist die oben angegebene Abbildung wohldefiniert. Nach
Definition der Ordnung in Begriffsverbanden ist sie sogar A-erhaltende Ordnungs-
einbettung.

2. Dies kann man analog beweisen.

3. Betrachte zundchst Ky := (X, Y, 1) als Teilkontext von K, und anschliefiend
K als Teilkontext von K, so erhalten wir mit (1) und (2) die erste Abbildung.
Fiir die zweite Abbildung gehen wir umgekehrt vor, d.h. wir betrachten zunéchst
den Teilkontext Ky := (X, VY, ¢,) von K, und anschlieBend den Teilkontext K von
K.

O



Kapitel 3

Mehrwertige Kontexte

Wir haben im vorherigen Kapitel allgemeine FErgebnisse fiir Ordnungskontex-
te und insbesondere fiir Verbandskontexte zusammengetragen. Nun wollen wir
eine spezielle Klasse von Verbandskontexten, die mehrwertigen Kontexte, neu
einfithren.

Mehrwertige Kontexte wurden zwar auch schon bisher in der formalen Begriffs-
analyse behandelt. Aber zur Analyse betrachtete man immer gewisse einwertige
Kontexte, die durch sogenannte Skalierung aus dem ersten entstanden sind. Un-
sere Neuerungen werden diese Skalierungen nicht vollkommen ersetzen, sie bilden
lediglich eine schone Erganzung der Theorie. Wir werden namlich sehen, daf die
Skalierungen Teilkontexte des mehrwertigen Kontextes erzeugen.

3.1 Klassische Definition

In Anwendungen der formalen Begriffsanalyse gibt es hdufig nicht nur Merkma-
le, die ein Gegenstand haben oder nicht haben kann. Merkmale wie ,, Farbe®,
»,Gewicht“ oder ,,Geschlecht® haben Auspriagungen oder Werte. Hierfiir hat man
den mehrwertigen Kontext eingefithrt, welcher auch solche Merkmale verarbeiten
kann:

3.1.1. Definition. Ein mehrwertiger Kontext K = (G, M, W, T) besteht aus ei-
ner Menge (& von Gegenstanden, einer Menge M von (mehrwertigen) Merkmalen,
einer Menge W von Merkmalsauspragungen oder Werten und einer dreistelligen

Relation I C G x M x W, mit

(g,m,w), (g,m,v) € = w=n0.

Jedes Merkmal m kann als Funktion von einer Teilmenge von (¢ nach W aufgefafit
werden. Wir schreiben deshalb fiir (g, m,w) € I auch m(g) = w und sprechen:

51
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,Das Merkmal m hat bei Gegenstand g den Wert w.' Den Definitionsbereich von
m bezeichnen wir mit dom(m) und das Bild mit m(G):

dom(m) := {g € G|Fw e W : (g,m,w) € I}
m(G) := {w € W|dg € dom(m) : (¢,m,w) € I}

Ein Merkmal m heilit vollstindig, falls dom(m) =  ist. Der Kontext heifit voll-
standig, falls alle Merkmale vollstindig sind.

3.1.2. Beispiel. Ich bringe hier ein Beispiel eines mehrwertigen Kontextes aus
der Algebra: Man betrachte die Merkmale irrational, algebraisch und transzen-
dent einer reellen Zahl. Hierbei seien irrational und transzendent jeweils einwerti-
ge Merkmale, d.h. ein x in der Tabelle bedeutet, daf} eine Zahl die entsprechende
Figenschaft hat. Das Merkmal algebraisch sei aber mehrwertig: Kin n € N be-
deutet, dafl diese Zahl algebraisch vom Grad n sei. Das heifit, es ist Nullstelle
eines normierten Polynoms iiber Q. Falls die Zahl nicht algebraisch ist, so steht
kein Fintrag bei diesem Merkmal.

1 oa f
2 1
\/§ X 2
V2 | x 3
T | X X

3.2 Ansatz fiir vollstindige mehrwertige Kon-
texte

Wir mochten nun Begriffe in mehrwertigen Kontexten einfithren. Um die Defi-
nitionen iibersichtlich zu lassen, beschranken wir uns zunédchst auf vollstdndige
Kontexte. Wir kénnen aus jedem Kontext einen vollstandigen Kontext konstru-
ieren, indem wir einen zusitzlichen Nullwert § einfiithren: Ist ¢ ¢ dom(m), so
setzen wir m(g) := 4.

Um Begriffe zu definieren, welche analoge Figenschaften wie diejenigen im ein-
fachen klassischen Kontext haben, bendtigen wir eine Galoisabbildung zwischen
zwei vollstandigen Verbanden. Es gibt sicherlich mehrere Méglichkeiten, geeigne-
te vollstandige Verbédnde und eine Galoisverbindung dazwischen anzugeben, und
damit einen Begriffsverband iiber einen mehrwertigen Kontext zu definieren. Die

Tn Literatur iiber Datenbanken betrachtet man hiufig ¢ als Funktion iiber M, und schreibt,
entsprechend g(m) = w. Wir halten uns aber an die in der Begriffsanalyse iibliche Schreibweise.
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folgende ist von der Art inspiriert, mit welcher man im Alltag Gegenstande be-
schreibt: Man gibt die moglichen Werte an, die eine Gegenstandsmenge in einem
Merkmal annehmen kann.

Will man z.B. in einer Gruppe von Menschen die Teenager beschreiben, so kénnte
man etwa angeben, ihr Alter liege zwischen 15 und 20 Jahren. Da das Ge-
schlecht dabei keine Rolle spielt, konnte man erwidhnen, daf§ das Geschlecht so-
wohl méannlich als auch weiblich sein kann.

Wir beschreiben also Gegenstinde, indem wir jedem Merkmal eine Teilmenge der
Wertemenge zuordnen:

3.2.1. Definition. Sei K = (G, M, W, T) ein vollstindiger mehrwertiger Kon-
text. Eine Beschreibung in K ist eine Abbildung B: M — B(W) von der Merk-

malsmenge M in die Potenzmenge von W.

Eine Beschreibung ist genauer, d.h. sie trifft auf weniger Gegensténde 7zu, wenn
man die Anzahl der Werte beschriankt, die ein Gegenstand in einem Merkmal
annehmen kann. Wir haben also eine Ordnung auf der Menge der Beschreibungen:

3.2.2. Hilfssatz. Die Menge B(W)M der Beschreibungen in K mit der Teilord-
nung

B] S BQ = B] (m) 2 Bg(m),Vm € M

bildet einen vollstindigen Verband.

Beweis: Es ist die Vollstandigkeit des Verbandes zu zeigen: Sei T' eine heliebige
Indexmenge und zu ¢ € T sei B; eine Beschreibung in K. Das Infimum und das
Supremum der B;, t € T sind dann:

/\ Bi:m — U Bi(m) und \/ By:m — ﬂ Bi(m)

teT teT teT teT

O

I'm klassischen einwertigen Kontext ist die Ableitung einer Menge von Gegen-
stdnden A definiert als die grofite Merkmalsmenge, die mit allen Gegensténden
g € Ainzidiert (A" = |J{m € M|gIm,Vg € A}). Analog nehmen wir jetzt im
mehrwertigen Fall die genaueste Beschreibung, die auf alle ¢ € A | zutrifft“, d.h.
daB fiir alle g € A gilt: m(g) € A'(m),Vm € M.

3.2.3. Definition. Sei K = (G, M, W, T) vollstandiger mehrwertiger Kontext.
Wir definieren die Abbildungen ¢ : B(G) — BW)Y und o : POV — B(G),
indem wir fiir eine Gegenstandsmenge A C (7 und eine Beschreibung B € (W) )M
setzen:

)

)

=M = BW),m — m(A)
= {9 € GIm(g) € B(m), Vm € M}

w(A
v(B
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Da wir ¢ und ¢ als die Ableitungen in unserem Verbandskontext verwenden wol-
len, schreiben wir kurz A’ fiir o(A) und B’ fir »( B). Dazu miissen wir allerdings
noch zeigen, dafl diese Abbildungen tatsiachlich eine Galoisverbindung bilden:

3.2.4. Hilfssatz. Die beiden Abbildungen o und ¢ bilden eine Galoisverbindung
zwischen P(G) und [WHM.

Beweis: Wir zeigen dies mit Hilfe des Kriteriums 1.4.2: AC B & A’ > B.
=Sl ACB = A(m)=m(A)Cm(B)C B(m),Yyme M= A">B
b= Set A > B = m(A)=A(m)C B(m),Yme M = ACH O

3.2.5. Folgerung. Im vollstdndigen mehrwertigen Kontext K = (G, M, W, T)
seien A, A1, Ay C (G Gegenstandsmengen und B, By, By: M — B(W) Beschrei-
bungen. Weiterhin sei I beliebige Indexmenge, und fiir alle 7 € T sei A; C &
Gegenstandsmenge und B;: M — B(W) Beschreibung. Dann gilt:

1Ay C Ay = AL < A 1. By < By= B,C B,
2. AC A" 2. B< B

3. AI:AIII 37. BI:BIII

4 (UA) = A A (VB =N 8

5. ACB & B< A

Beweis: Diese Aussagen folgen aus der Definition der Galoisverbindung, sowie

den Satzen 1.4.4, 1.4.7 und 1.4.2. 0

Als Frgebnis unserer Uberlegungen kénnen wir den mehrwertigen Kontext als

Verbandskontext auffassen:

3.2.6. Satz. Sei K= (G, M, W, T) ein vollstindiger mehrwertiger Kontext. Wir
identifizieren dann K mit dem Verbandskontext

K = (PB(G), BOV)Y, ),

wobei @ wie in 3.2.3 definiert ist, und erhalten dadurch Ableitungen und Begriffe
in K. Die Menge aller Begriffe $B(K) ist ein vollstindiger Verband.

Aus Kapitel 2 wissen wir, dal} es fiir jeden Verbandskontext einen inzidenziso-
morphen einwertigen Kontext gibt: Mit V-dichten Teilmengen ¢ CB((+) und
M C B(W)HM ist K isomorph zu

K = (G, M, TR (¢))-

Die V-irreduziblen Elemente von B(G)  die einelementigen Teilmengen {g} mit

g € G sind V-dicht in B(G):
G = OR(G))

12

G
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Um die V-irreduziblen Elemente von (W)Y zu beschreiben, hetrachten wir fol-
gende Definition:

3.2.7. Definition. Fiirm € M und w € W ist die Beschreibung m # w definiert
durch:
WA {w} falls n =m

%% sonst

(m # w)(n) = {

3.2.8. Hilfssatz. Die V-irreduziblen Flemente von SB(W)M sind durch die Be-

schreibungen m # w gegeben:
MBOW)M) = {m # wlm € M,w € W}
Diese Menge ist V-dicht in (WM.
Beweis: Das kleinste Element des Verbandes B(W)M ist
Opyv: M = PB(W), m — W.

L IVEBWHMY = {m # wim € M,w € W}:

»C“ Wir geben fiir jede Beschreibung B # Ogayywv, die nicht von der Form
m # w ist, zwei kleinere Beschreibungen an, deren Supremum gleich B ist:

Da B # Ogparyw ist, gibt es ein my € M mit B(my) € W. Es existiert also ein
wy € W mit wy &€ B(my). Da B # (my # w) ist, gibt es ein weiteres Paar
me € M, wy € W mit wy € B(ms). Folgende Beschreibungen sind also echt
kleiner als B:

mq )U{wn } falls m = m,

) sonst

3

ma)U{wy} falls m = my

) sonst

3

Betrachten wir nun By V By:m — Bi(m) N By(m):

Falls my # mq ist, so gilt fiir i = 1,2: By(m;) N By(m;) = B(m;). Ist andernfalls
my = may, so mub wy; # w;y sein, und es gilt ebenso Bi(my) N By(mq) = B(my).
Die Gleichheit gilt erst recht fiir die restlichen m € M, d.h. By(m) N By(m) =
B(m) fiir alle m € M. Also ist B = By V By und damit ist B nicht V-irreduzibel.
Die Ogpywv ist auch nicht V-irreduzibel, da nach Definition Ogpmyv = \ 0 gilt.
»2 . Wir betrachten alle Beschreibungen B, die echt kleiner als m # w sind:
Ist B < (m # w), so gilt fir jedes n € M: B(n) D (m # w)(n). Da die Beschrei-
bungen nicht gleich sind, gibt es weiter ein ng € M mit B(ng) 2 (m # w)(no).
Der Wert (m # w)(ng) kann aber nur fiir das Merkmal ng = m erweitert
werden, da fiir . # m bereits (m # w)(n) = W = lTgmw) gilt. Weiter ist
(m #£ w)(m) = W\{w}, also gibt es in V(W) nur ein Element, das echt grofer als
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(m # w)(m) ist, ndmlich die Tgwy = W. Die einzige Beschreibung in PB(W)Y,
welche echt kleiner als m # w ist, ist also die Ogppyv

Damit gilt: \/{B € BW)Y|B < (m # w)} = Ogpuryw, also ist m # w V-irredu-
zibel.

2. Wir haben noch die V-Dichtheit von IV(B(W)M) zu zeigen:

Diese folgt aus der Definition der m # w: Jedes B € P(W)M kann man darstellen
als

B= \/{m # w|lm € M,w & B(m)}. ]

Wir verwenden also folgende V-dichte Teilmenge von B(W)V:

M = {m # wlm e M,w e W}.

d M C ‘B(W)M. Um den
) B(W)HY, ) angeben zu
G

) analysieren.

Wir kennen nun V-dichte Teilmengen G C B(G) un
inzidenzisomorphen klassischen Kontext zu K = (B(G
=1R

konnen, miissen wir noch die Inzidenzrelation 7 :

FEin Paar (¢g,m # w) ist nach Definition genau dann in der Inzidenzrelation 7
enthalten, wenn (m # w) < ©(g) ist, also (m # w)(n) O n(g) fir allen € M
gilt. Dies ist nur fiir n = m eine echte Einschrankung, also kann man [ wie folgt

beschreiben:

(g,m #w) €T < m(g) e W\ {w} < m(g) #w.
Damit haben wir den inzidenzisomorphen einwertigen Kontext K = (G, M, f)
beschrieben:

3.2.9. Satz. Sei K= (G, M, W, T) vollstindiger mehrwertiger Kontext. Dann ist
der Begriffsverband von K isomorph zum Begriffsverband des klassischen Kontex-

tes K = (G, M, f), wobei
M = {m # w|lm € M,w e W}

und

(g,m # w) € 7 & m(g) # w.

3.2.10. Beispiel. Betrachten wir den Kontext aus Beispiel 3.1.2 (siehe Seite 52).
Diesen kénnen wir kiinstlich vollstdndig machen und erhalten so den vollstandi-
gen Kontext

K?} - (Gva Mva I/Vm [v)

mit gleicher Gegenstandsmenge G, = (G und Merkmalsmenge M, = M, der
Wertemenge W, = WU{§} = NU {x,d} und der Tnzidenzrelation I,
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Abbildung 3.1: Der Begriffsverband des vollstandigen Kontextes K, .

1 a ¢t
2146 1 46
V2 x 2 4§
V2| x 3 4§
T | X & X

Der einwertige Kontext ]Kq, hat unendlich viele Merkmale, da W, unendlich ist.
Die Merkmale m # w, die fiir alle Gegensténde gelten, kénnen wir aber weglassen,
da sie bei einer Reduzierung des Kontextes sowieso gestrichen wiirden. m # w gilt
fiir alle Gegenstande, falls kein Gegenstand g € (¢ beim Merkmal m den Wert
w hat. Der Kontext K,, und damit auch K, st also zu folgendem Kontext
isomorph:

0N Y D S+

> > XX

XX

2 X X X X X
V2 X X X X
/2 X X X X
T | X X X X X

Der zugehdrige Begriffsverband ist in Abbildung 3.1 zu sehen.

3.3 Mehrwertige Kontexte als Verbandskontext

Nachdem wir nun fiir vollstindige mehrwertige Kontexte den Begriffsverband
sinnvoll eingefithrt haben, iiberlegen wir uns jetzt, wie man diese Definition auf
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nicht vollstdndige Kontexte erweitern kann. Dabei verstehen wir unter ,nicht
vollstandig®, dafl der Kontext leere Zellen haben kann, d.h. Paare (g,m) mit:
(g,m,w) & [ ,Ywe W.

Unsere Definition sollte vertréglich mit dem einwertigen Kontext sein. Das heifit,
falls man einen einwertigen Kontext K = (G, M, ) als mehrwertigen Kontext mit
einer einelementigen Wertemenge W = {x } auffaft, so sollte der Begriffsverband
isomorph zum klassischen einwertigen Begriffsverband sein.

Im einwertigen Kontext entscheidet nur das Auftreten von Merkmalen iiber die
Zugehorigkeit von Gegensténden zu Begriffen, nicht das Fehlen von Merkmalen.
Wird letzteres bendtigt, so fithrt man ein zusétzliches dichotomes Merkmal —m
ein, das genau dann auf einen Gegenstand ¢ zutrifft, wenn g nicht mit m inzidiert.
Der dichotome Kontext ist entsprechend der Kontext, der neben den Merkmalen
m € M zusétzlich alle dichotomen Merkmale =m enthélt.

Der naheliegende Losungsversuch, einen mehrwertigen Kontext zunachst kiinst-
lich vollstandig zu machen, und dann den Ansatz des vorherigen Kapitels anzu-
wenden, ergibt also nicht das gewiinschte Verhalten: Der Begriffsverband eines
einwertigen Kontextes aufgefafit als mehrwertiger Kontext — wére dann iso-
morph zum Begriffsverband des dichotomen Kontextes, welcher i.a. wesentlich
mehr Begriffe enthélt als der einwertige Begriffsverband.

Wir miissen also das Verhalten der leeren Zellen getrennt betrachten: Falls eine
Menge A von Gegenstanden einen Gegenstand g enthilt, der bei Merkmal m
keinen Eintrag hat (d.h. (g, m) ist leere Zelle), so sollte der zugehorige Begriff hei
Merkmal m keinerlei Finschrankungen haben. Letzteres bedeutet, die Ableitung
von A sollte bei Merkmal m alle méglichen Eintrage zulassen, insbesondere auch
keinen Eintrag.

7Zur Erlauterung ein Beispiel: Unter allen Fortbewegungsmitteln ist die Leistung
des Motors ein interessantes Unterscheidungsmerkmal: Hierin unterscheidet sich
Beispielsweise ein Mofa vom Motorrad. Aber fiir ein Fahrrad hat dieses Merk-
mal keinen Sinn, da es gar keinen Motor hat. Man kann also den Begriff aller
motorisierten Fahrzeuge bestimmen, indem man alle Fahrzeuge betrachtet, fiir
die eine Leistung des Motors angegeben ist. Andererseits gehéren zu dem Begriff
aller Zweirdder sowohl Fahrzeuge mit, als auch ohne Motor. Will man also die
Menge aller Zweirdder beschreiben, so mufl man fiir das Merkmal Leistung nicht
nur alle Werte w € W zulassen, sondern auch . keinen Eintrag®.

Um diesen Sachverhalt mathematisch zu fassen, fiigen wir zur Potenzmenge der
Wertemenge W ein kiinstliches grofites Element 6 hinzu. Dadurch kénnen wir die
Beschreibungen, die wir in Abschnitt 3.2 fiir vollstdndige mehrwertige Kontexte
eingefithrt haben, verallgemeinern: Es ist dann fiir eine Beschreibung B ein Un-
terschied, ob B(m) = W ist, oder ob B bei Merkmal m keinerlei Einschrankungen
aufweist. Anschlielend leiten wir daraus analog zum vorherigen Abschnitt einen
Verbandskontext her, welchen wir mit dem mehrwertigen Kontext identifizieren.
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Abbildung 3.2: Der vollsténdige Verband ‘}3(%\) mit A ={1,2,3}.

Das Hinzufiigen eines kiinstlichen gréfiten Elementes zu einem vollsténdigen Ver-
band nennen wir Punktieren des Verbandes. Wir werden es im folgenden haufiger
bendtigen:

3.3.1. Definition. Sei V' ein vollstindiger Verband. Dann entsteht der punktier-
te Verband 7u V.,V := VU{§}, indem man zu V ein neues maximales Element §
hinzufiigt, mit » < § fiir alle x € V.

Der punktierte Verband V 7z einem vollstéindigen Verband V' ist wieder vollstén-
dig. Fiir A C V setzen wir dann A := AU{d}. Tst A A-Unterhalbverband von V,
so ist auch A A-Unterhalbverband von V.

3.3.2. Beispiel. Abbildung 3.2 zeigt fiir A := {1,2,3} den Verband ‘B(A)

Mit diesem Hilfsmittel konnen wir Beschreibungen sinnvoll auf allgemeine (d.h.
nicht vollstindige) mehrwertige Kontexte erweitern:

3.3.3. Definition. Sei K = (G, M, W, T) ein mehrwertiger Kontext. Eine Be-
schreibung in K ist eine Abbildung B: M — B(W).

Wir definieren wie im vollsténdigen Fall eine Teilordnung auf der Menge der
Beschreibungen:

3.3.4. Hilfssatz. Die Menge (WM der Beschreibungen in K mit der Teilord-
nung

B] S BQ = B] (m) 2 Bg(m),Vm € M

bildet einen vollstindigen Verband.

Beweis: Analog 7u 3.2.2. O
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Wie auch schon in Abschnitt 3.2, haben wir wieder zwei vollstéindige Verbiande
X = P(G) und Y = P(W)M gegeben und hendtigen noch eine Galoisverbin-
dung zwischen diesen. Hierzu ersetzen wir in Definition 3.2.3 die Abbildung
m: PB(dom(m)) = P(W), m — m(A) durch die erweiterte Abbildung

s P = BOV),an(A) = {m“‘) falls A C dom(m)

) sonst

und kénnen somit ¢ und ¥ verallgemeinern:

3.3.5. Definition. Sei K = (G, M,W,T) ein mehrwertiger Kontext. Fiir eine
Gegenstandsmenge A C (G und eine Beschreibung B: M — B(W) definieren
wir: _
S(A) := M = B(W),m — m(A)

P(B) = {g € Glmm(g) C B(m),¥m € M}

Wir schreiben fiir ¢(A) wieder kurz A" und fiir ;/)(B) kurz B’. Durch diese De-
finition der Ableitungen erhalten wir das gewiinschte Verhalten fiir leere Zellen:
Falls eine Menge A von Gegenstianden einen Gegenstand g enthélt, welcher bei

Merkmal m € M keinen Eintrag hat, so gilt fiir die Ableitung A’ A'(m) =460 D W.

Man kann analog zum vollstéindigen Fall beweisen, dafi diese Abbildungen ei-
ne Galoisverbindung ergeben. Damit definiert K = (B(G), BW)M, &) wirklich

einen Verbandskontext.

3.3.6. Hilfssatz. Die beiden Ableitungen ¢ und 1/) bilden eine Galoisverbindung
zwischen P(G) und [WHM.

Beweis: Analog 7u 3.2.4. O

Halten wir das Ergebnis unserer bisherigen Uberlegungen wieder in einem Satz
fest:

3.3.7. Satz. Wir identifizieren den mehrwertigen Kontext K = (G, M, W, T) mit

K = (B(G), POV, ¢),

wobei @ wie in 3.3.5 definiert ist. Die Menge aller Begriffe SB(K) ist ein vollstin-
diger Verband.

Auch hier sind wir wieder an einem inzidenzisomorphen einwertigen Kontext
K = (G, M, I) interessiert. Wir betrachten also die V-irreduziblen Elemente von

B(W)HM und iiberpriifen, ob sie V-dicht sind. Um IV(B(W)M) 7u umschreiben,

definieren wir dhnlich wie oben einige besondere Beschreibungen:
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3.3.8. Definition. Fiir m € M sind die Beschreibungen m # § wie folgt defi-
niert:
W falls n =m
(1m0 # 6)(n) i= { !
sonst,
Falls keine Verwechslungen auftreten kénnen, schreiben wir fiir m # § oft auch
kurz m. Weiterhin definieren wir die Beschreibungen m # w mitm € M, w € W:

(m # w)(n) := {(EV \ {w} falls n.=m

sonst

3.3.9. Hilfssatz. Die Menge aller V-irreduziblen Beschreibungen ist gleich:
IVEBWM) = {m # dlm € MY U{m # wim € M,w e W}.

Diese Menge ist \V-dicht in (WM.

Beweis: Dafl alle Beschreibungen B, welche nicht von der Form m # w oder
m # § sind, V-reduzibel sind, zeigt man analog wie im vollstandigen Fall (3.2.8).
Echt kleiner als eine Beschreibung m # § ist nur die Ogsmynr s M — BW),m — 4.
Und kleiner als m # w sind lediglich die Beschreibungen m # & und Ogyprar. In
beiden Fallen ist die Beschreibung V-irreduzibel, da sie ungleich dem Supremum

aller echt kleineren Beschreibungen ist.
Die V-Dichtheit ist ebenfalls einleuchtend. O

Wir erhalten also durch folgende Definition eine V-dichte Teilmenge von ‘B(W)M
M :={m #8lme MYU{m # wime M,we W}.

3.3.10. Beispiel. 7Zur Veranschaulichung der Verbandstruktur ist in Abb. 3.3
der vollstandige Verband ‘B(W)M fiir eine zweielementige Merkmalsmenge M
und eine zweielementige Wertemenge W 7zu sehen. Die V-irreduziblen Elemente
sind durch grofle Knoten hervorgehoben. Hier wird inshesondere deutlich, dafl
(m #£ §) < (m # w)ist fir m € M und w € W. Also ist der Verband der
Beschreibungen nicht atomistisch. (In einem atomistischen Verband V' sind al-
le V-irreduziblen Elemente obere Nachbarn der 0y.) Es zahlt sich also aus, daf}
wir Verbandskontexte allgemein fiir vollstandige Verbande behandelt haben. Vie-
le Beweise wiren namlich wesentlich einfacher, wenn man sich auf atomistische
Verbénde beschrankte, aber man konnte diese Ergebnisse dann nicht fiir mehr-
wertige Kontexte verwenden.

Weiterhin sind die Beschreibungen, welche mindestens ein m € M auf () € ‘B(W)
abbilden, durch weifle Knoten gekennzeichnet. 7Zu diesen Beschreibungen kann es
keine Gegenstande im Kontext geben, da fiir keinen Gegenstand m(g) C () gilt.
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Abbildung 3.3: Verbandstruktur von ‘B(W)M fiir eine jeweils zweielementige
Merkmalsmenge M und Wertemenge W.

Betrachten wir nun die Tnzidenzrelation [ := IR¢ w7 (0):

(g.m £ 8) e 1 & (m#8) < élg)
& o(g)(m) CW
& g € dom(m)

(gom #w) el e (m+w)<o(g)
& o(g)(m) CTW A\ {w}
& g € dom(m) und m(g) # w

Als Ergebnis kénnen wir den inzidenzisomorphen einwertigen Kontext K angeben:

3.3.11. Satz. Der mehrwertige Kontext K = (G, M, W, I) ist isomorph zum ein-
wertigen Kontext K = (G, M, T), wobei

M :={m+#8me MYU{m+#wme M,weW}

und i
(g,m #£6) € I & g e dom(m)
(g,m #w) € 1 := g € dom(m) und m(g) # w

Wie wir zu Beginn des Abschnitts bereits gefordert haben (siehe Seite 58), sollte
es moglich sein, unsere Definitionen als Verallgemeinerungen des einwertigen Kon-
textes zu verstehen. Fin einwertiger Kontext K. = (G, M, I.) kann auf natiirliche
Weise als mehrwertiger Kontext K,,, = (G, M, W, 1,,) aufgefait werden, indem
man W = {x} setzt und (g,m, x) € I, :& (g, m) € I..
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3.3.12. Satz. Jeder cinwertige Kontext K. = (G, M, 1.) ist isomorph zum ent-
sprechenden mehrwertigen Kontext K,,, = (G, M, W.1,,).

Beweis: Wir betrachten den zu K,, inzidenzisomorphen einwertigen Kontext
K,, = (G, M, I,): M enthilt fiir jedes m € M die Flemente m # § und m # x.
Es ist (g,m # x) € I, & g € dom(m) und m(g) # x. Da aber W = {x} ist,
ist dies unmaoglich, also ist (g,m # x) ¢ I, fiir alle ¢ € G und alle m € M.
Durch Streichen der Merkmale m # x dndert sich also der Begriffsverband nicht.
Setzen wir also M := {m # §lm € M} C M,,, und I := I,, N (G x M), so ist:

B(K,,) = B(K,) = B(G, M,T).

Weiterist (g,m #£6) € [ & g € dom(m) & (g,m) € [, d.h. .= T. Mit M = M
erhalten wir also

B(K,) = B(G, M, T) = B(K,,). O

3.3.13. Beispiel. Betrachten wir noch einmal unser Beispiel 3.1.2 (auf Seite 52):
Wir brauchen jetzt nicht mehr die Vollsténdigkeit des Kontextes zu erzwingen
und kénnen gleich den zu K isomorphen einwertigen Kontext K = (G, M, f)
berechnen. Die Tnzidenzrelation T sieht dabei wie folgt aus:

+ NY D +
N '\)j(‘l” %)j( %)j( ‘b& X \X/
2 X X X
V2 X X X
/2 X X
T | % X

Es fallt auf, daBl die Spalten 7 # x und £ # X leer sind. Dies beruht auf der Tat-
sache, daf} fiir diese Merkmale im mehrwertigen Kontext nur ein Wert vorkommt,
es sind also einwertige Merkmale. Bei einem einwertigen Merkmal geniigt es, das
Merkmal m = (m # &) 7u berticksichtigen, welches isomorph zum urspriinglichen
Merkmal m ist. Wir kénnen den Kontext also vereinfachen zu:

N D
N > ‘b& ‘b& ‘b%\
2 X X X
V2| x x x X
/2| x X X X
T | % X

Der Begriffsverband fiir diesen Kontext ist in Abbildung 3.4 zu sehen.
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s

Abbildung 3.4: Der Begriffsverband des Kontextes fiir reellen Zahlen

3.4 Begrifliche Datenbanken

Werfen wir einen kurzen Blick auf eine Anwendung dieser Theorie: die Begriff-
liche Datenbank. Dabei wird eine Datenbank als mehrwertiger Kontext aufge-
fait, in dessen Begriffsverband der Anwender navigieren kann, um eine Auswahl
an Gegenstdnden mit gewissen FEgenschaften zu treffen. Durch eine geeignete
Darstellung des Begriffsverbandes erhédlt man so ein intuitives Werkzeug, das
den Umgang mit groflen Datenbanken erleichtern kann. Eine solche Begriffliche
Datenbank ist beispielsweise in dem Computerprogramm TOSCANA ([Tos]) im-
plementiert, allerdings verwendet TOSCANA natiirlich nicht den hier neu ein-
gefiihrten mehrwertigen Begriffsverband, sondern arbeitet mittels Skalierungen
(siehe weiter unten).

Eine Implementierung des mehrwertigen Begriffsverbandes wie wir ihn hier ein-
gefithrt haben, erfordert noch die Losung einiger Probleme:

In grolen Datenbanken mit unterschiedlichen Merkmalstypen ist es giinstiger,
anstatt eines globalen Wertebereichs W fiir den ganzen Kontext, fiir jedes Merk-
malm € M eine separate Wertemenge W,,, zu betrachten. Beschreibungen ordnen
dann jedem Merkmal m € M jeweils eine Teilmenge von Werten aus W, zu. Fine
solche Sichtweise verkompliziert aber die Theorie, da wir dann die Beschreibun-
gen nicht mehr einfach als Abbildungen definieren kénnen (sondern 7.B. als Folge
(Bu)men mit B, C W,,). Da separate Wertemengen keine wichtigen Anderlmgen
der Frgebnisse bringen  es werden dabei nur einige fiir den Begriffsverband nicht
entscheidende Beschreibungen von vornherein weggelassen  benutzen wir hier fiir
die Theorie weiterhin einen globalem Wertebereich, und behalten im Hinterkopf,
dafl man dies auf dem Computer anders implementieren wiirde.

Weiterhin enthélt der Begriffsverband in ernsthaften Anwendungen meist so viele
Begriffe, dafl man das Hasse-Diagramm nicht mehr iibersichtlich darstellen kann.
Hier helfen gestufte Liniendiagramme weiter:
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Den Begriffsverband eines einwertigen Kontextes K = (G, M, T) kann man dar-
stellen, indem man fiir zwei Teilmengen My, My C M mit M = M; U M, die
Hasse-Diagramme der Begriffsverbinde von Ky = (G, My, I NG x M;) und
Ky = (G, My, I NG x My) verschachtelt. Das heifit man stellt den Verband
V= (B(K;) x B(K;), <) mit

(21, 72) <(y1,y2) & 2y <yyund s <y,

dar, indem man anstelle von jedem Knoten des Hasse-Diagramms zu B(K;) ein
Rechteck zeichnet, und darin eine Kopie des Diagramms zu B(Ky) darstellt. Es
gibt nun eine V-erhaltende Ordnungseinbettung von B(K) nach V:

(A, B) s (BOMY, BOM), (BN M), B M)).

Man kann also die Begriffe von K in der Zeichnung hervorheben. Fiir eine genauere
Beschreibung gestufter Liniendiagramme, und auch fiir einen Beweis, daff man

B(K) immer auf diese Weise darstellen kann, schlage man in [GaWi96], Seite 75T

nach.

Dieses Verfahren kann man (mit M = M; U My U ... U M,) auch mehrfach an-
wenden und erhilt dadurch mehrfach gestufte Liniendiagramme. In einem Com-
puterprogramm kann man diese Diagramme auch interaktiv in mehreren Ebenen
darstellen: Man zeichnet das tibliche Hasse-Diagramm von B(K;), und der Be-
nutzer kann per Mausklick auf einen Knoten eine Ebene tiefer zum entsprechen-
den Hasse-Diagramm von B(K;) vordringen. Durch einen weiterer Mausklick auf
einen Knoten erscheint das zugehorige Diagramm von B(Kj3), u.s.w. Mit diesem
Verfahren kann man beliebig komplizierte Verbédnde auf eine leicht verstdndliche
Weise iibersichtlich darstellen, wie die recht komfortable Implementierung in dem
Programm TOSCANA zeigt.

3.4.1. Beispiel. Betrachte den klassischen einwertigen Kontext K = (G, M, T)
mit G ={1,2,3,4}, M ={A, B,C, D} und der Inzidenzrelation

Il A C D
1 X X
2| x X X
3 X X
41 x X X

Der Begriffsverband dieses Kontextes ist in Abb. 3.5(1) als Hasse-Diagramm dar-
gestellt. Man kann aber auch ein gestuftes Liniendiagramm erzeugen, indem
man M; = {A, B} und M, := {C, D} setzt, und die Begriffsverbinde von
Kq := (G, My, T NG x My) (siehe Abb. 3.5(2)) und Ky := (G, My, I NG x My)
(Abb. 3.5(3)) verschachtelt. Das resultierende gestufte Liniendiagramm ist in
Abb. 3.5(4) zu sehen.
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B A B
Zl {} {} O

D ) 3 (4)

Abbildung 3.5: Darstellung eines Begriffsverbandes als gestuftes Liniendiagramm

Dieses Verfahren 143t sich auch auf mehrwertige Kontexte anwenden: Man parti-
tioniert die Merkmalsmenge: M = M U...UM, und bildet ein mehrfach gestuftes
Liniendiagramm der mehrwertigen Kontexte K; := (G, M;, W, TN G x M; x W).
Dies ist maoglich, da die mehrwertigen Begriffsverbéinde isomorph zu Begriffs-
verbinden klassischer einwertiger Kontexte sind: Wir wissen, daff 98(K) = B(K)
(]K wie in 3.3.11) und B(K;) = ‘B(]Ki) ist. Wegen M= MU...UM, und

I, = I NG x M; kann man also B(K) als gestuftes Liniendiagramm der B(K;)
darstellen, also auch B(K) durch die B(K;).

3.5 Skalierung

Der mehrwertige Begriffsverband enthélt viele Begriffe, die fiir die Anwendung
uninteressant sind. Beispielsweise ist wohl kaum ein Begriff erwiinscht, der alle
Fahrzeuge beschreibt, deren Motor eine Leistung von 40 kW oder 50 kW hat,
nicht aber diejenigen mit einer Leistung von 45 kW. Betrachten wir geeignete
Teilkontexte (vgl. Abschnitt 2.7), indem wir V-Unterhalbverbiande des Verbandes
aller Beschreibungen verwenden, so kénnen wir uns auf die interessanten Begriffe
beschranken. Dabei wird im wesentlichen das gemacht, was in der formalen Be-
griffsanalyse bereits unter dem Namen Skalierung bzw. schlichte Skalierung be-
kannt ist. Deshalb hezeichnen wir die Finschrinkung der Beschreibungen (W)

auf einen V-Unterhalbverband als die Skalierung eines mehrwertigen Kontextes:

3.5.1. Definition. Sei K = (G, M, W, T) = (‘B(G),‘B(W)M,cp) ein mehrwertiger
Kontext, und sei Y V-Unterhalbverband von ‘B(W)M Dann heifit der Teilkontext
Ky = (P(G),Y,¢y) skalierter Kontext oder Skalierung 7»u K, wobei ¢y wie
in 2.7.1 definiert ist:

pv(A) == \[{B € Y|B<¢(A)}
- \/{B € Y|m(A) C B(m),Ym e M}.
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Wirnennen Ky schlicht skaliert, falls die Bedingungen, die an die Beschreibungen
B €Y bei einem Merkmal m € M gestellt werden, unabhéngig von den Werten
der Beschreibungen in den anderen Merkmalen ist. Das heifit, falls es fiir jedes

m € M einen A-Unterhalbverband V,, von B(W) gibt, sodaf
Y = {B e BW)M|B(m) € Y, ,Ym e M}.

Etwas genauer formuliert, heiit K schlicht skaliert in den Merkmalen m; € M,
i € 1, falls fir alle n. € M mit n # m; (i € I) zusatzlich gilt: Y, = P(W), d.h.,

falls die Beschreibungen nur in den Merkmalen m;, © € I, eingeschrankt sind.

Im Fall der schlichten Skalierung kann die Definition von @y auch wie folgt for-
muliert werden. Fiir A C (G ist ¢y (A) eine Abbildung von M nach PB(W), es gilt
also fiir jedes m € M:

ov(A)(m) = N B € Vulin(A) € B,

Aus Abschnitt 2.7 erhalten wir:

3.5.2. Bemerkung. Sei Ky = (B(G), Y, py ) eine Skalierung zum mehrwertigen

Kontext K = (G, M, W, ) = (B(G), BW)IM, %). Dann gilt:

1. Die Ableitung einer Beschreibung B € Y ist in den beiden Kontexten Ky
und K gleich:

Py (B) = &'(B).
2. Fiir jede Gegenstandsmenge A C () und jede Beschreibung B € Y gilt:

B <eyv(A) & B <(A)

Beweis:
1. Siehe 2.7.4(3).
2. Aus (1) folgt mit 1.4.2: B < oy (A) & A C ¢l (B) = ¢ (B) & B<¢(A). O

3.5.3. Satz. Sei Ky = (B(G),Y,¢y) eine Skalierung zum mehrwertigen Kon-
text K= (G, M, W.T). Dann ist die Abbildung

B(Ky) = B(K), (A, B) = (A, ¢(4))
eine A-erhaltende Ordnungseinbettunyg.
Beweis: Siehe 2.7.5(1). O
Ist man lediglich an einem klassischen Kontext interessiert, der inzidenzisomorph

zu einer Skalierung von K = (G, M, W, 1) = (B(G), B(W)M, ) ist (dies wird

wohl meistens der Fall sein), so braucht man den V-Unterhalbverband Y von
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PBr.(W)M gar nicht anzugeben (und braucht entsprechend auch nicht nachzuwei-
sen, daf dies wirklich V-Unterhalbverband ist). Man wahlt einfach die Beschrei-
bungen aus, die einen interessieren: M C PB(W)HM. Bezeichnen wir den davon
erzeugten V-Unterhalbverband mit ¥ := {\/ A|A C M}, und die zugehérige Ska-
lierung von K mit Ky = (G, Y], py ), so ist der klassische Kontext ]K]\;, = (G, M, T)
mit T := IR v (¢y) inzidenzisomorph zu Ky . Die Inzidenzrelation I erhilt man
dann durch §.5.2(2):

(9.B) €T & B <py(g)
& B <$(9)

3.5.4. Beispiel. Betrachte den Kontext der reellen Zahlen (Beispiel 3.1.2 auf
Seite 52 und Beispiel 3.3.13 auf Seite 63): An dem Begriff mit der Beschreibung
a # 2, also dem Begriff, der alle Zahlen enthélt, die algebraisch vom Grad 1 oder
von einem grofleren Grad als 2 sind, sind wir nicht unbedingt interessiert. Uns
interessiert vielmehr, welche Zahlen algebraisch vom Grad < 1, < 2, usw. sind.
Also betrachten wir fiir 7 € N folgende Beschreibungen:

{1,...,i} falls m=a
§

sonst

(a<i): M—>‘}3(W),ml—>{

(Da in unserem Kontext keine Zahlen vorkommen, die algebraisch von einem
Grad > 4 sind, geniigt es, die Beschreibungen a < 1, a < 2 und a < 3 zu be-
trachten.)

Weiterhin interessiert uns natiirlich, ob eine Zahl irrational oder transzendent ist,
also betrachten wir auch die bereits bekannten Beschreibungen i £ § und t # 4
(fiir die wir kurz i bzw. t schreiben).

Wir erhalten damit den klassischen Kontext K = (G, M, f) mit der Merkmals-
menge M = {i,a < 1,a <2 a<3,t} und der Inzidenzmatrix I

N,V LD

N ‘bb/ ‘DL// ‘DL//\
2 X X X
V2 | x X X
V2 | x X

T | x X

Der zugehorige Begriffsverband (siehe Abbildung 3.6) enthélt weniger Begriffe als
B(K) und ist dadurch iibersichtlicher.

Nach 3.5.3 1aBt sich der Begriffsverband der Skalierung in B(K)
(vgl. Abh. 3.4) einbetten. Dies ist rechts angedeutet: Die aus-
gefiillten Knoten stellen die Begriffe des skalierten Kontextes dar.
Wie man in der Skizze leicht erkennen kann, ist diese Einbettung
sogar A-erhaltend, denn das Infimum zweier ausgefiillter Knoten

ist wieder ausgefiillt.
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Abbildung 3.6: Der Begriffsverband des skalierten Kontextes fiir reelle Zahlen

Die (schlichte) Skalierung mehrwertiger Kontexte ist in der formalen Begriffsana-
lyse bereits bekannt  sie war bisher die einzige Methode, mehrwertige Kontexte
zu analysieren. Da wir Beschreibungen allerdings erst in dieser Arbeit eingefiihrt
haben, definierte man Skalierungen bisher auf eine andere Weise. Wir vergleichen
nun die herkémmliche Formulierung (nach [GaWi96]) mit der neuen und werden
sehen, daf} diese dquivalent sind.

Bei der klassischen Formulierung der Skalierung mehrwertiger Kontexte ordnet
man einem mehrwertigen Kontext mit Hilfe einer Reihe von einwertigen Kontex-
ten, den sogenannten Skalen, einen weiteren einwertigen Kontext zu.

3.5.5. Definition. Fine Skala 7u einem Merkmal m eines mehrwertigen Kon-
textes ist ein einwertiger Kontext S,, = (G, M., I,,) mit m(G) C G,,. Die
Gegenstiande einer Skala nennen wir Skalenwerte, die Merkmale Skalenmerkmale.

Jede Skala {ibersetzt die Werte, die ein Gegenstand in je einem mehrwertigen
Merkmal einnehmen kann (die Skalenwerte), in einwertige Merkmale (die Skalen-
merkmale). Fiir die weitere Ubersetzung der Skalenmerkmale in die einwertigen
Merkmale des neuen Kontextes gibt es verschiedene Methoden. Wir betrachten
hier lediglich die einfachste, die der (klassischen) schlichten Skalierung. Dabei
sind die Merkmale des einwertigen Kontextes einfach die disjunkte Vereinigung
der Skalenmerkmale, d.h. jedes einwertige Merkmal hangt genau von einem mehr-
wertigen Merkmal ab (iiber eine Skala). Die Disjunktheit der Skalenmerkmale
wird kiinstlich erreicht, indem man {m} x M,, verwendet.

3.5.6. Definition. Sei K = (G, M, W, T) ein mehrwertiger Kontext und sei zu

jedem m € M eine Skala S,, = (G, M,,, I,,) gegeben. Dann ist K = (G, /\>I’7 i)
der von K abgeleitete Kontext beziiglich (klassischer) schlichter Skalierung, falls
gilt:
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1. die Gegenstandsmenge bleibt gleich.

2. die Merkmalsmenge ist die disjunkte Vereinigung der Skalenmerkmale:

M = U {m} x M,

meM

3. Ein Gegenstand ¢ hat im neuen Kontext das Merkmal (m,a) € M (wobei
m € M ein mehrwertiges Merkmal von K und a € M, ein Skalenmerkmal
von S, ist), falls g im Definitionsbereich von m liegt, und der Wert m(g) in
der Skala S,, mit a inzidiert:

(g,(m,a)) € [ .e g € dom(m) A (m(g),a) € 1,

3.5.7. Beispiel. Wir haben den Kontext K = (G, M, W, T) der reellen Zahlen
bereits in Beispiel 3.5.4 mit Hilfe der in dieser Arbeit eingefithrten Formulierungen
skaliert. Den gleichen einwertigen Kontext erreicht man durch Skalierung von K
im klassischen Sinne, mit folgenden Skalen:

AR
S.| e > =«
Si| | 1 | x x X S| t
X | % 9 % x | %
3 X

(Wir haben in diesem Beispiel die Skalenmerkmale eindeutig benannt, so daff wir
die M,, nicht mehr kiinstlich disjunkt zu machen brauchen. Das heifit, wir konnen

M:= M UM, UM, ={i,a<l,a<2a<3,t} =M setzen.)

Nachdem wir nun beide Varianten der Skalierung formuliert haben, zeigen wir
noch, daf} sie dquivalent sind:

3.5.8. Satz. Sei K= (G, M, W.I) ein mehrwertiger Kontext.

1. Sei K = (G, M, f) der von K abgeleitete Kontext bzgl. (klassischer) schlichter
Skalierung mit Hilfe der Skalen S,, = (G, M., 1) (m € M ).

Wir setzen

Y, = {C'|C' C M}

(Offensichtlich ist mit dem ' bei C" die Ableitung in der Skala S,, gemeint.)
Diese Y,,, m € M, sind jeweils A-Unterhalbverbinde von B(W), also erhalten
wir mat

V= {B e PW)M|B(m) € V,,.VYm e M}
cinen schlicht skalierten Kontext Ky = (B(G), Y, oy ) zu K. Weiter sind die
Kontexte K und Ky isomorph.
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2. Seien Y,, C B(W) A-Unterhalbverbinde fir alle m € M, das heifft mit
Y ={Be€ ‘13( WIB(m) € Y,,,Ym € M} ist ein schlicht skalierter Kontext
Ky = (PB(G), Y, ov) zu K gegeben.

Wir wdhlen in jedem Y,,, m € M, eine N-dichte Teilmenge

M, CY,
und definieren damit die Skalen S, :== (W, M,,, I,) mit
(w,a) € 1, :& w € a.

Dann ist Ky isomorph zum einwertigen Kontext K = (G, /\>I(7 f), welcher aus
K durch (klassische) schlichte Skalierung mit den Skalen S,, entstanden ist.

Beweis:

1. Ohne Einschrankung sei (¢, = W fiir alle m € M. Dann sind die angegebenen
Yo, m € M, jeweils A-Unterhalbverbande von B(W): Fiir eine beliebige Index-
menge [ und jedes 1 € [ sei B; € Y,,. Dann gibt es jeweils ein (; € M, mit
C!'=B; (1 € ). Nach 1.4.7(2) ist also (\{B:lr € I} = {C!]i € T} = (H{Ci|i €
Iy ey,

Damit ist Ky = (B(G), Y, ¢y ) ein schlicht skalierter Kontext zu K im Sinne
von 3.5.1. R

Um die Tsomorphie von Ky und K zu zeigen, betrachten wir den inzidenzisomor-
phen Kontext K = (G, M, f) 7zu Ky : Dazu definieren wir spezielle Beschreibun-
gen in Y, welche eine V-dichte Teilmenge in Y bilden: Fiir m € M und a € M,
sei die Beschreibung m = a wie folgt:

a fallsn = m

4 sonst

m=a: M—>‘}3(W),nl—>{

Wir setzen also M := {m = alm € M,a € M, }. Es ist leicht einzusehen, daB
diese Menge \/—dight in Y ist (Die d/, a € M, sind jeweils A-dicht in V,,,). Fiir die
Inzidenzrelation I := IR yi(@v) gilt weiter (mit 3.5.2(2)):

(gm=a)eie (m=a)<erl)
& (m=a) < (o)
6 Hom) Cm=a)n) Vne M
= m(g) € ¢ (und g € dom(m))
& (m(g),a) € {m (und g € dom(m))
o (g, (moa)) € 1

Wir konnen also einen Inzidenzisomorphismus v = (yx, vy ) mit
Ix:G=Ggoyg
vy M = M, (m=a)w— (m,a)

zwischen den Kontexten K und K angeben, die Kontexte sind also isomorph. Da
K inzidenzisomorph zu Ky ist, folgt schlieflich die ITsomorphie von Ky undK.
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2. Die Riickrichtung zeigen wir analog: B

Wir betrachten den zu Ky inzidenzisomorphen Kontext K = (&, M, f) mit M
wie eben. M := {m = alm € M,a € M,,} ist V-dicht in B(W M, da M, fiir alle
m € M A-dicht in B(W) ist. Und T sei die Inzidenzrelation | = IR(G, M,cpy)
Damit gilt wieder die Aquivalenz (g,m = a) € I & (g, (m a)) € I (wiein (1)).
Also sind K und K isomorph, und damit auch Ky und K. O

Es bleibt noch nachzupriifen, inwieweit andere Arten von (klassischen) Skalie-
rungen (d.h. nicht schlichte Skalierungen, in [GaWi96] wird diesheziiglich auf
[GaWi89] verwiesen) durch die hier neu eingefithrte Definition mittels Teilkon-
texten abgedeckt werden kénnen.

Eine Implementierung der schlichten Skalierung auf dem Computer verlangt viel
Benutzerinteraktion der Anwender muf} die Skalen fiir jedes Merkmal per Hand
definieren. Dies ist erwiinscht, wenn ein mit dem Programm vertrauter Anwender
ein Problem erschopfend behandeln will, denn er kann dann problemorientiert die
fiir ihn interessanten Begriffe erzeugen.

Fiir einen ersten Uberblick iiber ein Anwendungsproblem sind aber zusitzlich
Verfahren sinnvoll, die mit wenig Aufwand des Anwenders bereits sinnvolle Ergeb-
nisse liefern, d.h. iibersichtliche Begriffsverbande. Um diese Moglichkeit zur Ver-
fiigung 7u stellen, kann man Standardskalierungen implementieren. In [GaWi96]
sind hierzu einige mogliche Standardskalen definiert.

Auch hier waren weitere Analysen interessant: Man konnte untersuchen, welche
V-Unterhalbverbande zu den entsprechenden Standardskalen gehoren.

3.6 Fuzzy-wertige Kontexte

In der Praxis sind zu Merkmalen wie Alter oder Geschwindigkeit oft keine exakte
Werte bekannt. Man weifl nur, daf} etwas ,,ziemlich alt“ oder ,sehr schnell“ ist

Solche linguistischen Ausdriicke kann man durch unscharfe Mengen beschreiben.
Beispielsweise kann man die Geschwindigkeit von Autos durch die unscharfen
Mengen £, N undS beschreiben, d.h. durch Abbildungen R* — [, welche re-
spektive fiir die linguistischen Ausdriicke ,langsam®,  normal®,  schnell“ stehen.
Benutzt man eine Fuzzy-Algebra iiber [, = [0, 1], so konnte man sich auf folgende
Definition einigen:




3.6. FUZZY-WERTIGE KONTEXTE 73

Fiir Situationen, in denen nur unscharfe Angaben bekannt sind, eignet sich der
L-Fuzzy-wertige Kontext, welcher  wie auch der L-Fuzzy-Kontext (siehe Ab-
schnitt 2.2)  von S. Umbreit in [Um94] eingefithrt wurde:

Hierzu sei (L, A, V,-,—) in diesem Abschnitt stets eine Fuzzy-Algebra.

3.6.1. Definition. Als L-Fuzzy-wertigen Kontext verstehen wir ein Quadrupel
K = (G, M, W, R), wobei G eine Gegenstandsmenge, M eine Merkmalsmenge,
W die Menge von Werten und R eine dreiwertige Relation zwischen G, M und
Br.(W) ist, so dah gilt: Zu jedem g € G und m € M gibt es genau eine L-Fuzzy-
Teilmenge U € Br,(W) mit (g, m,U) € R.

Indem wir in der letzten Forderung ,genau ein® anstatt ,hochstens ein® stehen
haben, ist jeder Fuzzy-wertige Kontext vollstandig. Dies ist keine Einschrankung,
da man notfalls eine unscharfe Menge ,,Keine Angaben“: W — L, w +— ¢ definie-
ren kann mit ¢ € L. (Umbreit hat zwar in der Definition des L-Fuzzy-wertigen
Kontextes nicht die Vollsténdigkeit gefordert, in der weiteren Arbeit setzt sie aber
implizit voraus, daBl zu jedem ¢ und m ein U mit (g, m,U) € R existiert.)

Wir kénnen die unscharfen Mengen U € By, (W) als linguistische Werte der lingui-
stischen Variablen m € M auffassen. Demnach schreiben wir auch oft m(g) = U
statt (g, m,U) € R.

3.6.2. Beispiel. Folgendes Beispiel ist in [Um94] auf Seite 34 zu finden: Es soll
bei der Entscheidung eines Fahrzeugverkiufers helfen, welches Fahrzeug am be-
sten den Wiinschen eines Kunden entspricht. Gegenstande sind die zum Verkauf
angebotenen Fahrzeuge und es werden die Merkmale Alter, Preis, Benzinver-
brauch und Héchstgeschwindigkeit betrachtet. Die Daten sind teilweise in Form
linguistischer Werte angegeben, zu denen man noch passende unscharfe Mengen
definieren miifite.

Alter Preis Verbrauch Geschwindigkeit
F1 neu teuer sparsam ziemlich schnell
F2 | weniger als 3 . etwa 45 TDM ziemlich sparsam 180-200 km /h
F3 fast neu zw. b0 und 60 TDM hoch schnell
F4 etwa 5 . weniger als 20 TDM 8-9 Liter 180 km/h
F5 5-10J. etwa 10 TDM hoch ziemlich schnell
F6 alt billig sparsam nicht sehr schnell
F7 neu 32-40 ' TDM sehr sparsam zw. 140 und 160 km /h

Um Ableitung und Begriff zu definieren, ordnen wir dem Quadrupel (G, M, W, R)
einen Verbandskontext (X, Y, ¢) zu. Hierzu bendtigen wir zwei vollstandige Ver-
bande und eine Galoisverbindung. Als erster Verband X bietet sich die [-Fuzzy-
Potenzmenge von G, B1,(G) an. Fiir ¥V definieren wir  dhnlich wie beim mehr-
wertigen Kontext den Verband der L-Fuzzy-Beschreibungen:
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3.6.3. Definition. Sei K = (G, M, W, R) ein L-Fuzzy-wertiger Kontext. Fine
L-Fuzzy-Beschreibung in K ist eine Abbildung B : M — B, (W).

3.6.4. Hilfssatz. Die Menge Br, (WM der L-Fuzzy-Beschreibungen in K bildet
mit der Teilordnung
& 81( )(w) > BQ( N(w) Vm e M,Ywe W

einen vollstindigen Verband.
Beweis: Analog 7u 3.2.2. O

SchlieBlich bendtigen wir noch eine Galoisverbindung zwischen diesen beiden
Verbanden. Hierzu verwenden wir ein Hilfsmittel, namlich die Abbildung m, wel-
che eine -Fuzzy-Teilmenge A von (G auf eine L-Fuzzy-Teilmenge U von W ab-
bildet, sodaB die Aussage (¢ € A) = (m(g) C;, U)" fir jedes g € G den

Quasiwahrheitswert 1 bekommt:
m : Pr(G) = Br(W), A— m(A) mit
m(A) = ([ € Br(W)l \(lg € A = [mlg) Crul) =1}

= (Hu e BV A (Alg) = N (m(g)(w) = Ulw))) =1}

Die Bedingung fiir die & kénnen wir umformen:

1 = /\ <_,4(g) — /\ (m(g)(w) — U(w)))

= Alg) <\ (m(g)w) > U(w)) Vg e G
& A(g)-m(g)(w) < U(w) Vge G,YweW
& \/ A(g)-m(g)(w) < U(w) Ywe W

also konnen wir m(A) wie fo]gt angeben:
(w) \/ Alg g)(w)
g€eG
Mit diesem Hilfsmittel definieren wir eine Galoisverbindung (i, ¢%):

3.6.5. Hilfssatz. Sei K = (G, M, W, R) ein L-Fuzzy-wertiger Kontext. Folgende
Abbildungen definieren eine Galoisverbindung:

2 B () = B (W)Y mit o(A): M = B, (W)om > m(A)
b P (W) %%Mﬂmmﬂwﬂéﬁm%WmeMww)gBWH

d.h. (B /\ /\ (w) = B(m)(w)

meM weW
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Beweis: Wir rechnen das Kriterium 1.4.2 nach: A C ¢¥(B) < B < ¢(A)

Sei A C ¢(B). Nach Definition von C gilt dies genau dann, wenn fiir alle g € G
die Ungleichung A(g) < (B)(g) erfiillt ist. Setzen wir die Definition von ¢ ein,
so ist A C (B) genau dann, wenn gilt:

A(g) < m(g)(w) = B(m)(w) Vg € G,¥Ym € M Yw e W
& Alg)-m(g)(w) < B(m)(w) Vg € G\Ym € M,Yw e W
A \/ A(Q) : m(g)(w) < B(m)(w) VYme M YweW
& m(A) C B(m) VYm e M
=3 e(A)(m) C B(m) VYm e M
=3 B < p(A) O

Mit Hilfe der bisherigen Frgebnisse kénnen wir nun einen Verbandskontext defi-

nieren:

3.6.6. Satz. Sei I eine Fuzzy-Algebra, und sei K = (G, MW, R) ein L-Fuzzy-
wertiger Kontext. Wir ordnen K dem Verbandskontext

K = (PBr(G), Br.(W)". )

zu, wobei @ wie in 3.6.5 definiert ist, und erhalten somit Ableitungen und Begriffe

in K. Die Menge der Begriffe $B(K) bildet einen vollstindigen Verband.

Um die bereits bekannten Algorithmen fiir einwertige Kontexte (z.B. zur Be-
rechnung des Begriffsumfangs) nutzen zu kémnen, geben wir einen isomorphen

einwertigen Kontext K an. Wir wissen bereits aus Beispiel 2.3.1(3), daf fiir eine

V-dichte Teilmenge . C I, folgende Menge V-dicht in B, (G) ist:
G={l-glgeG,le L}

Ich habe kein generell zufriedenstellendes Verfahren gefunden, das eine V-dichte
Teilmenge von Br,(W)M erzeugt. Wir besprechen deshalb mehrere Ansitze:

Ansatz 1

Um eine V-dichte Teilmenge von Br.(W)M angeben zu kionnen, hendtigen wir
A-dichte Teilmengen von B, (W). Dazu definieren wir zunéchst fiir eine Grund-
menge X die Fuzzy-Teilmengen:

(17'77): X—) Lja%{lfarns(],—m

1 sonst
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3.6.7. Hilfssatz. Sei X Grundmenge und I, C I, eine A-dichte Teilmenge. Dann
ist die Menge

Tollre Xder)
A-dicht in B (X).

Wir erhalten eine V-dichte Teilmenge in Br.(W)", indem wir folgende Beschrei-
bungen betrachten:

(I,a) fallsm =m

w +— 1 sonst

(Im=al<): M = BL(W),n — {

dh., ([m=a] < D)) = { [ fallsn = mundw = a

1 sonst

3.6.8. Hilfssatz. Sei I A-dichte Teilmenge von L. Dann ist folgende Menge
V-dicht in Pr,(WH)M:

M:={(lm=a <1)eBr.W)|me MacW,lcl}

Beweis: Dies folgt aus der Definition der Ordnung in B, (W)Y und der A-Dicht-
heit der (I, a) in Br,(W). O

Betrachten wir nun die Inzidenzrelation 1 := IR v(¢) zum Verbandskontext

K = (Br(G), Br(W)Y, ¢):

(ly-g,[m=al <l.) el
& elly-g) > (Im=a] <I,)
& e(ly-g)(n) C ([m = a] <1,,)(n) Vn € M
& m(ly - g) C (I, a)
& \/ ((Ly-g)(h)-m(h)(w)) < (I, a)(w) Ywe W
& (- 9)h) - m(h)(a)) < 1,
_ L m(g)(a) < b
& ly < m(g)(a) = Ly

Damit kénnen wir den inzidenzisomorphen Kontext K = ((NJ, M, f) angeben:

3.6.9. Satz. Sei I eine Fuzzy-Algebra und K = (G, M, W, R) ein L-Fuzzy-werti-
ger Kontext. Ist I V-dichl, und L N-dicht in I, so ist K isomorph zum einwertigen
Kontext K = (G, M, T), wobei

G={l-geBr((ge G lel}
M= {[m=a] <1 € Br.(W)|m e M,a e W,l € L}

und fir alle g € G, m € M, w € W, sowie l, € I und l,, € L gelte:
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3.6.10. Beispiel. Als Beispiel eines L-Fuzzy-wertigen Kontextes betrachten wir
eine ahnliche Tabelle wie 3.6.2 (vgl auch [Um94], Seite 40ff):

‘ Verbrauch Geschwindigkeit
F1 hoch schnell

F2 | niedrig  ziemlich schnell

F3 | niedrig langsam

Als Fuzzy-Algebra verwenden wir die dreiwertige lukasiewicz-Algebra, wie wir
sie in Bsp. 2.2.13 (auf Seite 29) definiert haben. Die in der Tabelle auftreten-
den linguistischen Werte fassen wir als Fuzzy-Mengen auf, welche wir wie folgt

charakterisieren:

Verbrauch Geschwindigkeit
1 —_— 1 —_—
Fl ] — _
T T ™ 1 T T T—>
6 8 10 12 140 160 180 200
A A
1+— 1
F2 | 1 — 1
T T ™ T T T—>
6 8 10 12 140 160 180 200
14— 13—
P31 — I —
T T ™ T T T—>
6 8 10 12 140 160 180 200

Um eine endliche Wertemenge zu bekommen, diskretisieren wir den Wertebereich:
Wie wir in der Tabelle sehen sind die linguistischen Werte jeweils auf Intervallen
konstant. Wir nehmen also aus jedem Intervall einen Wert, und erhalten so eine
endliche Wertemenge. Desweiteren ist es sinnvoll, anstatt einer globalen Werte-
menge separate Wertemengen fiir jedes Merkmal zu betrachten: W := Wy U W,.
(V steht fiir Verbrauch und G fiir Geschwindigkeit ):

Wy :={7,9,11} und
W = {150,170, 190}

Nun kénnen wir fiir die Mengen I, := {1, 1} und L = {0, 3} die Gegenstandsmen-
ge (G und Merkmalsmenge M des einwertigen Kontextes K = ((NJ7 M, f) angeben:

. 1 1 1 |
G = {_F] ) F1 ) _F27 F27 _F37 Fg? _F47 F4}
5 2 2 2

1 1
V=70,V =11]<
1

G =1501<0,...,]

Q
I
©

=)

IA

2
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[G=190] < £
F3
Abbildung 3.7: Der Begriffsverband zum Kontext Autos
Die Tnzidenzrelation [ sieht dann wie folgt aus:
N, N, N,
N, 7, N 7 Q% Q
YV SV S LS LY LY LYL
L/“aL/ //%L/ = - 7/ NN 7/ /
O AN AR
R AR AR AT AT
\ \ g \ \ \ PENC I 4
MNIANIVIENIENIEVIESIES 2
F1x x x x X X X X X X
F1 | x x X X X X
1F2 | x X X X X X X X X
F2 X X X X
IF3 | x X X X X X X X X X
F3 X X X X X X
Wir haben also einen inzidenzisomorphen, klassischen Kontext K = ((NJ, y

M, T)
definiert und koénnen damit den Begriffsverband erzeugen (sieche Abh. 3.7).
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Ein Nachteil dieses Ansatzes ist die Notwendigkeit einer A-dichten Teilmenge I
von L. Es wire schon, wenn wir auf diese verzichten, und stattdessen M durch
die V-dichte Teilmege I. definieren konnten. Letztere benotigen wir ja bereits fiir
(. Falls I eine zusitzliche Figenschaft besitzt so konnen wir dies durch folgenden
zweiten Ansatz erreichen:

Ansatz 2

Sei I hierzu komplementdrer Verband, d.h. fiir jedes [ € I gibt es ein Komplement
-, sodaB [ A =] = 0 und [V =l = 1 gilt. Dann kénnen wir unter Ausnutzung
dieser Figenschaft wie folgt vorgehen:

3.6.11. Bemerkung. Ist . komplementirer Verband, so ist fiir eine V-dichte
Teilmenge I C I folgende Menge A-dicht in L:

L:={l—>0|lelL}

Beweis: Seia € L. Ausx=\/{l € L

[ <a} firalle z € L folgt

/\{l—>0|l€ ledlga—>0}:<\/{l€f/

=(a—0)—0

lga—>0}>—>0

In [Um94], Hilfssatz 1.2 auf Seite 7 wird folgendes gezeigt: Ist (L, A, V, -, —) eine
Fuzzy-Algebra, und ist dabei (I, A, V) komplementarer Verband, so ist fiir jedes
a € [ das Komplement —a eindeutig bestimmt durch —a = a — 0. Also ist
a==(-a) = (a = 0) = 0. Wir kénnen also a = (¢ — 0) — 0 als Infimum iiber
Elemente [ — 0 mit [ € . darstellen. O

Definieren wir das Komplement zu einer L-Fuzzy-Menge A € B, (X) durch:
A: X = Lz (A(x) — 0)
so erhalten wir:

3.6.12. Folgerung. Ist I. komplementiren Verband, so ist durch eine V-dichte
Teilmenge I C I, auch eine A-dichte Teilmenge von B, (W) gegeben:

{I-zlle L,z e X}

Die V-irreduziblen Elemente von ‘BTI(W)M konnen wir dann mit Hilfe der Be-
schreibungen [m = a] # [ angeben:

l-a fallsm =m

w — 1 sonst

(Im=al£1):=(m=1a] <]l—0): M—>‘13,,(W),n~>{
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Damit kénnen wir M auch wie folgt beschreiben:

M=Alm=a]l#1)jme M,a e W,l € L}

Und es gilt (mit der Formel fiir I aus 3.6.9):

Uy grlm=al #10) € 1
& (I, g, im=a]<l, —0) el
o Ly < mlg)(a) = (b = 0)
o Iy < L (m{g)(a) - )
& Iy~ 1n <m(g)(a)—0

3.6.13. Satz. Ist I. komplementdire Fuzzy-Algebra, so kénnen wir zum [-Fuzzy-
wertigen Kontext K = (G, M, W, R) folgenden isomorphen einwertigen Kontext
angeben: Sei dazu I V-dicht in I, sowie:

G={l-gePr(G)ge G le L}
M :={[m=ua #1€Br.W)Mme MaecWilel}

und fir alle g € G, m € M, w € W, sowie l,,1,, € I gelte:

(lg-g,[m=a]l#1,) € I & ly 1o < m(g)(a) — 0.

Dann ist der einwertige Kontext K = ((NJ7 M, f) isomorph zu K.

Wir erhalten im Grunde den gleichen einwertigen Kontext wie beim ersten An-
satz. Lediglich die Merkmale sind anders beschriftet. Der Vorteil dieses Verfahrens
liegt in der Tatsache, dal man mit einer V-dichten Teilmenge . von I auskommt,
und nicht eine weitere A-dichte Teilmenge I bendtigt.

3.6.14. Beispiel. Die Fuzzy-Algebra in Beispiel 3.6.10 ist nicht komplementir.
(Fiir § € I gibt es kein Komplement =1.) Trotzdem bildet fiir 7. = {3.1} C L,
die Menge L := {l — 0|l € L} = {1,0} eine A-dichte Teilmenge von L. Der
Ansatz ist also anwendbar. Man kénnte demnach die Merkmale [V = 7] < 2,

[V =17] <0, ... auch wie folgt beschriften: [V =7] £ 2 [V =7 #1, ...

Ansatz 3

FEin Problem in unseren bisherigen Ansatzen ist, dafl B, (W) in Anwendungen
meist sehr grofl ist  oder dafl gar, wie im Beispiel, W unendlich ist. Normalerweise
werden im L-Fuzzy-wertigen Kontext aber nur wenige verschiedene Fuzzy-Werte
U € Br(W) verwendet (z.B langsam, ziemlich langsam, ziemlich schnell, schnell),
und wir benétigen deshalb meist gar keine V-dichte Teilmenge von Br,(W)M. Wir
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konnen uns vielmehr auf einen V-Unterhalbverband von ‘BTI(W)M beschrianken,
welcher unter Umstanden wesentlich kleiner ist.

7Zudem ist man  wie auch schon beim mehrwertigen Kontext meist gar nicht an
einem isomorphen Kontext interessiert, sondern will mittels Skalierung nur die fiir
das Anwendungsproblem interessanten Begriffe untersuchen. Deshalb betrachten
wir nun eine Moglichkeit, Fuzzy-wertige Kontexte zu skalieren, d.h. Teilkontexte
zu erzeugen. Wahlt man dabei die Skalierung genau genug, so erhdlt man auch
einen isomorphen einwertigen Kontext.

Als Skalierung im mehrwertigen Kontext haben wir V-Unterhalbverbénde der
Menge aller Beschreibungen genommen (siehe 3.5.1). Analog definieren wir jetzt:

3.6.15. Definition. Fin Verbandskontext Ky = (Br(G), Y, ¢y) heibt Skalie-
rung zum Fuzzy-wertigen Kontext K = (G, M, W, R), wenn Y V-Unterhalbver-
band von Br.(W)M ist, und

pv(A) = \/{B e VIB <p(A)}

gilt. Weiterhin heifit die Skalierung schlicht, wenn es fiir m € M A-Unterhalb-
verbinde Y, CB(W) gibt, sodal

Y ={B cBr.(W)M|B(m) €Y,,, Ym &€ M}

Wir withlen nun eine Menge von Beschreibungen M C Br.(WHM. Bezeichnen wir
den davon erzeugten V-Unterhalbverbandes mit YV := {\/ A|]A C M}, und den
zugehorigen schlicht skalierten Kontext mit Ky = (Br(G), Y, ¢y), so ist der

klassische Kontext K : %((NJ7 M, f) mit [ = IR, v (v ) inzidenzisomorph zu Ky

Da fiir eine Beschreibung B € M und eine Gegenstandsmenge A € Pr(G) gilt:
B < oy(A) & B < @A) (vel. 3.5.2), kénnen wir I wie folgt angeben: Fiir
l-ge Gund Be M ist

(l-g.B)el & B<p(-g)
& [-m(g) C B(m),Yme M

3.6.16. Satz. Sei K = (G, M, W, R) ein L-Fuzzy-wertiger Kontext und sei weiter
M C ‘BL(W)M eine Menge von Beschreibungen. Setzen wir:

Gi={l-gePr(()ge G, lel}
und weiter fir alle g € G, B € M, sowie l € L:
(1-g,B)yeT < 1-m(g) C B(m),Yme M

Dann existiert eine N-erhaltende Finbettung vom Begriffsverband des klassischen

Kontextes K = (G, M, 1) nach B(K). Gilt zusitzlich fir jedes A € Br.(G) und
jedes m € M :

A'(m) = \{B € M|A' < B},

so sind die Kontexte sogar isomorph.



82 KAPITEL 3. MEHRWERTIGE KONTEXTE

V=niedrig

(3=7. schnell
(G=schnell

G=langsam

F3

Abbildung 3.8: Ein skalierter Begriffsverband zum Kontext Autos

3.6.17. Beispiel. Wir betrachten noch einmal den [L-Fuzzy-wertigen Kontext
K = (G, M, W, T) aus Beispiel 3.6.10 (siehe Seite 77): Man kann fiir die Skalie-
rung beliebige Beschreibungen wiahlen, aber am einfachsten ist es, wenn man fiir
jedes Merkmal getrennt gewisse Beschreibungen aussucht. (Das heifit, wir skalie-
ren schlicht.) Um den Beschreibungen der Skalierung maoglichst intuitive Namen
geben zu konnen, definieren wir zunachst fir m € M und a € B, (W):

a fallsn=m
w — 1 sonst

(m=ua): M = (W)Y m— {

Nun wihlen fiir jedes Merkmal gewisse linguistische Werte, an denen wir interes-
siert sind. Dabei sind wir nicht an die Werte gebunden, die im I-Fuzzy-wertigen
Kontext vorkommen. Wir verwenden diese hier aber aus Griinden der Finfach-

heit:

Wy = {niedrig, mittel, hoch}

= == 1}

T T T
6 8 10 12 | 6 8 10 12 | 6 & 10 12

Wy = {langsam, ziemlich schnell, schnell}

A A
14— 4 — 1 — }

>

T T T T T —> 1 T T T
140 160 180 200 140 160 180 200 , 140 160 180 200
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Definieren wir nun M := {m = ajm € M,a € W,, }, so erhalten wir den skalierten

Kontext K = ((NJ7 M, f)7 mit:

\\
*@%Q}\Q\’ & ”{9&:@\& Q&\\
RIRNISEOES
T R R AN AN
*F1 X X X X
F1 X X X
TF2 | x X X X
F2 | % X
TF3 | x X X X
F3 | x X

Der zugehdorige Begriffsverband in Abb. 3.8 ist wesentlich leichter zu interpretie-
ren, als der Begriffsverband zu K (siehe Abb 3.7). Dies liegt zum einen an den
intuitiveren Namen fiir die Merkmale, und zum anderen an der Tatsache, dafl wir
viele ,uninteressante® Begriffe wegskaliert haben.
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Kapitel 4

Implikationen

Formal ist eine Implikation nichts weiter als ein Paar von Elementen z,y € V
eines endlichen Verbandes V. Wir schreiben hierfiir @ — y. Sie erhalten ihren
Sinn erst durch eine weitere Definition, welche festlegt, wann eine Implikation im

Verband gilt.

Implikationen spielen in der Begriffsanalyse eine grofie Rolle um Zusammenhéange
zwischen Merkmalen darzustellen. Ist K = (G, M, T) ein klassischer Kontext, so
bedeutet A — B, daf} ein Gegenstand, der mit allen Merkmalen einer Teilmenge
A C M inzidiert, auch die Merkmale m € B C M erfiillt. Angewendet werden
solche Implikationen beispielsweise in der Wissensexploration (siehe [Boe97]).

Aber auch in der Theorie relationaler Datenbanken werden funktionale Abhdingig-
keiten in einer ahnlichen mathematischen Situation gebraucht. Sei dazu 2 eine
Menge von Attributen und R eine Relation iiber 2[. Das heifit zu jedem Attribut
A € A gibt es einen Wertebereich D(A), und ein Tupel ¢ ist eine Abbildung, die
jedem Attribut A ein Flement aus dessen Wertehereich D(A) zuordnet. Schliefl-
lich ist R eine Menge solcher Tupel. (Fiir eine ausfiihrliche Einfithrung schlage
man in der Literatur {iber relationale Datenbanken nach. Neben der Vorlesung
von Prof. R. Laue [Laue], auf die ich mich hier beziehe, sei z.B. [May83] genannt.)
Dann bedeutet X =Y, daB je zwei Tupel t1,1, € R, welche auf einer Menge von
Attributen X C 2l iibereinstimmen, auch in den Attributen aus Y C 2 gleiche
Werte besitzen.

Allgemein kénnen Implikationen iiberall da Anwendung finden, wo ein Hiillen-
operator auf einem endlichen Verband dargestellt werden soll. Wir fassen nun
Ergebnisse zusammen, die in den eben genannten mathematischen Teilgebieten
iitber Implikationen gewonnen wurden, und geben sie allgemein fiir Hiillenopera-
toren v : V' — V iiber vollstdndigen Verbianden wieder.

Soweit nicht ausdriicklich etwas anderes angegeben wird, seien in diesem Kapitel
stets V' ein endlicher Verband und J eine Menge von ITmplikationen in V.

85



86 KAPITEL 4. IMPLIKATIONEN

4.1 TImplikationen im endlichen Verband

Eine Implikation an sich hat keine grofie Aussagekraft  sie ist nach Definition
lediglich ein Paar von Elementen von V. Bedeutung fiir V' erhélt sie erst durch
folgende Definition:

4.1.1. Definition. Ein a € V respektiert eine Implikation # — y in V genau
dann, wenn aus o < a bereits y < a folgt.

Betrachten wir zunichst, wie diese Definition in den oben erwidhnten Anwen-
dungsgebieten verwendet wird, um Implikationen im Kontext bzw. funktionale
Abhéangigkeiten zu definieren:

1. Sei K = (G, M, T) ein klassischer Kontext mit endlicher Merkmalsmenge.
Dann sagt man, eine Implikation A — B ¢ilt in K wenn alle Gegenstandsin-
halte ¢’ € P(M), mit g € GG die Implikation respektieren.

2. Ist A eine Attributenmenge, und R eine Relation iiber 2. Eine funktionale
Abhangigkeit X — Y gilt in R, falls fiir je zwei Tupel #;,#, € R folgende
Aussage gilt: Die Menge der Attribute, in welchen #; und 75 iibereinstimmen,
respektiert X =Y.

In beiden Fallen wird fiir die Implikation gefordert, daf} sie von gewissen Teilmen-
gen also von Elementen einer Potenzmenge respektiert wird. Da dies jeweils die

einzige grundlegende Definition ist, wird die ganze Struktur von Implikationen
durch 4.1.1 bestimmt.

Wir sagen im folgenden, a respektiere eine Menge J von Implikationen, falls a
jede Tmplikation x =y € J respektiert, und bezeichnen mit

5 :={a € Vl]arespektiert J}

die Menge aller a € V', welche J respektieren.

4.1.2. Hilfssatz. $35 ist ein A-Unterhalbverband von V.

Beweis: 1y respektiert alle ¥ —y € J, denn es gilt immer y < Ty.

Seien A C $5 und =y € T beliebig. Dann folgt aus < A A bereits # < a fir
alle a € A. Da all diese a die Implikation # —y € J respektieren, gilt auch y < a
fiir alle a € A. Also ist y < A A, d.h. A\ A respektiert 2 —y. O

In Kapitel 1 (Satz 1.3.2) haben wir bereits gesehen, dafi zu jedem A-Unterhalb-
verband ein Hiillenenoperator existiert. Diesen bezeichnen wir mit:

Y3 1= Yoyt V = Via— /\{b € H5la < b}
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4.1.3. Hilfssatz. Den Hiillenoperator vy - V. — V' kénnen wir wie folglt berech-
nen. Wir setzen fiira € V:

a’ == aVv \/{y|"r—>y € Jundx < a},

a’? = a’v \/{y|"r—>y € Jundx < a’},

und definieren J(a) = a”° als das erste Element dieser Folge, fiir das gilt:
J(a) = J(a)’. Dann ist
1(a) = I(a).

Beweis:

1. Da V endlich ist, muB die monoton wachsende Folge (a”, a7, ...) stagnieren,
es gibt also so ein J(a).

2. Nach Konstruktion von J(a) gilt: J(a) respektiert alle Implikationen in J, d.h.
j((]) € 975.

3. Ist b€ H3 mit a < b, so gilt: T(a) <b.

Angenommen, es ist J(a) £ b. Dann gibt es ein ag = a” mit ag < bund a3 £ b.
Sei nun Jg := {2 =y € Tz < ap}. Fir alle 2 = y € Ty gilt demnach = < b.
Da b alle Implikationen aus Jq C J respektiert, folgt y < b. Dann ist aber auch
ald = ao V \Hylr =y € Jo} < b, was ein Widerspruch zur Definition von ag
ist. U

Wir kénnen also jeder Menge J von Implikationen in V' einen Hiillenoperator
v5: V. — V zuordnen. Fine naheliegende Frage ist nun, fiir welche ITmplikatio-
nenmengen die zugehorigen Hiillenoperatoren identisch sind. Hierzu betrachten
wir den Abschluf§ einer Implikationenmenge:

4.1.4. Definition. Eine Implikation # —y in V folgt (semantisch) aus J, falls
jedes a € V| welches alle Implikationen aus J respektiert, auch = — y respektiert,

d.h. falls gilt
35 C Hinoyy-

Der Abschlufs 3% von T sei die Menge aller Tmplikationen, die aus J folgen. J
heiBlt abgeschlossen, falls 3 = J7F ist.

Der Abschlufl 3T ist eine Obermenge von J, denn jede Tmplikation » -y € J
folgt trivialerweise aus J. Nach Definition von £5 gilt damit £5 2 $(5+), und weil
alle Tmplikationen in 37 aus J folgen, gilt $5 = H5+. Der Hiillenoperator zu £y
ist 5, also kénnen wir folgern:

4.1.5. Hilfssatz. Fs gilt:
Y3 = V()
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Wir verwenden nun folgendes Frgebnis aus der Theorie der funktionalen Ahb-
hangigkeiten ([Laue]), um J% zu charakterisieren:

4.1.6. Satz. (Armstrong-Axiome)Sei J eine Menge von Implikationen in ei-
nem endlichen Verband V. Dann gilt fiir alle w,z,y,z € V:

Al. z—2€J"
A2. z—=yeTd" und x <z = z—yeJt
A3. z2—=yeTd" und yVz—=weJt = 2VzoweJT

Die 3 Aziome erzeugen It wvollstindig, d.h. man kann jede Implikation, die aus
J folgt, durch sukzessives Anwenden der Regeln (A1)  (A3) herleiten.

Beweis:

Al. x — 2 wird trivialerweise von allen a € V respektiert: @ < a = x < a.

A2. Fiir alle a € V, die x — y respektieren, folgt aus z < a wegen @ < z bereits
r <a =y <a, also respektiert a auch z—y.

A3. a € V respektiere sowohl ©# — y als auch yV z = w. Aus #V z < a folgt
einerseits @ < a und aufgrund der ersten Implikation y < a. Andererseits folgt
aus * V z < a auch z < a, also insgesamt y V z < a. Weil a auch die zweite
Implikation respektiert, gilt also w < a. Wir haben =V z < a = w < a gezeigt,
und somit respektiert @ auch die Implikation 2 V z = w.

7um Beweis fiir die Vollstandigkeit der Axiome benétigen wir noch mehr Theorie:

Sei J* die kleinste Obermenge von J, so dafl durch Anwenden der Armstrong-
Axiome (A1) (A3) auf J* keine weiteren Implikationen erzeugt werden komnen.
Wir bezeichnen J* auch als Armstrong-Abschiufl von J.

Unser Ziel ist nun, zu zeigen, dafl J3* = J% ist. Hierzu haben wir bereits die
Inklusion J* C J% gezeigt.

4.1.7. Hilfssatz. [Fiir 3 gelten neben den Armstrong-Aziomen noch folgende
weitere Regeln (fir v,y,z € V):

Ad. a—=syeT undy—z€T = ax—2z€ T
Ab. a—=syeT und x—z€T* = r—yVzeT”
Ab6. r—=>yeT undy >z =>ar—z€J*

Beweis:

A4. folgt aus (A3) mit z = o A y.

A5. Aufgrund von (A1) gilt yVz—yVz € J°. Mit (A3) folgt aus 2 — y und
yVz—=>yVziaVz—=>yVz € J° und weiter aus @ = z und 2 Vz — yV z:
rVaer—yVzeTn

A6. Wegen (A1) ist z—z € J° und wegen (A2) auch y—z € 3*. Aus z—y und
y— z folgt aber mit (A4) : =2z € J*, O
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Definieren wir nun fiir @ € V den Armstrong-Abschluf:
a = \[{b€e V]e—be T}
so konnen wir J* wie folgt charakterisieren:

4.1.8. Hilfssatz. Fiir v,y € V qilt:
roy e ey <a”

Beweis: Die Richtung .= gilt nach Definition von 2* und die Riickrichtung
folgt mit (A6) aus 2 — 2 € J*. Letzteres erhdlt man durch sukzessives Anwen-
den von (A5) auf alle ¥ = y € J*. (Hierzu bendtigen wir die Endlichkeit des
Verbandes). O

Nun konnen wir den Beweis von Satz 4.1.6 fortfithren:

Beweis: (der Vollstandigkeit der Armstrong-Axiome (4.1.6))

71 zeigen ist: J* C J*. Sei v — y & T, d.h. # — y kann nicht aus J mit Hilfe
der Armstrong-Axiome abgeleitet werden. Falls wir ein @ € V finden, welches alle
Implikationen aus J respektiert, aber nicht x —y, so ist * =y & J*, der Satz ist
dann also bewiesen.

Wihle a := a*: 2* respektiert nicht @ — y, denn es gilt # < 2* (¢ —» 2 € J*
wegen (A1) und 4.1.8). Aber es ist nicht y < 2* (sonst wire x =y € 3*  wieder
aufgrund von 4.1.8). Andererseits respektiert 2* alle Implikationen aus J: Sei dazu
v—w € J. Falls v £ 2 ist, so respektiert 2* die Implikation v —w trivialerweise.
Sei also v < 2*. Dann ist nach 4.1.8 x — v € J*. Mit (A4) ist auch 2 = w € T,
woraus wir wieder mit 4.1.8 folgern: w < a*, d.h. 2* respektiert v —w. O

Damit ist 4.1.6 bewiesen, es ist also 3% = J*. Wir verwenden ab jetzt nur
noch die Bezeichnung J* fiir den Abschluf einer ITmplikationenmenge. Auch der
Armstrong-Abschlufl a*, den wir fiir den Beweis benétigt haben, ist nun hinféllig,
denn es gilt:

4.1.9. Hilfssatz. Fliir jedes a € V gqilt:

vala) = d”

Beweis: Nach 4.1.5 ist y5(a) = yi5+)(a), und v+ bildet nach Definition a auf
das kleinste @ € V mit a < a ab, welches alle Tmplikationen in J% respektiert.
Wegen a — a* € JTgilt demnach: v5(a) > a*. Wir miissen also lediglich zeigen,
da} a* alle Tmplikationen in J* respektiert. Dies ist aber der Fall, denn gibe es
eine Tmplikation =y € It mit # < ¢* und y £ a*, so ware mit (A2) auch
a* —y € I und mit (A4) und a — a* € T wiirde folgen: @ —y € J*. Dann
stande aber y £ a* im Widerspruch zur Definition von a*. O
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4.1.10. Folgerung.

It ={ar—ylr e V,y <ys(x)}

Wir haben bisher jeder ITmplikationenmenge einen Hiillenoperator zugeordnet.
Definieren wir nun umgekehrt fiir jeden Hiillenoperator v : V. — V die Menge

3, ={r—ylr e Viy <~(x)},

so gilt:

4.1.11. Hilfssatz.
13" =30
2. Fiir jeden Hiillenoperator v: V. — V gilt: v = vy(3.).

3. 3., ist fiir jeden Hiillenoperator v abgeschlossen.

Beweis:
1. Dies folgt aus 4.1.10 und der Definition von J,:

Tt ={r—ylr e Viy <y(2)} =3y

2. Betrachte y(5,)(a) fiir ein @ € V. Nach Definition ist (5, )(a) das kleinste . € V
mit a < a, welches alle Implikationen in J, respektiert. Da nun a — y(a) € 7,
(und a < y5,y(a)) ist, gilt: y(a) <3, (a). Ahnlich wie im Beweis zu 4.1.9 geniigt
es also zu zeigen, daB ~v(a) alle Tmplikationen in 3, respektiert: Sei @ — y €
3., beliebig mit < ~(a). Da v monoton wachsend und idempotent ist, folgt
y <~v(x) <y(y(a)) <7(a), also respektiert v(a) die Implikation.
3. J, ist genau dann abgeschlossen, wenn J, = (J,)7 ist. Dies gilt aber nach (1)
und (2):

(jw)+ = j(wgw)) =3, O
Fassen wir die bisherigen Ergebnisse in einem Satz zusammen:

4.1.12. Satz. (Hauptsatz fiir Implikationen) Sei V' endlicher Verband. Die
abgeschlossenen Implikationenmengen in V' sind dann genau die Hiillenoperatoren

auf V. Das heifst:

1. Zu jedem Hiillenoperator v : V. — V' existiert eine abgeschlossene Implikatio-
nenmenge J.:

3, =A{r—yly <~(2)}

2. Zu jeder Implikationenmenge J in V' kann man einen Hiillenoperator ~v5 an-
geben:
v3: V= Viar J(a)
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3. Ist 3 abgeschlossen, so sind die angegebenen Operatoren zueinander invers,
d.h.

= 70

=7

32

(v3)

Beweis: Der Hilllenoperator v ist nach 4.1.3 wie angegeben. Die restlichen Aus-
sagen wurden in 4.1.11 gezeigt. U

Wir kénnen nun zu jedem Hiillenoperator eine aquivalente Implikationenmenge
J., angeben. Leider enthidlt J, sehr viele Implikationen, obwohl die meisten zur
Beschreibung von + gar nicht notwendig sind. Wir suchen also zu gegebenem
Hiillenoperator v nach méglichst kleinen Teilmengen 3 C 7, sodaf} v3 = v gilt.

4.1.13. Definition. Eine Implikationenmenge J heilit nichiredundant, wenn kei-
ne der Implikationen aus den anderen folgt, d.h. falls gilt:

3, C3:3CT.

Sei weiter vy Hiillenoperator. Dann heiflt J wvollstindig oder Krzeugendensystem
von =, falls gilt
It =17,

Ein nichtredundantes Erzeugendensystem von v nennen wir Basis von ~.

Wir geben nun eine natiirliche und eindeutig bestimmte Basis zu jedem Hiillen-
operator v : V. — V an. Hierbei orientieren wir uns an einer Arbeit von Guigues
und Duquenne [GuDu86]. Dort wurde laut [GaWi96] fiir den Spezialfall des klas-
sischen Kontextes (als Hiillenoperator dient hier die zweite Ableitung von Merk-
malsmengen) mit Hilfe sogenannter Pseudoinhalte eine solche Basis eingefiihrt.
Da der Name Pseudoinhalt in Anlehnung an Begriffsinhalte gewédhlt wurde, ist es
wohl sinnvoller, die entsprechende Verallgemeinerung hier Pseudohiille zu nennen.
Diese sind rekursiv definiert:

4.1.14. Definition. Sei v : V — V Hiillenoperator. Ein p € V heifit Pseudohiille
von 7, falls y(p) # p ist, und falls fiir jede Pseudohiille ¢ < p auch y(q) < p gilt.

4.1.15. Satz. Ist v : V. — V Hiillenoperator, so ist die Implikationenmenge
J:={p—=~(p)lp Pseudohiille von ~}
nichtredundant und vollstindig. Sie heifst Dugquenne-Guigues-Basis von .

Beweis: Es gilt 3 C J, nach Definition von J,, also ist auch 3t C ’Ji’ = 7J,.
Um 3, C 3% zu verifizieren, geniigt es 7zu zeigen, daf} jedes a € V', welches J
respektiert, eine Hiille zu ~ ist, daf also ¢ = ~v(a) gilt. Sei also a € 5. Dann
respektiert a inshesondere alle Implikationen p— (p), wobei p Pseudohiille ist.
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Das heifit, fiir alle Pseudohiillen p mit p < a gilt: y(p) < a. Angenommen, es ist
v(a) # a. Dann ist a selbst Pseudohiille, a — ~v(a) ist also in J enthalten. Da aber
a die Tmplikation @ — v(a) nicht respektiert, fithrt dies zu einem Widerspruch.
Also mufl a = v(a) gelten, das heiBt, a ist Hiille.

Wir miissen noch die Nichtredundanz von J zeigen: Jede beliebige Pseudohiille
p € V respektiert I\ {p—~(p)}, denn fiir jede weitere Pseudohiille ¢ mit ¢ < p
ist auch v(¢) < p. Andererseits respektiert p nicht die ITmplikation p—~(p), also

ist 3Z (I\ {p—=~(p)H*. O

In der Datenbanktheorie werden noch folgende weitere Figenschaften von Impli-
kationenmengen betrachtet:

1. Eine Basis J von v heifit minimal, falls es keine weitere Basis Jq gibt, die mit
echt weniger Implikationen auskommt.

2. Eine Basis J heillt linksreduziert, falls alle Implikationen x — y € J links-
reduziert sind. Letzteres ist der Fall, falls es kein xq < a gibt, sodaff die
Implikationenmenge (J\ {x = y}) U {xo =y} ein Erzeugendensystem von v
ist.

3. Fine Basis J heildt rechisreduziert, falls alle Implikationen # —y € J rechtsre-
duziert sind, das heift, falls es kein yo < y gibt, sodaB (I\ {z —y})U{z =y}
Erzeugendensystem von ~ ist.

Fiir eine weiterfithrende Arbeit ware es interessant, zu untersuchen, inwieweit
diese Eigenschaften von der Duquenne-Guigues Basis erfiillt sind. Die Minima-
litdt miiite man ohne groflere Schwierigkeiten beweisen kénnen, falls es méglich
ist, die entsprechenden Satze, welche in [Laue] fiir funktionale Abhdngigkeiten
bewiesen wurden, zu verallgemeinern. Allerdings ist die Duquenne-Guigues-Basis
weder links- noch rechtsreduziert, und diese Eigenschaften wiirde man nur auf
Kosten der Eindeutigkeit erzeugen kénnen. In einem distributiven Verband V
(d.h. Supremum und Infimum verhalten sich zueinander distributiv: A (yV z) =
(xAy)V(zAz)und 2V (yAz)=(xVy)A(zVz)) konnte man zwar mit Hilfe
von

2% = /\{U|T Vy=n~(z)}

anstatt p—~(p) die Implikationen p— p° als Implikationenbasis verwenden. Aber
auch diese Basis ist im Allgemeinen nicht rechtsreduziert.

Weiterhin wére es sinnvoll — in Anlehnung an die ringférmigen Abhéngigkeiten
(siehe [Laue])  ringformige Implikationen (a1,...,2,) — y einzufithren, weil
dadurch eine iibersichtlichere Darstellung der Duquenne-Guigues-Basis moglich
wire. (Fine ringformige Tmplikation (a1,...,2,) —y steht fiir die Implikationen
r; = x; und 2, =y mit 1 < 7,7 < n.) Die Duquenne-Guigues-Basis enthalt
hochstens so viele ringférmige Implikationen, wie es Hiillen gibt.
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4.2 Implikationen im Kontext

Wir wenden nun die bisherigen allgemeinen FErgebnisse auf die formale Begriffs-
analyse an, d.h. wir untersuchen Implikationen im endlichen Verbandskontext
K = (X,Y,¢). Hierzu definieren wir zunéchst:

4.2.1. Definition. Sei K = (X, VY, ¢) ein endlicher Verbandskontext, und seien
y1,y2 € Y. Eine Implikation y; — yo ¢ilt in K, falls fiir alle x € X gilt: Die
Ableitung ' respektiert die y; — ys.

Die Menge aller Implikationen, die im Kontext gelten, bezeichnen wir mit J(K).

4.2.2. Satz. Sei K = (X, Y, @) ein endlicher Verbandskontext und yi — ya eine
Implikation in'Y . Ks sind dquivalent:

1. y1—=ys gilt in K
2. y2 <y
3. Alle Begriffsinhalte von K respektieren y3 — ys.

Beweis:

1 = 2%y —yo gilt in K falls alle Ableitungen 2/ mit @ € X die Implikation
respektieren, inshesondere x := y|. Aus y; < yi folgt demnach: y, < y.

»2 = 3% Sei 2’ € ¢(X) beliebiger Begriffsinhalt. Falls y; < 2’ ist, so ist auch
y2 <y <2 =a'. Also respektiert 2’ die Implikation y; — ys.

»3 = 1% Die Ableitungen z’, » € X sind genau die Begriffsinhalte. O

Mit der Definition von J, (siehe Seite 90) folgt aus 4.2.2:

4.2.3. Folgerung. Bezeichnen wir mit v := @ op? die zweite Ableitung in YV, so
ist 3(K) =7,

Beweis: ’JW = {y1 —>y2|y1 eY y < l/{l} = j(K> U

Wir wissen aus Kapitel 2, daB es zu jedem Verbandskontext K = (X, VY, ) einen
inzidenzisomorphen klassischen Kontext K, gibt. Man erhilt so einen klassi-
schen Kontext, indem man V-dichte Teilmengen ¢ C X, M C Y wéihlt und
I :=TRam(p) setzt. Die Frage ist nun, welcher Zusammenhang zwischen den
Implikationen in K und K, besteht.

4.2.4. Hilfssatz. Sei K = (XY, @) Verbandskontext, und seien G C X, M CY
V-dicht. Sei weiter K. = (G, M, 1) mit I := 1Rg m(¢) der zugehirige klassische
Kontext. Dann qilt fiir die Abbildungen

LY = BM),y— {me Mm <y}
T PM) =V, A\ A

milt y,y1,y2 €Y und B, By, By CP(M):
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1. ¢ und 7w sind monoton. Fs gilt sogar:

1 <y & (yr) Cu(ye)
B] g BQ = W(R]) S W(RQ)

2. 1 ist N-erhaltend und 7 ist V-erhaltend:

D)

Ly Nyz) = () N elya)
m(BiU By) = 7n(By) vV a(B,)

3. Fiirmouw und rom qilt:

y = m(1(y)
B C u(n(B))

4.t und 7w sind vertauschbar mit der zweiten Ableitung in K bzw. K, :

(y") = u(y)”
ﬂ_(B//) W(R)//

Aus den Punkten (1) (3) folgl insbesondere, dafi i residuierte Abbildung und m
zugehorige residuale Abbildung ist.

Beweis:

1. 3. folgen aus der Definition von « und 7, sowie der V-Dichtheit von M in V.
4. K, kann man als Potenzmengenkontext (‘B(G), B(M), ¢.) auffassen, wobei
0. 1= GAgp@)powny( 1) die Galoisabbildung zu [ ist. Dann sind K und K, inzi-

denzisomorph. Der zugehorige Inzidenzisomorphismus ist v = (vx, vy ), mit

x G = IY(P(G)), g = {g} und
vy M = TY(B(M)),m — {m}.

Durch diesen Inzidenzisomorphismus erhalten wir weiter einen Begriffsisomor-

phismus u = (ux,py): X XY = B(G) x P(M), wobei fiir y € ¥ gilt:

v (y) =\ v (m)lm <y} = {mlm <y} = uy).

Also ist « Teil eines Begriffsisomorphismus, d.h. inshesondere vertraglich mit der

zweiten Ableitung (vgl. Satz 2.4.6):

") = ux (') = ofy)"

Die Vertriglichkeit von m mit der zweiten Ableitung folgt analog aus dem Be-
griffsisomorphismus v = (vx, vy ) B(G) X B(M) — X x Y, mit

v (A) = \{w ' (fmh{m} € A} = \/{mlm € A} = x(A). O

Nun kénnen wir den Zusammenhang der Implikationen in K und K, betrachten:
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,_\
N
N
x|>
x|m

X Y |

Abbildung 4.1: Fin Verbandskontext

4.2.5. Satz. Die Voraussetzungen seien wie in 4.2.4. Dann besteht zwischen der
Menge 3(K) aller Implikationen in K, und den Implikationen im klassischen Kon-
text K. folgender Zusammenhang:

1. Fir yi,ys € Y gill y1 —y2 genau dann in K, wenn o(y1)— (y2) in K, gill.
2. Sei Ay, Ay C M. Falls Ay — Ay in K. gilt, so gilt auch (A1) = 7m(A) in K.

Beweis: Dies folgt aus 4.2.4, zusammen mit 4.2.2:

Loyi = yagiltin K €y <y & u(y2) < u(yy) = )" & o(yr) = (y2) giltin K.
2. Die Implikation Ay — A, gilt genau dann in K., wenn Ay C A7 ist. Daraus
folgt m(A2) < w(AY) = w(Ay)”, was bedeutet, daff 7(A;) = 7(Ay) in K gilt. O

Betrachten wir die Duquenne-Guigues-Basis von J(K). In der Begriffsanalyse
werden die Pseudohiillen iiblicherweise Pseudoinhalte genannt, in Anlehnung an
die Begriffsinhalte, welche ja die Hiillen des Hiillenoperators darstellen.

Es stellt sich die Frage, ob man die Duquenne-Guigues-Basis eines Verbands-
kontextes aus der entsprechenden Basis des zugehorigen klassischen Kontextes
gewinnen kann. Hierzu habe ich aber kein geeignetes Verfahren gefunden. Es ist
insbesondere fiir einen Pseudoinhalt P C M von K. nicht immer auch 7(P) ein
Pseudoinhalt, und es gibt auch nicht unbedingt fiir jeden Pseudoinhalt p € YV
von K einen Pseudoinhalt P in K., sodall 7(P) = p ist:

4.2.6. Beispiel. Betrachte den Verbandskontext K = (X,VY,¢), aus Abb. 4.1:
Die Verbandsstrukturen von X und Y sind wie angegeben, und ¢ ist iiber die
V-dichten Teilmengen G = {1,2} C X und M = {A, B,C, D} C Y durch
die Inzidenzrelation [ definiert, d.h. ¢ := GAxy(7). Der klassische Kontext
K. = (G, M, T) ist dann inzidenzisomorph zu K.

Begriffsinhalte im klassischen Kontext K, sind (}, {A, B} und {A, B,C, D}, Pseu-
doinhalte sind {A}, {B}, {C'}, und {D}. Also besteht die Duquenne-Guigues-

Basis von K, aus folgenden Elementen:
3 = {HAY A BLABY = {A BYACY = {A, B,C, D} D} 5 {A, B,C, D} |

Wie wir im Beweis von Satz 4.2.4 gesehen haben, ist m Teil des Begriffsisomorphis-
mus v = (vyx, ), also Isomorphismus zwischen den Begriffsinhalten von K, und
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K. Wir kennen demnach die Begriffsinhalte in K: 0y = (@), B = 7({A, B}) und
D =m({A, B,C, D}). Die Pseudoinhalte in K bestimmen wir mit Hand nach der
Definition: A (A” = B)und BVC ((BVC)" = D) sind die einzigen Pseudoinhalte
in K,.. Wie wir sehen kénnen, bildet 7 leider keinen nutzbaren Zusammenhang
zwischen den Pseudoinhalten von K, und K: Zwar ist A = 7({A}), es gibt al-
lerdings keinen Pseudoinhalt P in K. mit 7(P) = BV C. Weiter sind zumindest
7({B}) = B und n({D}) = D Begriffsinhalte, wihrend 7({C}) = ' weder Be-
griffsinhalt (C” = D), noch Pseudoinhalt ist. (Pseudoinhalt A ist kleiner als ',
aber A7 =B £ ()

Wir kénnen also nicht ohne weiteres die bereits vorhandenen Algorithmen fiir
klassische Kontexte verwenden, um die Duquenne-Guigues-Basis eines Verbands-
kontextes K zu bestimmen. Also formulieren wir die Algorithmen neu. Hierbei
betrachten wir allerdings wieder den allgemeinen Fall von Hiillenoperatoren in
endlichen Verbénden.

4.3 Algorithmen zur Darstellung von Hiillen-
operatoren

Wie wir bereits am Anfang des Kapitels erwédhnt haben, bieten sich Implika-
tionen an, um einen Hiillenoperator v : V. — V in einem endlichen Verband
darzustellen. Die nétigen mathematischen Grundlagen hierzu haben wir bereits
gezeigt. Nun widmen wir uns den eher praktischen Problemen, die sich bei einer
Anwendung dieser Idee stellen. Dies ist zum einen die Frage, wie man zu einem
gegebenen Hiillenoperator die Pseudoinhalte und damit die Duquenne-Guigues-
Basis erhilt, und zum anderen die Notwendigkeit eines effizienten Algorithmus,
um anschlieend mit J(a) fiir a € V Werte des Hiillenoperators ausrechnen zu
konnen.

In diesem Abschnitt sei V stets ein endlicher Verband, J eine Implikationenmenge
in V und v: V. — V ein Hiillenoperator.

4.3.1 Der Algorithmus von Linclosure

Um die erste Frage zu beantworten, werden wir den Algorithmus zur Berechnung
von J(a) in leichter Variation mit verwenden, also betrachten wir zunichst dieses
Problem. Fin erster Ansatz wird bereits durch 4.1.3 gegeben:
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begin
b:=a;
repeat
c:=b;
for each r—y €7 do
if # <b then b:=bVy; fi
od
until ¢ = b;
return b;
end.

Um die Effizienz von Algorithmen zu betrachten, gehen wir davon aus, daf§ Ver-
bandsoperationen  der Vergleich zweier Elemente in V| die Zuweisung eines
Wertes an eine Variable, sowie die Berechnung des Supremums bzw. Infimums
zweier Elemente jeweils mit Aufwand O(ey) moglich ist. In einer Potenzmenge

B(M) ist beispielsweise ey = |M|.

Mit dieser Hilfshezeichnung kénnen wir den Aufwand des obigen Algorithmus an-
geben: Mit der inneren for-Schleife werden O(|J|) Verbandsoperationen durch-
gefithrt, und die &uflere repeat-Schleife wird im ungiinstigsten Fall |J| mal durch-
laufen. Also ist der Aufwand des Algorithmus insgesamt

O(|j|2 * Cv).

Das ist keineswegs optimal. In diesem Algorithmus wird fiir jede Implikation
mehrmals gepriift, ob x < b gilt. In der Datenbanktheorie wurde hierfiir der
effizientere LINCLOSURE Algorithmus entwickelt (siehe [Laue]), welcher allerdings
speziell auf Potenzmengen zugeschnitten ist.

Wie wir bereits in Kapitel 2 gesehen haben, kann man jedoch jeden vollstindigen
Verband in eine Potenzmenge einbetten. Hierzu bendtigen wir eine V-dichte Teil-
menge M von V. Mit Hilfe folgender Abbildungen kénnen wir dann  wie wir
bereits in 4.2.4 gesehen haben  eine enge Beziehung zwischen B(M) und V

beschreiben:

2V —=>BM),v = {me Mm<wv} und
T PM) =V, A=\ A

Es gelten namlich die Punkte (1) (3) aus 4.2.4 (Fiir diese Aussagen ist kein

Kontext notwendig, sie gelten also allgemein fiir endliche Verbinde V)

Bei Aufwandsbetrachtungen gehen wir davon aus, dafl |[M| < O(ey ) ist, was durch
geignete Wahl von M C V maglich sein miifite. Durch diese Annahme kénnen wir
Operationen auf Teilmengen von M wie Verbandsoperationen betrachten. Weiter



98 KAPITEL 4. IMPLIKATIONEN

nehmen wir fiir die beiden Abbildungen + und 7 an, daf§ die Auswertung an einer

Stelle jeweils mit O(cy) Operationen maoglich ist.

Mit Hilfe der Korrespondenz zwischen V und B(M) formulieren wir jetzt den
Algorithmus LINCLOSURE zur Berechnung der Werte von ~5. Hierzu sind aber
Zusatzinformationen fiir die Implikationenmenge J notwendig: Wir speichern fiir
jedes m € M in der Liste impl(m) Zeiger auf alle Implikationen =y € J mit
m < .

4.3.1. Algorithmus. (LINCLOSURE) Sei M C V eine V-dichte Teilmenge, und
sei fiir jedes m € M die globale Variable impl(m) := {# — y € Jm < 2}
gegeben. Dann berechnet der Algorithmus fiir ein @ € V den Wert J(a) des
Hiillenoperators 5.

begin
b:=a;
for each v—y € J do
count(x—y) := |u(2)];
if [i(2)] =0 then b:=bVy; fi
od
update :== 1(b); finished := 1(b);

while update # ) do
choose m € update; update := update — m;
for each x—y € impl(m) do
count(x—y) := count(x—y) — 1;
if count(x—y) =10 then
b:=bVy;
add := 1(b) — finished;
finished := finished U add;
update := update U add;
fi
od
od
return b;
end.

4.3.2. Bemerkung.
1. Der Algorithmus 4.3.1 ist korrekt, d.h. er gibt J(a) aus.
2. Der Aufwand von 4.3.1 betrigt

O([3] * ev)

Beweis:
1. Wahrend des Algorithmus werden Operationen b := bV y genau dann durch-
gefiihrt, wenn fiir eine Implikation » — y € T gilt: Allem € M mit m < «
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sind auch kleiner oder gleich b. Dies ist aber dquivalent zu = < b. Also gilt nach
Ablauf des Algorithmus fiir alle Implikationen x —y mit x < b auch y <b, d.h.
b respektiert alle Implikationen. Andererseits wurde b am Anfang auf a gesetzt,
und nur um die wirklich nétigen y mit @ —y € J erweitert, also ist b auch das
kleinste Element in V| welches grofler oder gleich a ist und alle Implikationen in
J respekiert.

2. Die Initialisierung der Variablen count(x — y) wird mit Aufwand O(|3] * ¢v)
erledigt. Die while-Schleife wird hochstens | M| mal durchlaufen, in jedem Durch-
lauf wird die innere for each-Schleife hochstens |J| mal ausgefithrt, also werden
Variablen count(x — y) hochstens O(]J3| x [M]) mal dekrementiert und auf Null
getestet. Fiir jede Implikation kann weiter die innerste if-Anweisung hochstens
einmal ausgefithrt werden und der Aufwand dieser Anweisung hetragt O(cv).
Gehen wir davon aus, dafi |M| < O(ey) ist, so ist also der Gesamtaufwand des

Algorithmus O(|J] * ey ). O

Ist die Anzahl der Hiillen voraussichtlich wesentlich kleiner als die der Pseu-
dohiillen, so kann man den Algorithmus LINCL.OSURE an diese Situation anpas-
sen: Die rechten Seiten aller Implikationen der Duquenne-Guigues Basis J sind
namlich Hiillen. Hat man nun im Algorithmus eine Implikation g — yo auf b
angewendet, so kann man count(x — yo) := 0 setzen, fiir alle Implikationen mit
der rechten Seite yo. Dadurch wird die innere if-Anweisung hochstens einmal fiir
jede Hiille aufgerufen.

4.3.2 Berechnung aller Hiillen

Bevor wir nun das Problem der Berechnung aller Pseudohiillen betrachten, geben
wir einen Algorithmus HULLEN an, welcher alle Hiillen eines Hiillenoperators
berechnet. Unser eigentliches Problem kénnen wir dann durch kleine Abdanderun-
gen im Algorithmus losen.

Sowohl der Algorithmus HULLEN als auch die Variation DUQUENNE-GUIGUES,
welche schlieBlich die Duquenne-Guigues-Basis erzeugt, wurden in [GaWi96] fiir
Hiillenoperatoren in Potenzmengen besprochen: Sie hendtigen eine vollsténdige
Ordnung auf dem Verband, wofiir man im Falle einer Potenzmenge die lektische
Ordnung nimmt:

4.3.3. Definition. Sei M Menge mit n Elementen, vollstindig geordnet mit-
tels <. Wir nehmen ohne Einschrankung M = {1.... n} und definieren fiir zwei

Mengen A, B C M und fiir2 € M
A<, B An{l,....i—1}=Bn{l,....i —1}undi € B\ A.
Weiter definieren wir die lektische Ordnung auf M:

A<B:esdhheM: A<, B
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Durch < ist eine vollstdndige Ordnung auf P(M) definiert, und es gilt:
ACB=A<B.
Setzen wir fiir A C M und 1 € M:!
Adi=(An{l,....i— 1} U{i}
so erhalten wir:

4.3.4. Satz. Ohne Finschrinkung sei M = {1,...,n} endliche Menge und sei
v B(M) = B(M) Hiillenoperator auf B(M). Fir A C M ist die beziiglich der
lektischen Ordnung kleinste Hiille, welche echt grofier als A ist, gleich

(A @),

wobei i das grofite Element von M ist mit A <, y(A @ 1).

Beweis: siche [GaWi96], Satz 5 auf Seite 67. Wir beweisen weiter unten den
allgemeineren Fall fiir endliche Verbande. U

Wie kénnen wir nun die lektische Ordnung auf endliche Verbande erweitern?
Nun, wir verwenden wieder eine V-dichte Teilmenge M C V und die beiden
Abbildungen + und m. Satz 4.3.4 benétigt eine vollsténdige Ordnung auf M. Da
wir < bereits fiir die Ordnung des Verbandes verwenden, bezeichnen wir die
vollstandige Ordnung auf M mit <.

4.3.5. Definition. Sei V endlicher Verband und M C V V-dicht. Weiter sei <
eine vollstindige Ordnung auf M. Fiir a,6 € V und 7 € M ist dann:

a=<;b:& la) < 0(b)
a<b:AeM:a=<;b
a®i = m(la)d)

Fiir a < b sprechen wir ,a ist lektisch kleiner als b%.

Im folgenden sei stets M C V' V-dichte Teilmenge, die mittels < vollstindig
geordnet ist.

Wir kénnen dann fiir einen Hiillenoperator v : V. — V' die Menge £, aller Hiillen
lektisch erzeugen:

' Achtung: Tch weiche hier von den in [GaWi96] verwendeten Bezeichnungen ab!
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4.3.6. Hilfssatz. Sei v : V. — V' Hiillenoperator. Dann gilt fir a,b,c € V und
1,7 € M:

1. Durch < ist auf V' eine vollstindige Ordnung definiert, mit a < b= a < b.
2. Ista <; b und a <; ¢ mit 1 < 7, so gilt: ¢ <; b.

3. a=<:b=ad1<b

4. a <;bundb=~(b) = a <, y(a®1)

Beweis:

1. Die Vollstandigkeit der lektischen Ordnung folgt aus der Definition: Sie ist die
Projektion einer vollstandigen Ordnung der Potenzmenge P(M) auf V. (Es gilt
namlich a < b & 1(a) < 1(b).)

Sei a < b. Es gilt a = w(v(a)) und b= 7(:(b)). Also muB «(a) # «(b) sein. Aus der
Monotonie von « folgt schlieBlich «(a) C «(b), d.h. (@) < «(b). Dies ist widerum
aquivalent zu a < b.

2. Firke Mmitk <igitt k<aso k<bs k<c Ausa <;bfolgt 1 <bund
1 L a. Daa <; emit 5 =1, ist auch 1 £ ¢, also gilt insgesamt ¢ <; b.

3. Aus a <; bfolgt t(a)N{k € M|k < i} C «(b) und i € «(b), also ist auch
t(a) @i Cu(b). Mit der Monotonie von m folgt a @1 = 7(v(a) i) < w(c(b)) = b.
4. Aus a <; b folgt nach (3) a @1 < b, also ist auch ¢ := y(a B 1) < ~v(b) = b. Das
heiit, entweder ist ¢ = b, dann ist die Behauptung trivial, oder es gibt ein 5 € M
mit ¢ <; b.

Weiter ist 7 £ a, also ist a <; a ® 1. Aus a @1 < ¢ folgt a < ¢ mit & < 1.
Insgesamt haben wir @ <, ¢ <; b, woraus folgt: a <; b, mit [ = min(k, 7). Wir
haben allerdings vorausgesetzt a <; b, also ist 1 = [ < k.

Insgesamt ist also & = 7, und die Behauptung gezeigt. O

4.3.7. Satz. Sei v : V. = V' Hiillenoperator. Fiir a € V ist die beziiglich der
lektischen Ordnung kleinste Hiille, welche echt grofier als a ist, gleich

Y(a &),

wobei i das grofite Element von M ist mit a <; y(a ®1).

Beweis: Sei at die kleinste Hiille beziiglich der lektischen Ordnung mit e < ™. Fs
gibt also ein i € M mit a <; a™. Nach 4.3.6(4) ist also @ <; y(a @ i). Andererseits
ist nach 4.3.6(3) a @i < a™, also auch y(a ®i) < v(at) = a™. Weil at die lektisch
kleinste Hiille oberhalb von a ist, und weil a < y(a ®7) < at, mub y(a i) = at
sein.

Daf} ¢ das grofite Element ist mit a <; y(a B 1), ergibt sich aus 4.3.6(2): Tst 7 < 7,
so wiirde aus a <; y(a® j) folgen: v(a B j) <; v(a i) = at, was ein Widerspruch

zur Minimalitit von a® wire. ]

Damit konnen wir einen Algorithmus angeben, welcher fiir einen Hiillenoperator

v: V — V alle Hiillen ., C V berechnet:
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4.3.8. Algorithmus. (HULLEN) Sei ohne Einschrankung M :={1,....n} CV
V-dichte Menge in V. Der Algorithmus berechnet dann zu gegebenem Hiillenope-
rator v die Menge £, aller Hiillen in lektischer Ordnung.

begin
if v(0y) = Oy then $, := {0v }; else §, :=0; fi
a:= Oy;
repeat
ii=mn; b:=v(adi);
while not a <; b do
1i=1— 1;
if 7 =0 then return $,; fi
b:=~(a®di);
od
a:=b;
9, = 9H U{a};
for ever
end.

Um den Aufwand von diesem Algorithmus zu betrachten, bendtigen wir eine neue
Hilfskonstante: ¢, gebe den Aufwand wieder, mit dem man y(a) fiir ein @ € V
berechnen kann. Wir gehen davon aus, dafl ¢, > ¢y ist. (Allein die Zuweisung
von v(a) an eine Variable hat bereits den Aufwand ¢y .)

Da a @i mit O(ey) Operationen berechenbar ist, konnen wir zur Berechnung von
b:=~(a® ) den Aufwand O(c,) veranschlagen. Die innere while-Schleife wird
hochstens |[M| mal durchlaufen, und die duBere repeat-Schleife fiir jede Hiille
einmal. Also erhalten wir als Abschatzung fiir den Aufwand:

(195, % |M] % c.).

4.3.3 Die Duquenne-Guigues-Basis

Allerdings sind wir eigentlich an den Pseudohiillen des Hiillenoperators interes-
siert, und nicht nur an den Hiillen. Um diesen Algorithmus auf unser Problem
anwenden zu kénnen, zeigen wir zunichst folgenden Hilfssatz:

4.3.9. Hilfssatz. Die Menge B, aller Hiillen und Pseudohiillen von ~ bildet
einen A-Unterhalbverband von V.

Beweis: 1y ist Hiille. Fiir p € V gilt genau dann p € B, wenn fiir alle Pseu-
dohiillen ¢ < p auch v(¢) < p gilt. Sei nun A C B, und sei g beliebige Pseu-
dohiille. Dann folgt aus ¢ < A A bereits ¢ < p fiir alle p € A. Da all diese p in
B, liegen, gilt auch v(q) < p fiir alle p € A, also y(q) < A\ A. Also ist A\ A Hiille
oder Pseudohiille. O
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Wir haben also einen weiteren Hiillenoperator

N = Y(py) | V-oVa— /\{bE ‘Bwla < b}

Gehen wir davon aus, wir wiirden bereits die m lektisch kleinsten Hiillen und
Pseudohiillen von v kennen: B := {py,..., pn }. Ahnlich wie in 4.1.3 betrachten
wir dann zu @ € Vden Fixpunkt 7 (a) der Folge

a®" = a v \[{7(p)lp € B Pseudohiillemitp < a},

a¥RT = Py \/{’y(p)|p € B’ Pseudohiillemit p < a¥i ),

Das heift, wir definieren P (a) := a7 mit P7'(a) = P7(a)¥7. Dann er-
halten wir:

4.3.10. Hilfssatz. Ist B die Menge der m lektisch kleinsten Hiillen und Pseu-
dohiillen zu ~, und ist a € V, sodaf§ v*(a) die lektisch néchstgrofsere Hiille oder
Pseudohiille ist, so qilt

+¥(a) = B (a).

Beweis:

1. Es gilt: BT (a) < y*(a).
Wir zeigen: Ist p € B, und @ < p, so gilt: P (a) < p. Angenommen, letzteres

gilt nicht: P'(a) £ p. Dann gibt es ein ay = a®7 P mit ag < p und %;p;n % p.
Betrachten wir Q := {q¢|q € P ist Psendohiilleund g < aq}, so gilt fiir alle g € Q)

auch g < p. Damit ist v(q) < p, also gilt (1,237”” = a0V \/{7(9)|g € @} < p. Dies ist
aber ein Widerspruch zur Definition von ag.

2. P (a) € Py

Sei p < P (a) Pseudohiille. Dann ist wegen (1) p < v*(a), also p € P7'. (Nach
Definition von «a ist v*(a) die lektisch kleinste Hiille oder Pseudohiille, die nicht
in P enthalten ist.) Damit ist auch y(p) < ‘}3;”'((1,)%:1 = P (a). Da wir die
Pseudohiille p < B (a) beliebig gewéhlt haben, ist demnach BT (a) eine Hiille
oder Pseudohiille, also gleich v*(a). O

4.3.11. Satz. Sind bereits die m (lektisch) kleinsten Hiillen und Pseudohiillen
B = {p1,. -, Pm} bekannt, so erhdlt man die lektisch nichstgréfiere Hiille oder
Pseudohiille durch

Pm1 = ‘B?(Pm & 7:)7
wobei 1 maximal ist mil p,, <; ‘B;"(pm M)

Beweis: Nach 4.3.7 ist die lektisch nachstgroBere Hiille oder Pseudohiille gleich
Pt1 = Y (pm B 1), mit maximalem i, sodall p,, <; v (pm © 7).
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Fiir dieses i gilt nach 4.3.10 auch: v*(p,, @ 1) = BT (pm ). Fiir j € M mit 1 < 5
wissen wir aber nicht, ob v*(p @© j) = BT (pm @ j) gilt. Also miissen wir noch
nachweisen, dafl 7 maximal ist mit p,, <; ‘B;"(pm D).

Nehmen wir an, es gilt fiir ein 5 € M mit s < j: p,, <; BT (pr & 7). Dann kénnen
wir zumindest v*(pn, @ 7) # BL(pm @ j) folgern. Also muB es eine Pseudohiille
p & B geben, mit p < P (py b 7) und y(p) £ B (pm 1) Da p & P gilt, ist p
lektisch groBer als p,,. Fs gibt also gewisse k, 1 € M, sodafl p,, <z p <1 B (pm B J)
gilt.

Da wir p,, <; BT (pm @ J) angenommen haben, muB j < k sein, also i < k.
Mit 4.3.6(2) folgt also aus p,, <; pmir und p,, < p mit i < k der Widerspruch:
Pm, < P < Pm41- U

Um B (prm @ 1) zu berechnen, kénnen wir eine leichte Variation des Algorithmus
von Linclosure verwenden  LINCLOSURE*. Hierzu speichern wir im Falle von
count(x —y) = 0 zunidchst die Implikationen in einer Liste use. (Dabei ignorieren
wir gleich alle Tmplikationen, die nichts Neues bringen, d.h. solche mit y < b.)
Erst wenn wir auf eine Implikation # — y stoflen, deren Pramisse echt kleiner als
b ist (x < b), gilt nach der Anwendung von 2 —y auf b die Bedingung v < b auch
fiir die zwischengespeicherten Implikationen v —w € use. Also wenden wir dann
all diese Implikationen auf b an und léschen use.

4.3.12. Algorithmus. (LINCLOSURE™) J enthalte bereits die m lektisch klein-
sten Implikationen der Duquenne-Guigues-Basis eines Hiillenoperators. Weiter-
hin seien die globalen Variablen impl(m) fiitr m € M wie bei LINCLOSURE (4.3.1)
belegt. Der Algorithmus berechnet dann fiir geeignete a € V' (siehe 4.3.11) die
lektisch nachstgrofere Hiille oder Pseudohiille v*(a).

begin
b:=a;
for each v—y € J do
count(x—y) := |u(2)];
if [i(2)] =0 then b:=bVy; fi
od
update :== 1(b); finished := 1(b);

use 1= (;

while update # ) do
choose m € update; update := update — m;
for each x—y € impl(m) do
count(x—y) := count(x—y) — 1;
if count(x—y) =10 then
if y <b then continue; fi
use := useU {xr—y};
if b # 2 then
for each v—=w € use do
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b:=>bV w;
od
use = (;
add := 1(b) — finished;
finished := finished U add;
update := update U add;

od
return b;
end.

Am Aufwand des Algorithmus &ndert sich nichts im Vergleich zu LINCLOSURE,
denn fiir jede Tmplikation x —y wird hochstens einmal y < b und b # x getestet
und es wird hochstens einmal auf b := bV w ausgefiihrt:

O([3]* ev)

Der endgiiltige Algorithmus zur Berechnung der Duquenne-Guigues-Basis J von
v beruht dann auf dem Algorithmus HULLEN (4.3.8). Als Nebenprodukt erhalt
man gleichzeitig die Menge £, aller Hiillen von ~:

4.3.13. Algorithmus. (DUQUENNE-GUIGUES) Sei o.E. M = {1,... . n} CV
eine V-dichte Teilmenge. 7Zu einem Hiillenoperator v wird die Duquenne-Guigues-
Basis J und das Hiillensystem $)., berechnet:

begin
for each m € M do impl(m) = 0;
if v(0y) = Oy then
~6W = {Ov}; j = @;
else
9, :=0; T:={0v—=7(0v)};
fi
a:=0y;

repeat

i:=mn; b:=LINCLOSURE*(a P 1);

while not a <; b do
1i=1— 1;
if 7 =0 then return J,9,; fi
b :=LINCLOSURE*(a P 1);

od

a:=b;
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if v(a) = a then
9y = 9H U{a};

else
J:=TJU{a—=~(a)};
for each m € M with m <a do

impl(m) := impl(m)U {a—=~(a)};

od

fi

for ever
end.

Im Initialisierungsteil ist die Berechnung von v(0y) am aufwendigsten, also ist
dieser Teil bestimmt nicht ausschlaggebend fiir den Gesamtaufwand des Algo-
rithmus. Die repeat-Schleife wird fiir jede Hiille und jede Pseudohiille einmal
durchlaufen. Weiter wird die innere while-Schleife hochstens | M| mal durchlau-
fen, und der Anweisungsteil dieser Schleife hat den Aufwand von LINCLOSURE™,
also O(|3] * ¢v). In jedem Durchlauf der repeat-Schleife wird zusatzlich v(a)
berechnet, was O(c,) Operationen benétigt. Die Reinitialisierung der globalen
Variablen impl(m), m € M bhendtigt O(|M]) < O(e,) Schritte, ist also nicht
ausschlaggebend. Der Aufwand des Algorithmus DUQUENNE-GUIGUES betragt
also insgesamt

O(IB, | * max(e,, | M|+ [3] * ey )

4.3.14. Beispiel. In einem klassischen Kontext K = (G, M, ) kann man die
zweite Ableitung mit ¢, = O(|G| % |[M|) Operationen berechnen. ¢y ist in diesem
Fall gleich |M], also kann man die Duquenne-Guigues-Basis J eines klassischen
Kontextes mit Aufwand

O((IB)] + |31) + M|+ max(|G], [M] * [T]))

berechnen.

Die Abweichung zu den Angaben in [Boe97] (O((|B(K)| + |3]) = |[M]* * |F|*))
1aBt sich wie folgt erkldren: Zum einen wurde in [Boe97] nicht der Algorithmus
LINCLOSURE* verwendet, sondern der naive Algorithmus, welcher durch 4.1.3
nahegelegt wird. Dies begriindet den Mehraufwand von |J|. Zum anderen wurde
nicht beriicksichtigt, daf zur Berechnung der Tmplikation p — v(p) die zweite
Ableitung berechnet werden muf.

Geht man in obiger Aufwandshetrachtung vereinfachend davon aus, daff die
GroBenordnungen von |G| und [M], sowie von |B(K)| und |J]| gleich sind, so kann
man sich als Faustregel merken: Der Aufwand zur Berechnung der Duquenne-
Guigues-Basis eines klassischen Kontextes K = (G, M, T) betrigt:

O(|3" = | M*)
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4.4 Beispiel: Fuzzykontexte

Wir betrachten als nicht-triviales Beispiel Implikationen in Fuzzykontexten. Sei
hierzu I eine Fuzzy-Algebra und K = (G, M, R) ein [-Fuzzykontext. Die iibliche
Notation birgt die Gefahr von Verwechslungen zwischen der Pfeilrelation der Fuz-
zyalgebra I und den Implikationen. Aufgrund der Tatsache, daf eine Pfeilrelation
immer zwischen Flementen von I steht, und eine Implikation zwischen [-Fuzzy-
Mengen, miifite allerdings stets aus dem Zusammenhang deutlich werden, was
gemeint ist.

Fiir Fuzzy-Teilmengen A, B € B, (M) gilt die Implikation A— B nach Satz 4.2.2
genau dann in K wenn B C A” ist. Dies kdnnen wir mit Hilfe der unscharfen
Logik verallgemeinern, welche durch I, gegeben ist (siehe Definition 2.2.7 auf
Seite 26) : Wir ordnen der Aussage , A impliziert B den Wahrheitswert

[A—B]:= [BC; A"
= N\ (B(m) = A"(m))

_ /\< N (A(m) = R(g,m)) = N (B(mHR(q,mD)

zu. Wie wir sehen, gilt (nach Definition 4.2.1) die Tmplikation genau dann in K,
wenn [A— B] =1 ist.

Will man per Hand iiberpriifen, ob eine Implikation A— B in K = (G, M,R) =
(Br.(G), Br,(W)V, ©) gilt, so ist dies einfacher iiber einen inzidenzisomorphen

klassischen Kontext K = (NG, M, T) moglich. Einen solchen erhélt man mit V-dich-
tem L C L: G:=1-G, M :=1L-Mund I :=1Rg y;(¢). (Nach Beispiel 2.3.1(3)
sind namlich G C Br.(G) und M C Br.(W)HM v-dichte Teilmengen, also sind
nach 2.4.9 K und K inzidenzisomorph.) Man testet dann einfach in der Tabelle
zu I, ob folgendes gilt:

{I-meM[l-m<B}yC{l-meM|l-m< A}

Im folgenden vollziehen wir den Algorithmus DUQUENNE-GUIGUES an einem

konkreten Beispiel nach. Dazu verwenden wir die Fuzzy-Algebra (L, AV, -, —)
mit [ :={0,1y,l,,/3,1}. Die Verbandsstruktur und die Verkniipfungstabellen der
Operationen - und — sind in Abb. 4.2 angegeben.

Weiter betrachten wir den [-Fuzzykontext K = (G, M, R) mit G := {q1, 92,93},
M := {my, m3} und der der Inzidenzrelation
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Abbildung 4.2: Die Fuzzy-Algebra .

Wie wir bereits erwdhnt haben, kénnen wir Ableitungen besser aus einem klassi-
schen Kontext ablesen. Dazu verwenden wir die V-dichte Teilmenge I, := {1,1, 15}

von [, und erhalten K = (L-G,L-M,T)mit I := IR ()

?\\x\ \\x\ ?\\@» ?\\@»
Il v Q@
9 X X
-1 | X X X X X X
ly- ¢ X X X X
g2 X X
[y - g2 xX X X X
lh-ga | X X X X X X
g3 X X X X
li-g3 | X X X X X X
Iy g3 X X X X X

Um den Algorithmus DUQUENNE-GUIGUES (4.3.13) anwenden zu kdénnen, be-
notigen wir eine vollstdndige Ordnung auf der V-dichte Teilmenge .- M C M.
Hierzu numerieren .- M in folgender Reihenfolge durch:

L-M= {7’)7/1711 . 7’)7/1712 . 7’)7/177’)7/27]1 . 7’)7/27]2 . TI’LQ}.

(Es ist sinnvoll my niedriger zu beziffern als Iy - my und [y - mq, weil man sich
dadurch {iberfliissige Tests im Algorithmus erspart. Natiirlich wiirde der Algo-
rithmus auch andernfalls funktionieren.)

Wir besprechen nun Schritt fiir Schritt den Algorithmus 4.3.13 (auf Seite 105)
und berechnen dadurch die Begriffsinhalte )., und die Duquenne-Guigues-Basis
J von K.

Im Initialisierungsteil ist zu beachten, daB fiir die leere Fuzzy-Menge Og, (v = 0
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gilt: ¢ = @, also setzen wir 9., := {0} und J := {}. Wir starten in die repeat-
Schleife mit a := 0.

Im ersten Schleifendurchlauf wird ein (lektisch) maximales ¢ € L - M gesucht,
sodafl fiir b:=LINCLOSURE*(a @ 1) gilt: a <; b. Das lektisch grofite Element
in I- M ist 2 := [y - my. Es gibt bisher noch keine Pseudoinhalte, also ist:
b := LINCLOSURE*(D & Iy - my) = Iy - mq. Die Bedingung a <; b trifft zu, also
ist der lektisch nachstgrofiere Begriffs- oder Pseudoinhalt gleich I3 - mo. Betrach-
ten wir die zweite Ableitung, so sehen wir: (I3 - mq)” = Iy - mo, also setzen wir
f)w = {@712 : mz}-

Wir kommen in den zweiten Schleifendurchlauf mit @ = [y - m9. Da es noch
keine Pseudoinhalte gibt, verlduft dieser Ahnlich einfach wie der erste: 1 := [, -m;
brauchen wir wegen Iy - my < a gar nicht erst zu testen, denn grundsitzlich
folgt aus 2 < @ immer a 2 < a. Damit ist auch der lektisch kleinste Begriffs-
oder Pseudoinhalt ’y*(a, fan) i), welcher grofler als a @ 7 ist, < a. Also kann mit
b := LINCLOSURE™(a & 1) die gewlinschte Bedingung a <; b gar nicht erfiillt sein,
da b < a gilt.

Das nachstkleinere 7 € .- M ist 1 := [{ - my. Fir diesen Kandidaten erhalten
wir b := LINCLOSURE*(ly - my @ Iy - m2) = LINCLOSURE™*(l4 - m3) = 1 - ma, und
es gilt b <; a. Also ist [ - my der néchste Begriffs- oder Pseudoinhalt. Die zweite
Ableitung ist (I3 - m2)” =1 - mq + [ - ma. Wir haben also unseren ersten Pseu-
doinhalt und setzen J := {(l1 - ma)— (I1 - my + I - m2)}. Die Reinitialisierung der
Variablen impl(m), m € M, ist fiir den Algorithmus LINCLOSURE® notwendig.

Der dritte Durchlauf wird interessanter, weil wir das erste mal einen Pseudoinhalt
beriicksichtigen miissen, d.h. der Algorithmus LINCLOSURE* ist nicht mehr trivi-
al. Esist a := [, -mq. Fiir1 := [y mq ist a @1 = [5-m4y. Weil der Pseudoinhalt [, -m.
echt kleiner als I5-my ist, gilt b := LINCLOSURE*(a ) 1) = LINCLOSURE*(/5 - m2)
=l3-mo U (li-ma)" =11 -my +l3-ma. Damit ist a <y, b, d.h. b ist nicht der
gesuchte Begriffs- oder Pseudoinhalt.

Fiir die nachstkleineren s € .- M schliagt der Test auch fehl: 7 := [;-my ist < a, und
fiir i := myist l1-ma < a®i = mo. Damitist [y - my < b:= LINCLOSURE™(a & 1),
d.h. es gibt ein 7 <7 mit a <; b.

Also miissen wir ein weiteres 7 € - M testen. Fiir 1 :=Ily-mq gilt: a @ = 15 -my,
b := LINCLOSURE™(ly- mq) = I3 - my (denn fiir kein 2 =y € T gilt @ < Iy -my),
und schlieBlich ist a <; I3 - my erfiillt. Wir haben also den lektisch ndchstgrofiten
Begriffs- oder Pseudoinhalt gefunden. Es gilt (I3 - mq)” =[5 - mq + 15 - ma, also
setzen wir J = {(l1 - ma) = (I -mq1 4+ 11 -ma), (Ia-mqy) = (la-my + 13- maq)} und
reinitialisieren die globalen Variablen impl(m), m € M.

Die nachsten Schritte besprechen wir nicht mehr so ausfithrlich. Tabelle 4.1 gibt
fiir jeden Schleifendurchlauf @ und fiir jedes getestete 7+ € - M den Wert

b := LINCLOSURE™(a & 1), sowie das grofte 7 € L - M mit a <; ban. Ist j = 1,
so ist weiterhin der Begriffsinhalt b bzw. die Implikation b— 6" zu sehen.
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a i b Jj:ra=<;b BI/PI Begriffsinhalt Implikation
0 X 0
] [y - Mo [y - My [y - Mo X [y - Mo
ly - ms l{ - ms [y - ma [y - ma X (l1-mg) = (l1-m1 411 - my)
li - my lo-mg li-my+1l3-mg  lH-my
Mo li - mq + my Ly -my
ly - my ly - my [y -my X (ly-mq) = (ly-mq 4 13- my)
ly - my la-mg ly-my+1ly-mg  ly-my X ly-my + 13- my
ly-my+ly-mg Li-mg ls-my+1li-me i -my
Mo l3-mq 4+ my Ly -my
l{ - my L -my L -my X (lh-mq) = (li-mq 41 - mg)
Ly -my la-mg li-my+1l3-mg 11 -my
Li-me li-mi+1li-mg  li-my X Li-my+ 1 -my
Li-my+1li-mg ly-mg Li-my+ls-my  ly-mg X Li-my+15-my
Li-mi+1ls-me mg li - mq + my Mo X li - mq + my
Li-mi+mg  ly-my ls-my+ls-me  lp-my X l3-my+ 15 -my
ls-mqy+13-my  my l3-mq 4+ my Mo X l3-mq 4+ my
l3-mq 4+ my my m1 + I - my my X (my + ¢-mg)—(my + m2)
m1 + I - my Mo my + ma Mo X my + mo

my + my

Bi € M :a <; b, Abbruch
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11 =M
11 - Mo 12 s My
g
12 =M
g2
mo
E] I3 - g
I3 - g2
I3 - g3
mi
I ~gila - g2

I - g3

Abbildung 4.3: Der Begriffsverband des Fuzzykontextes K

Wie wir bereits erwdhnt haben, kann man, falls Y distributiver Verband ist, die
rechten Seiten der Tmplikationen der Duquenne-Guigues-Basis reduzieren (siehe

Seite 92). Da P, (M) distributiv ist, bilden also auch folgende ITmplikationen eine
Basis zu ~:

(lh-ma) = (I1 - mq)

(la-my) = (lz-ma)

(lh-my) = (I - ma)
2) = (m

(my+15-m

Neben der Duquenne-Guigues Basis erhalten wir aus dem Algorithmus auch den

Begriffsverband 9B(K), welcher in Abbildung 4.3 zu sehen ist.
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Anhang A

Bereinigung und Reduzierung
eines klassischen Kontextes

Der inzidenzisomorphe klassische Kontext zu einem mehrwertigen Kontext oder
Fuzzykontext ist meist sehr groff. Dadurch kénnen bereits die Bereinigung und
Reduzierung kritische Zeiten beanspruchen. Wir versuchen also, die bereits vor-
handenen Algorithmen (siche [Boe97]) zu beschleunigen. Als zugrundeliegende
Idee verwenden wir dabei einen effizienten Sortieralgorithmus: Wir sortieren im
Falle der Gegenstandshereinigung die Gegenstande nach deren Ableitungen. Hier-
bei verwenden wir die lektische Ordnung auf B(M).

Es ist dabei nicht notwendig, Zeilen in der die Inzidenzrelation darstellenden Ma-
trix zu vertauschen. Stattdessen legen wir einen Indexvektor V iiber die Zeilen der
Matrix an. Weil das Vertauschen von Indizes nur geringen Zeitaufwand benotigt,
verwenden wir den Algorithmus HEAPSORT (siehe [Schi]). Dieser Algorithmus
benotigt zum Sortieren eines Vektors V' der Lange n O(nlog(n)) Vergleiche.

Dabel wird der Vektor als bindrer Baum aufgefaBit: Jedes Flement des Vektors
ist ein Knoten des Baumes. Das i-te Element hat dabei als S6hne die Elemente
2 und 27 + 1. (Die Indizierung des Vektors beginnt bei 1.) Wurzel des Baumes
ist demnach 1 und Endknoten sind die |5| + 1,...,n. (Falls n die Lange des
Vektors bezeichnet.) In einem bindren Baum ist jedes Element ¢ auch Wurzel
eines Teilbaumes, den wir der Finfachheit halber auch mit 7 bezeichnen.

Ein Heap ist nun ein bindrer Baum mit der zusidtzlichen Eigenschaft, dafl das
Element des Vaterknotens immer grofler als die Elemente an den Séhnen ist:
V(i) > V(2i) und V(i) > V(2i 4+ 1). Das heilit, das grofite Element eines Heaps
steht immer an der Wurzel V(1).

Mit folgendem Algorithmus kann man sukzessive einen Heap im bindren Baum
V der Lénge n aufbauen:

113
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A.0.1. Algorithmus. (HEAP) Gegeben sei ein Vektor V, die Lange n des Vek-
tors, sowie ein Teilbaum ¢ des Vektors. (Dabei gelte 7 < n.) Die Teilbdume 27 und
2i 4 1 seien bereits Heaps (soweit sie existieren, d.h. < n sind). Dann erzeugt der
Algorithmus den Heap 1.

procedure HEAP(V n,i);
begin
g:=V(i); j7:=21;
while 7 <n do
g = V(.j);
if y <n then
g2 :=V(j+1);
if ¢y < gy then g1 :=g¢p; fi
fi
if ¢ > ¢, then
V(5] =g;
return;
fi 4
VI3 ==gi5 7= 25
od;

Um die Ableitungen zweier Gegenstinde zu vergleichen bendtigen wir O(|M])
Operationen, und die Linge n des Indexvektors V ist immer < |G|. Also hat
dieser Algorithmus einen Aufwand von

O(log(|G]) * [ M)

Betrachten wir nun den Algorithmus zur Bereinigung der Gegenstandsmenge: Fr
baut zunéchst den Heap V(1...n) auf. Dadurch kennen wir das grofite Element
von (7, dieses speichern wir in der Variablen ¢g. Nun wird in einer Schleife jeweils
das letzte Element des Vektors V(i + ]) an die erste Stelle geschrieben, und der
Heap V(1...4), mit einem Element weniger, neu aufgebaut. (Dazu reicht nun ein
Aufruf von HEAP, da die Teilbdume V(2), V(3) noch Heapstruktur besitzen.)
Wir erhalten dadurch das ndchstgroBere Element V(1), welches wir mit dem
vorherigen ¢ vergleichen kénnen.

A.0.2. Algorithmus. (GEGENSTANDSBEREINIGEN) Gegeben sei ein klassischer
Kontext K = (G, M, ). Der Algorithmus bereinigt die Gegenstandsmenge.

begin
n = |G|;
for i:=1 to n do V(i) :=g¢g;; od
for 1 := |%2] downto 1 do HEAP(V.n,7); od Heap aufbauen
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g:=V(1);

for 7:=n — 1 downto 1 do
V(1) :=V(iE+1);
HearP(V i, 1);
h:=V(1);
if ¢ # I’ then <losche h>;
else g:=h; fi

od

end.

Der Heap wird mit Aufwand O(|G| x O(HEAP)) = O(log(|G]) * |G| * |M]) auf-
gebaut. AnschlieBend wird noch |G| mal die Prozedur HEAP aufgerufen, also
betriagt der Gesamtaufwand

O(log(|Gr]) |G|+ [ M)
Der Algorithmus in [Boe97] benotigte O(|G|? * [M]) Operationen.

Bei der Reduzierung des Kontextes ist ebenfalls eine Vorsortierung sinnvoll. Auch
wenn sich dadurch die Komplexitiat des Algorithmus nicht verbessert, so ist unter
der Annahme, dafl viele® Gegenstande reduzierbar sind, eine Beschleunigung zu
erwarten. Denn wir vergleichen einen Gegenstand im Algorithmus jeweils nur mit,
bereits reduzierten Gegenstanden.

Der Algorithmus ist komplizierter als A.0.2: Wir miissen ndmlich einen zu te-
stenden Gegenstand nicht nur mit dem nachstgrofleren vergleichen, sondern mit,
allen bereits gefundenen reduzierten Gegenstinden. Also miissen wir diese fiir
diesen Zweck zwischenspeichern. Dazu bietet sich das Fnde des Vektors V' an,
da in jedem Durchlauf ein Element in V' frei wird. Wir speichern also in jedem
Schleifendurchlauf in den Flementen V(1,....4) einen Heap, der alle noch nicht
getesteten Gegenstande enthélt, und in V(7,...,n) alle getesteten Gegenstande
in sortierter Reihenfolge. Dabei ist stets 7 > 7. Wir testen dann ¢g := V(1) auf Re-
duzibilitat, indem wir die Pfeilrelationen (siehe [GaWi96],[Boe97]) nachrechnen,
d.h. indem wir fiir alle h € V(7,...,n) mit ¢’ C A’ testen, ob es ein m € M \ ¢
gibt, welches in jedem A’ enthalten ist.

A.0.3. Algorithmus. (GEGENSTANDSREDUZIEREN) Gegeben sei ein klassischer
Kontext K = (G, M, ) mit bereinigter Gegenstandsmenge. Der Algorithmus re-
duziert dann die Gegenstandsmenge.

begin
n = |G|;
for i:=1 to n do V(i) :=g¢g;; od
for 1 := |%] downto 1 do HrAP(V.n,7); od Heap aufbauen
ji=n+1;

for 7:=n — 1 downto 0 do
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g:=V(1);
if 72 > 0 then
V(1) :=V(@iE+1);

Heapr(V,i, 1);
fi
yes:=4¢';
no:= M\ ¢;

for [:=7 to n do
if yes C V(])’ then no=nonNV(l); fi
od
if no =0 then <ldsche g>;
else j:=j—1; V(j):=g; fi
od
end.

Der Aufwand des Algorithmus dndert sich nicht im Vergleich zu [Boe97]:
O(|GI* [ M]),

allerdings ist ist eine Geschwindigkeitssteigerung zu erwarten, falls viele Ge-
genstinde reduziert werden.

Natiirlich kann man entsprechend auch Algorithmen zu Bereinigung und Redu-
zierung der Merkmalsmenge formulieren.

Bei der Programmierung stellt sich noch die Frage, wie man das Ldschen eines
Gegenstandes/Merkmals implementieren mochte. Die schnellste Moglichkeit hier-
bei ist wahrscheinlich, nicht die Matrizen zu d&ndern, sondern lediglich Indizes auf
die urspriingliche Inzidenzmatrix anzulegen, und anschlielend lediglich Indizes 7u
16schen. Zusétzlich kann man u.U. Informationen speichern, wie man die Ablei-
tung eines reduzierbaren Gegenstandes gewinnen kann. Ich habe obige Algorith-
men in C+4 implementiert und dabei auch diese Gesichtspunkte beriicksichtigt.



Anhang B

Eine Galoisverbindung in der
Algebraischen Geometrie

Hiillenoperatoren und speziell Galoisverbindungen sind in der Mathematik weit
verbreitet. Zur Analyse dieser Strukturen eignen sich die Hilfsmittel der Begriffs-
analyse sei es, um den Begriffsverband als Hassediagramm zu zeichnen, oder
um den Hiillenoperator durch Implikationen kompakt darstellen zu konnen.

Als ich im Sommersemester 97 eine Vorlesung von Prof. Dr. Schreyer tiber al-
gebraische Geometrie horte ([Schreyer]), war ich {iberascht, die mir durch diese
Arbeit so bekannte Galoisverbindung wiederzuerkennen:

Die algebraische Geometrie beschéftigt sich mit dem Studium der Losungsmenge
algebraischer Gleichungssysteme. Sei dazu fiir einen Kérper K

A ={(ar,...,a,)|a; € K}

der n-dimensionale affine Raum. Dann bildet das folgende Paar von Abbildungen
eine Galoisverbindung zwischen B(A%- ) und der Potenzmenge des Polynomrings

B(K a1, ... 2,]):

VeB(Klay, .. an]) = BAL), T = {a € A [f(a) =0,V[ € T}
FBAL) = B(K [z, ..., 2.]), V= {f € Ky, ...,2,]|f(a) = 0,Va € YV}

Das heifit, V ordnet jeder Menge von Polynomen iiber K ihre Nullstellenmenge
zu, und I ordnet einer Menge von Punkten im affinen Raum die Menge aller
Polynome 7zu, welche in diesen Punkten verschwinden. Die letztgenannte Menge
ist ein Ideal, wie man leicht sieht.

Wir kénnen dies also als klassischen Kontext K = (G, M, I') auffassen, mit der
Gegenstands- und Merkmalsmenge:

G:=A, und M:=Klx,...,2,]
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FEin affiner Punkt @ € A} inzidiert mit einem Polynom f € Kzy,...,2,], falls a
Nullstelle von f ist:

(a,f) €l fla)=0

Die Begriffsumfinge (das sind gewisse Teilmengen des affinen Raums) heifien
algebraisch, und im Hilbertschen Nullstellensatz weist man nach, dafl die Be-
griffsinhalte genau die radikalen Ideale in B(K[xq,...,2,]) sind. Dabei ist ein
Radikal eines Ideals I C Ky, ..., z,] wie folgt definiert:

VT = vad(1):={f € RAN e N: fN ¢ I}

und ein radikales Tdeal ist ein 7 mit /T = I.

In der Algebraischen Geometrie betrachtet man weiter speziell die V-irreduziblen
FElemente des Begriffsverbandes: Den Umfang eines V-irreduziblen Begriffes (ei-
ne algebraische Teilmenge) nennt man irreduzible algebraische Teilmenge, oder
affine Varietit. Die zugehorigen Begriffsinhalte sind genau die Primideale. Mit
der Tatsache, dall K[zy,...,x,] nothersch ist, kann man nachweisen, dafi im Be-
griffsverband die V-irreduziblen Elemente V-dicht sind, und daf§ die Darstellung
eines Begriffs als Supremum V-irreduzibler Elemente eindeutig ist. Man kann al-
so jede algebraische Menge (Begriffsumfang) eindeutig als Supremum von affinen
Varietaten darstellen.
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Symbolverzeichnis

3
=

[ACy, B]
Br(X)
T(A)
IR ()

dual geordnete Menge 7u (X, <)

Hauptideal von a

Hauptfilter von a

Supremum von A

Infimum von A

Supremum von x und y

Infimum von 2 und y

Das grofite Element im vollstdndigen Verband V
Das kleinste Element im vollstdndigen Verband V
Die Potenzmenge von M

Die Menge aller V-irreduziblen Elemente in V

Die Menge aller A-irreduziblen Elemente in V
Menge aller Hiillen des Hiillenoperators ~
Hiillenoperator zum A-Unterhalbverband $

Die Dualadjungierte zur Galoisabbildung ¢
Ableitung im Kontext K = (X,Y,¢) (z € X oder 2 € Y)
Die Menge aller Begriffe im Kontext K

Konjunktion mit der t-Norm 7

Quasiwahrheitswert einer logischen Aussage A
Quasiwahrheitswert der Aussage ,, A ist Teilmenge von B«
Die L-Fuzzy-Potenzmenge zu X

Der Trager einer L-Fuzzy-Menge A

Inzidenzrelation zur Galoisabbildung ¢ (auf G x M)

GAxy(7) Galoisabbildung zur Inzidenzrelation I (zwischen X und Y')
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m 4

m # w

SYMBOILVERZEICHNIS

V-irreduzible Beschreibung in einem mehrwertigen Kontext (bildet m

auf W ah)

V-irreduzible Beschreibung in einem mehrwertigen Kontext (bildet m

auf W\ {w} ah)

Menge der Elemente, welche alle Tmplikationen aus der Implikatio-

nenmenge J respektieren

Hiillenoperator zur Implikationenmenge J

Menge der Implikationen zum Hiillenoperator ~
Abschluf} einer Implikationenmenge J

Menge aller Implikationen, die im Kontext K gelten

Menge aller Hiillen und Pseudohiillen zum Hiillenoperator ~
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Begriff, 21, 45
Gegenstands~, 45
Merkmals~, 45

Begriffliche Datenbank, 64

Begriffsisomorphismus, 37
Beschreibung, 53

dichotomer Kontext, 58
distributiver Verband, 92, 109
dual, siehe Dualitatsprinzip
dualadjungiert, 13, 14
Dualitatsprinzip

fiir Verbande, 6

fiir geordnete Mengen, 3
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Fuzzy-Logik, 26
Fuzzy-Potenzmenge, 26, 31
Fuzzy-Relation, 28
Fuzzy-wertiger Kontext, 72, 73
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zur Inzidenzrelation, 33
Galoisverbindung, 13
Gegenstandsbegriff, 45
geordnete Menge, siehe Ordnung
gestuftes Liniendiagramm, 64

123

Halbgruppe, 16
Halbmodul, 16
Halbring, 17
Hasse-Diagramm, 2, 45, 64
Hauptfilter, 3
Hauptideal, 3
Homomorphismus
7zw. geordneten Mengen, 3
zw. vollstdndigen Verbénden, 8
Hiille, 11
Hiillenoperator, 11, 85

Implikation, 85
folgt aus Implikationenmenge, 87
gilt in K, 86, 93
respektiert, 86
ringformig, 92
Implikationenmenge, 86
Abschluf, 87
Basis, 91
linksreduziert, 92
minimal, 92
nichtredundant, 91
rechtsreduziert, 92
vollstandig, 91
Infimum, 4
A-dicht, 9
A-erhaltende Abbildung, 8
A-irreduzibel, 8
A-Unterhalbverband, 10, 11
Inhalt eines Begriffs, 21
inzidenzisomorphe Kontexte, 36, 37
Inzidenzisomorphismus, 37
Inzidenzrelation, 30, 32
isomorph, 37
zur Galoisabbildung, 33
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Isomorphismus
Begriffs~, 37
7zw. geordneten Mengen, 3
7zw. Inzidenzrelationen, 37
zw. vollstandigen Verbénden, 8

komplementérer Verband, 79
Konjunktion einer t-Norm, 23
Kontext, 19

inzidenzisomorph, 36, 37

isomorph, 22

mehrwertiger, siehe mehrwertiger

Kontext

reduziert, 41, 42

V-erzeugt, 31

Teil~, 47, 66

leere Zelle, 57
lektische Ordnung, 99

[Lukasiewicz-Norm, 29

Maximum, 4
mehrwertiger Kontext, 51
Beschreibung, 53

vollstandig, 52
Merkmalsbegriff, 45

Minimum, 4

Oberbegriff, 21
obere Schranke, 4
oberer Nachbar, 2
Ordnung, 1
Dualitétsprinzip, 3
Homomorphismus, 3
Isomorphismus, 3
lektische, 99
Ordnungskontext, siehe Kontext

partielle Ordnung, siehe Ordnung
Potenzmengenkontext, siehe Kontext

Pseudohiille, 91, 102

Punktieren eines Verbandes, 59

Quasiwahrheitswert, 26
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R-Halbmodul, 18
R-Y-Halbmodul, 18
reduzierbar, 42

reduzierter Kontext, 41, 42
Relation, 1

residuale Abbildung, 15
residuierte Abbildung, 15
respektiert, 86

ringférmige ITmplikation, 92

schlichte Skalierung, 66
klassisch, 69
Y-Halbmodul, 16
Skalierung, 66, 81
Supremum, 4
V-dicht, 9, 31
V-erhaltende Abbildung, 8
V-erzeugter Kontext, 31
V-irreduzibel, 8, 31
V-Unterhalbverband, 10

t-Norm, 23, 29
Teilkontext, 47, 66
Trager einer Fuzzy-Menge, 27

Umfang eines Begriffs, 21
Unterbegriff, 21

untere Schranke, 4
unterer Nachbar, 2
Unterverband, 10

Verband, 4
atomistisch, 61
distributiv, 92, 109
Dualitétsprinzip, 6
Homomorphismus, 8
Isomorphismus, 8
komplementér, 79
punktierter, 59
Unterverband, 10
Verbandskontext, siehe Kontext
vollstandige Ordnung, 2
vollstandiger Verband, siehe Verband
vollstindiger mehrwertiger Kontext,
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